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Zwei Hauptsätze der neueren Geometrie. | 


Von Dr. Wila. FIEDLER, 
Lebrer an der Königl. Gewerbschule zu Chemnitz. 


Die beiden allgemeinen Sätze, deren Darlegung und Erläuterung ich 
beabsichtige, betreffen die homographische Theilung und die In- 
volution. M. Chasles hat in seinem „Traité de géométrie supérieure“ da- 
von die folgenden Definitionen gegeben; zuerst in Betreff der homographi- 
schen Theilung: Wenn zwei gerade Linien durch Punkte, die sich einer 
su einem entsprechen, so getheilt sind, dass das anharmonische Verhilt- 
niss von vier beliebigen Punkten der einen dem anharmonischen Verhält- 
niss der vier entsprechenden Punkte der anderen gleich ist, so sagen wir, 
dass diese beiden geraden Linien homographisch getheilt sind, oder auch, 
dass ihre Punkte zwei homographische Theilungen bilden. 

Und wenn in zwei Strahlenbüscheln, deren Strahlen sich einer zu 
einem entsprechen, vier beliebige Strahlen des ersten ihr anharmonisches 
Verhältniss immer dem der vier entsprechenden des zweiten gleich haben, 
so sagen wir, dass die beiden Büschel homographisch sind. (No. 99.*) 

Und betreffs der Involution: Wenn drei Systeme von zwei conjugirten 
Punkten, die in derselben geraden Linie liegen, so beschaffen sind, dass 
vier dieser Punkte, in den drei Systemen genommen, ihr anharmonisches 
Verhältniss gleich dem ihrer vier conjugirten haben, so sagen wir, dass 
die sechs Punkte in Involution sind. (No. 182.) Und sechs von demselben 
Punkte ausgehende und paarweis conjugirte gerade Linien sind in Involution, 
wenn irgend vier derselben, in den drei Paaren genommen, mit ihren vier 
conjugirten das nämliche auharmonische Verhältniss haben. (No. 243.) 

Man weiss, welche Entwickelung und Anwendung M. Chasles diesen 
Begriffen gegeben hat. In neuester Zeit hat nun der ausgezeichnete 
Geometer diese beiden Sätze unter einem neuen Gesichtspunkte gefasst 
und dieselben dadurch zu wahren Fundamentalsätzen der neuern Geome- 
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trie gemacht. In aetden Vorlesungen an der Pariser Faculté des Sciences 
hat er zuerst die‘ Vortheile der neuen Auffassung entwickelt, und sie so- 
dann in einem ir Jen Compies rendus der Academie D EE EE Memoire 
allgemeiner zugänglich gemacht. (C. r. 1.41, p. 1097.) 

Ich habe die Absicht, diese Auffassung hier darzulegen, indem ich 
die Besteisgriinde hinzufüge, die Chasles an jener Stelle nicht gegeben 
haty nd die Sätze an einigen Beispielen erläutere. 

“Ich gebe zunächst die beiden Sätze in ihrer neuen Ausdrucksweise 

d ee sie heissen: 

GZ I. Wenn man in einer Aufgabe, worin keinerlei Trans- 
cendenten vorkommen (weder Functionen noch Curven) zwei gerad- 
linige Reihen von Punkten (auf einer und derselben geraden Linie 
oder nicht) hat, und wenn nach der Natur der Aufgabe sich die 
Punkte beider Reihen in der Weise entsprechen, dassjedem 
Punkte der ersten Reihe nur ein Punkt in der zweiten zuge- 
hört, und umgekehrt einem Punkte der zweiten nur ein be- 
stimmter Punktin derersten, sokann man daraus schliessen, 
dass diese zweiReihen vonPunktenhomographisch sind, oder 
dass das anharmonische Verhältniss vonirgend vier Punkten 
der ersten dem der entsprechenden vier Punkte der zweiten 
gleich sei.Mit andern Worten, das bezeichnete Entsprechen zweier gerad- 
linigen Punktreihen ist stets ein anharmonisches Entsprechen. 

Ganz dasselbe Princip ist auf ein Strahlenbüschel und eine geradlinige 
Punktreihe anwendbar, nämlich: Wenn man zeigen kann, dass 
je einem Strahl des Büschels nur ein Punkt der Reihe und 
umgekehrt einem Punkte der Reihe nur ein Strahl des Bü- 
schels entspricht, so ist daraus zu schliessen, dass das an- 
harmonische Verhältniss von irgend vier Strahlen immer 
gleich dem der entsprechenden vier Punkte sein wird, oder 
dass die Punkte der Reihe und die Strahlen des Büschels sich anharmo- 
nisch entsprechen. 

Endlich gilt dasselbe von zwei Strahlenbüscheln: Wenn sich zwei 
Strahlenbüschel dergestalt entsprechen, dass jedem Strahl 
des einen nur ein Strahl des andern zugehört und umgekehrt, 
so ist das Entsprechen anharmonisch, oder das anharmonische 
Verhältniss vun irgend vier Strahlen des einen Büschels ist dem der vier 
correspondirenden des andern gleich. 

II. Wenn man in einer Aufgabe, in welcher keinerlei 
Transcendenten vorkommen, zwei Reihen von Punkten (auf ei- 
nerundderselben geraden Linie oder nicht) hat, und wenn nachdenBe- 
dingungen der Aufgabe jedemPunkte der ersten Reihe nur ein 
Punkt der zweiten entspricht, aber jedem Punkte der zwei- 
ten Reihen immer zwei Punkte der ersten in völlig gleicher 
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Weise, so hat man zu schliessen, dass alle diese Paare von 
Punkten in Involution sind, und dass sie den einzelnen Punk- 
ten der zweiten Reihe anharmonisch entsprechen. Und die- 
ser Satz erleidet die nämliche Ausdehnung wie dererste auf 
eine Punktreihe und ein Strahlenbiischel und auf zwei Strah- 
lenbüschel. 

Ohne jetzt auf die Fruchtbarkeit der neuen Ausdrucksweise einzu- 
gehen, erörtere ich zunächst ihre Richtigkeit. 

Angenommen, dass — was den ersten Satz über die Homographie 
zweier Punktereihen betrifft — der bewegliche Punkt m die erste Reihe 
und der Punkt m die zweite Reihe durchlaufe, und dass a in jener, “ in 
dieser je ein fester Anfangspunkt sei, von dem aus man die durchlaufenen 
Segmente zählt, so ist Folgendes ausser Zweifel: Die zwischen je zwei 
entsprechenden Punkten beider Reihen bestehende Relation muss sich in 
einer Gleichung zwischen zwei Veränderlichen ausdrücken lassen, welche 
keine andern als die zwei Segmente am und ho sein werden; gewiss muss 
diese Gleichung rein algebraisch sein, und gewiss kann sie hinsichtlich 
beider Veränderlichen nur in gleicher Weise vom ersten Grade sein, so- 
bald man die eine Veränderliche als constant betrachtet, weil jedem 
Punkte der einen Reihe nur ein Punkt der andern entsprechen soll. Die 
allgemeine Form dieser Gleichung ist daher 

am. bm ＋ A. am Tu. Un + v=0 
(wo A, u, v constante Coefficienten sind); hier entspricht jedem bestimmten 
Werthe von am ein bestimmter Werth von b'm und umgekehrt. 

Ganz dieselbe allgemeine Gleichung drückt aber die Homographie 
zweier geradlinigen Punktreihen aus; sie ist in No. 131 der ,,Géom. super.“ 
gegeben. Hier ihre kurze Ableitung: Wenn a,b,c drei Punkte der ersten 
geraden Linie und d,, die drei entsprechenden Punkte der zweiten sind, 
und ein vierter Punkt m der ersten Linie willkührlich angenommen wird, 
so ist der ihm entsprechende Punkt m’ der zweiten durch die Bedingung der 
Gleichheit der anharmonischen Verhältnisse beider Theilungen bestimmt: 


am ac am ac oder 4 am fac Si 
ine en ra r Eë 7.17: Eë 
bm bc bm bc bm bm e be). 
So lange man nun die Punkte m, m respective immer auf die drei ersten 
RER . ac ae , 
Punkte a,b,c, 4, “ bezieht, ist de be eine Constante, und man kann 
schreiben 
a m am 
bm bmw 


Dies passt ohne Weiteres auf den jetzigen Fall; a und b’ waren die beiden 
festen Punkte der ersten und zweiten Punktreihe, a’ und b sind daher ihre 
entsprechenden Punkte der zweiten und ersten Reihe. Und man hat zwi- 
schen ihnen die Gleichung 
am. bm — K. m. am . 
1 
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Aus derselben sind nun die Segmente bm und om zu entfernen, weil sie 
die der gegenwärtigen Frage fremden Punkte a’ und b enthalten; das ge- 
schieht einfach durch die Substitutionen | 

bm=am—abı am = bm — bd, 
und man erhält 

am. ham — k (am — ab) (bm — b'a) = O, 
oder 
k k 

tek“. E 
welche man mit Rücksicht auf die in der Frage constanten Grössen schrei- 
ben darf: 


om. b'm + b'a. am + ab .b'm — k .ab . b'a = 0, 


am.bm+l.am+u.bm+v=0, | 
wie oben. Wenn hierdurch die neue Fassung für den ersten Satz in Bezug 
auf zwei Punktereihen vollständig bewiesen ist, so lehren die bekannten 
Zusammenhänge zwischen Punktereihen und Strahlenbüscheln, die die 
wesentliche Grundlage der gesammten neueren Geometrie bilden, dass für 
die Geltung desselben Satzes in Bezug auf eine Punktereihe und ein Strah- 
lenbüschel und in Bezug auf zwei Strahlenbüschel keine besondern Beweise 
nöthig sind, oder dass der hier angewendete Beweis sich einfach auf sie 
übertragen lässt. 
Der Beweis des zweiten Satzes wird durch folgende Schlüsse geführt. 
Die Involution und die homographische Theilung hängen bekanntlich aufs 
Engste zusammen. Wenn aa’, bb zwei Punktepaare sind, so kann man 
eine Unendlichkeit von Paaren cc, dd’, ee’... bestimmen, deren jedes mit 
aa’ und bb’ eine Involution bildet. Die Punkte a,b,c,d,e... und die Punkte 
a5 b, c', C, “. .. bilden alsdann zwei homographische Theilungen; denn die 
vier Punkte a, b, a“, e müssen nach dem Begriff der Involution ihr anharmo- 
nisches Verhältniss dem der vier Punkte d“, ö, a, c gleich haben. Betrach- 
tet man nun, wie es nach dem Gesagten in Ordnung ist, die drei Punkte 
a, ö, 4 der ersten und die drei d, “, der zweiten Tneilung als fest und lässt 
die Punkte c, c alle Lagen durchlaufend sich bewegen, also cde..., cde... 
beschreiben, so müssen ihre entsprechenden Orte zwei homographische 
Theilungen bilden. Und wenn nun in diesen beiden Theilungen einen Punkt 
c der zweiten als der ersten angehörig betrachtet, so wird dann c sein 
entsprechender in der zweiten sein; denn wegen der Involution der drei 
Segmente aa, bb’, cc’ ist das anharmonische Verhältniss der vier Punkte 
aj b a, c“ dem der vier a, % a, c gleich, d. h. dem Punkt cd, als der ersten 
Theilung angehörig betrachtet, entspricht in der zweiten der Punkt c. Und 
sobald diese Statthaftigkeit der Vertauschung eines Punktes mit seinem 
Homologen in zwei homographischen Theilungen derselben geraden Linie 
für ein einziges Paar entsprechender Punkte gilt, so ist sie für alle wahr 
und kann daher als ein Charakterzeichen der Involution angesehen wer- 
den. Denn wenn die vorher gebrauchte allgemeine Gleichung durch die 
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Voraussetzung, dass jetzt für die beiden Theilungen der nämlichen 
geraden Linie nur ein fester Anfangspunkt a statt der beiden a und b 
genommen werde, in 

am. am +1.am+u.am +v—0 
übergeht, so muss diese Gleichung, wenn sie die Vertauschung von am 
mit am auch nur einmal gestatten soll, durch die Erfüllung der Bedin- 
gung A= p zu 

am. om ＋ 1 (am + am) + v=0 
werden; nun enthält sie am und am in ganz gleicher Weise und diess 
schon zeigt die allgemeine Gültigkeit der Vertauschung. 

Aber sie geht auch aus der Natur der Involution hervor. Seien 
a,b,c drei Punkte der ersten, a, ö, C die entsprechenden der zweiten Thei- 
lung, und habe c, als der zweiten Theilung angehörig betrachtet, € zum 
entsprechenden Punkt in der ersten, so muss auch a’ der Punkt der er- 
sten Theilung sein, der dem a, als Punkt der zweiten Theilung betrach- 
tet, entspricht; denn die Punkte a,b,c,c der ersten Theilung haben nach 
der Vorsetzung zu entsprechenden in der zweiten die Punkte 4, 0, C, c; 
folglich sind die drei Paare von conjugirten Punkten aa’, bb’, cc’ in In- 
volution und also haben die zwei Reihen von Punkten aa be und d'ab č 
gleiches anharmonisches Verhältniss, d. h. der Punkt a, als der zweiten 
Theilung angehörig betrachtet, hat zum homologen Punkt in der ersten 
den Punkt a’; und in gleicher Weise würde sich die Vertauschbarkeit 
für jedes andere Paar entsprechender Punkte beweisen lassen. 

Eben diese Vertauschungsfähigkeit aber ist der Coincidenzpunkt der 
hier gegebenen allgemeinen Betrachtungen mit den Voraussetzungen der 
su beweisenden gegenwärtigen Auffassung im zweiten Satze. Denn be- 
zeichnet man die zwei Punkte der einen Punktreihe, die dem einen 
Punkte in der andern entsprechen, mit m, m’, so kann man wie bei der 
Entwieklung des vorigen Satzes die Lage dieser Punkte durch die An- 
gabe ihrer Segmente von zwei Anfangspunkten aus bestimmen. Dann 
müssen nach dem bereits bewiesenen ersten Satze die Reihen der Punkte 
m, m” mit einander homographisch sein, da jedem Punkte m nur ein 
Punkt m” und umgekehrt entspricht. Was aber diesen Fall von der 
blossen einfachen Homographie unterscheidet, ist eben diess, dass dem 
einen Punkte m ganz in gleicher Weise die beiden Punkte m, m ent- 
sprechen, dass also jedem dieser Punkte, mag man ihn als der ersten 
oder zweiten Theilung angehörig denken, immer derselbe homologe Punkt 
zugehört. Daher ist diese Homographie eine Involution. 

Hiernach ist hier nur noch hinzuzufügen, was man unter dem an- 
harmonischen Entsprechen einer Reihe involutorischer Segmente mit einer 
Reihe von Punkten versteht. Wenn man als den Pol eines Punktes be- 
züglich eines Segmentes den conjugirt harmonischen Punkt desselben 
im Verhältniss zu den Endpunkten des Segments versteht, so hat man 
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diesen Satz: Wenn vier auf einer geraden Linie angenommene 
Segmente in Involution sind, so ist das anharmonische Ver- 
hältniss der Pole eines Punktes der Linie bezüglich dieser 
Segmente constant, welches anch der Punkt sei. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Consequenz des ersten Hauptsatzes; 
denn wenn man irgend zwei Punkte der geraden Linie denkt, und deren 
zweimal vier Pole in Bezug auf die gedachten Segmente bestimmt, so 
entsprechen sich diese ganz in der dort vorausgesetzten Weise und miis- 
sen sich daher anharmonisch entsprechen. Jenes anharmonische Verhält- 
niss der vier Pole wird, da es für dieselben involutorischen Segmente 
constant ist, das anharmonische Verhältniss der vier Segmente 
genannt. In dem speciellen Falle, dass der eine dieser beiden Punkte 
im Unendlichen liege, werden seine Pole in Bezug auf die vier Seg- 
mente die Mittelpunkte derselben und man kann daher sagen, dass das 
anharmonische Verhältniss von vier involutorischen Seg- 
menten dem ihrer vier Mittelpunkte gleich ist. 

Und nach dieser Erklärung ist nach dem ersten Satze kein Zweifel, 
dass das Entsprechen jener Punktreihe m und dieser Reihe involutori- 
scher Segmente m’, m” ein anharmonisches ist. 

Ebenso wie der erste Satz überträgt sich der jetzige auf eine Punkt- 
reihe und ein Strahlbüschel und auf zwei Strahlbtischel, und ist somit 
hierdurch vollständig bewiesen. | 

Einige Beispiele werden nun die grosse Tragweite dieser Sätze 
deutlich machen. | 

Zu Satz I. Man denke einen Kegelschnitt und zwei feste Tangen- 
ten an denselben; eine bewegliche Tangente dieses Kegelschnitts wird, 
dann auf jeder von diesen beiden eine Punktreihe beschreiben; in diesen 
Reihen entspricht jedem Punkt der ersten ein und nur ein Punkt der 
zweiten und umgekehrt. Demnach müssen beide Reihen homographisch 
sein, oder das anharmonische Verhältniss von irgend vier Punkten der 
ersten ist dem der vier entsprechenden Punkte der zweiten gleich, 

Und dem entsprechend denke man einen Kegelschnitt und darin 
zwei feste Punkte, lasse nun einen Punkt sich auf dem Kegelschnitt be- 
wegen und verbinde ihn in jeder seiner Lagen mit jenen beiden durch 
eine gerade Linie; man erhält zwei Strahlenbüschel, in denen jedem 
Strahl des einen ein und nur ein Strahl des andern entspricht und um- 
gekehrt, und dieselben müssen daher sich anharmonisch entsprechen, d. h. 
das anharmonische Verhältniss von irgend vier Strahlen des einen Bü- 
schels muss gleich sein dem anharmonischen Verhältniss der vier ent- 
sprechenden Strahlen des andern. — So ergeben sich also die anharmo- 
nischen Eigenschaften der Kegelschnitte unmittelbar und ohne Beweis 
aus der blossen Darlegung des Sachverhaltes und dem Satze I. Man 
erkennt erst die ganze Bedeutung dieser Ergebnisse, wenn man bedenkt, 
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dass alle die allgemeinsten Sätze über die Kegelschnitte aus ihnen ent- 
springen; so der berühmte Satz von Pascals mystischem Sechseck und 
sein reciproker, der Satz von Desargues über die Involution von sechs 
Punkten, der von Newton über die organische Beschreibung der Kegel- 
schnitte, der von Pappus über das Verhältniss der Perpendikel, die 
man von irgend einem Kegelschnittspunkte auf die Gegenseiten eines ilım 
eingeschriebenen Vierecks fällt, und der Satz von Carnot über die 
Segmente, die ein Kegelschnitt auf den Seiten eines Dreiecks in sei- 
ner Ebene bildet. 

Oder man denke sich eine Reihe von Curven dritter Ordnung, die 
alle durch dieselben neun Punkte a,b,c... gehen und ziehe in einem die- 
ser Punkte a die Tangenten dieser Curven 7,7, .... Wenn man nun 
zwischen zwei beliebigen anderen der neun Punkte die Sehne zieht, 
z. B. von b nach c, so schneidet dieselbe jede der Curven in einem drit- 
ten Punkte und man hat eine Punktreihe n, ni, n,.... auf ihr. (Die Gleich- 
heit des Index bei n und T bedeutet, dass jener Punkt und diese Tan- 
gente zur nämlichen Curve der Reihe gehören.) Jedem der Punkte n 
entspricht nur eine bestimmte Tangente T nnd umgekehrt jeder Tangente 
T nur ein bestimmter Punkt in der Reihe der n; es muss folglich dieses 
Entsprechen ein anharmonisches sein. M. Chasles machte diess Ergeb- 
niss zur Quelle interessanter Eigenschaften der Curven dritter Ordnung. 

Wenn man sich in einem andern der neun Bestimmungspunkte gleich- 
falls die Tangenten T, T}, T,... gezogen denkt, so müssen diese denen 
der ersten Schaar anharmoniseh entsprechen und die Folge davon ist, 
dass die entsprechenden Strahlen beider Tangentenbüschel sich auf einem 
Kegelschnitt durchschneiden. Man erkennt leicht, dass diese Eigenschaft 
nicht dem System der Curven dritter Ordnung allein eigen, sondern dass 
sie eine allgemeine Eigenschaft aller auf ähnliche Weise bestimmten 
Curvensysteme ist. 

M. Chasles hat in seinem „ Mémoire sur les surfaces du 2. degree‘ 
mehrere Sätze gegeben, die sich als unmittelbare Folgen des Satzes I 
herausstellen; z. B.: Vier an eine windschiefe Oberfläche durch die- 
selbe Erzeugende gelegte Tangentialebenen und ihre vier Berührungs- 
punkte in dieser Erzeugenden haben gleiches anharmonisches Verhältniss. 
Die Richtigkeit des Satzes ist klar, sobald man sich nur der Beziehung 
erinnert, in welcher das anharmonische Verhaltniss von Ebenen, die sich 
in derselben geraden Linie schneiden, zu dem von geraden Linien an 
einem Punkte oder Punkten auf einer geraden Linie steht. 

Ebenso: Vier Ebenen, die man willkürlich durch dieselbe Erzeugende 
einer windschiefen Oberfläche legt, haben vier Berührungspunkte auf 
dieser mit der Oberfläche und das anharmonische Verhältniss derselben ist 
dem der vier Punkte gleich, wo dieselben Ebenen zur Oberfläche normal sind. 

Ebenso: Wenn sich von vier geraden Linien jede an drei willkür- 
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lich im Raume liegende feste gerade Linien anlehnt, so ist das anhar- 
monische Verhältniss der auf einer von diesen drei geraden Linien ge- 
bildeten Punktreihe dem der entsprechenden Punktreihe auf jeder der 
beiden andern gleich. Und so ergiebt sich diese Haupteigenschaft des 
elliptischen einmanteligen Hyperboloids ohne alle Mühe: Vier Erzeugende 
derselben Art bestimmen auf jeder beliebigen Erzeugenden der andern Art 
vier Punkte, deren anharmonisches Verhältniss denselben constanten Werth 
hat, welches auch die Lage dieser Erzeugenden der zweiten Art sein mag. 

Um für spätere Entwickelungen vorzubereiten, komme ich noch ein- 
mal auf die Kegelschnitte zurück und zwar speciell auf solche, die dem 
nämlichen Viereck umschrieben sind. Ist ABCD das Viereck und sind 
S, &, S ... dergleichen umschriebene Kegelschnitte, so ist klar, dass jeder 
unter ihnen durch einen fünften Punkt vollkommen bestimmt ist. Zu 
dieser Bestimmung können die Punkte dienen, in denen eine durch 4 
gezogene gerade Linie 4 L die aufeinanderfolgenden Kegelschnitte schnei- 
det; sei aaa... diese Punktreihe. Wenn man eine zweite solche Trans- 
versale AL, zieht, so bestimmt sie in den respective entsprechenden Ke- 
gelschnitten die Punkte b, 5, 50. .; diese beiden Reihen aa’..., bb’... ent- 
sprechen einander in der Weise, dass jedem Punkt der einen ein und nur 
ein Punkt der andern entspricht und müssen daher homographisch sein. 

Lamé hat ferner bewiesen, dass die Polaren eines beliebigen Punk- 
tes in ihrer Ebene in Bezug auf die Kegelschnitte einer solchen Schaar 
alle durch einen festen Punkt hindurchgehen. Auch’ diess ergiebt sich 
mittelst des ersten Satzes durch eine blosse Darlegung der Verhältnisse. 
Denn denkt man sich die sämmtlichen Polaren und dieselben von zwei 
beliebigen Transversalen in den Punktreihen cc’c”..., ddd’... geschnitten 
(wobei der gleiche Index den Schnittpunkt mit derselben Polare be- 
zeichnet) so ist offenbar, dass jedem der beiden Kegelschnitte nur ein 
Punkt c in der ersten und nur ein Punkt d in der zweiten Transversale 
entspricht; auch umgekehrt entspricht jedem dieser Punkte nur ein Ke- 
gelschnitt und es folgt daraus, dass die Reihe der Punkte c mit der 
Reihe der Punkte d homographisch sein muss. Diese Eigenschaft kann 
aber nur dann für jede beliebige Transversale bestehen, wenn die 
sämmtlichen Polaren ein Strahlbüschel bilden, also durch einen festen 
Punkt gehen. Wenn man nun mit dieser Vorstellung des Polarenbtischels 
sich jener Punktreihe aaa”... erinnert, so erkennt man sofort, dass 
dieselbe mit dem Büschel homographisch sein muss und dass dalıer 
die Polarenbüschel aller möglichen Punkte in der Ebene der „Schaar 
von Kegelschnitten anharmonisch entsprechen*). (Speciell z. B. die 


*) Es bedarf wohl nur der einfachen Anmerkung, dass hier überall reciproke 
Betrachtungen betreffs der einem Viereck eingeschriebenen Schaar, von Kegelschnit- 
ten durchzuführen sind. 
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Tangentenbüschel in den vier Ecken des eingeschriebenen Vier- 
ecks.) — Von diesem Gesichtspunkte aus kann man, wie es Chas- 
les thut, von einem Büschel von Kegelschnitten reden, welches einem 
Büschel von geraden Linien oder einem zweiten Büschel von Kegel- 
schnitten anharmonisch entspricht. Das anharmonische Verhältniss von 
irgend vier Kegelschnitten eines solchen Btischels ist das ihrer vier Po- 
laren in Bezug auf irgend einen Punkt in ihrer Ebene, oder speciell das 
ihrer vier Tangenten in einer der Ecken des eingeschriebenen Vierecks. 
Ich habe die Absicht, in weiteren Mittheilungen die ungemeine Entwicke- 
lungsfühigkeit dieses Begriffs vom anharmonischen Entsprechen von Kea- 
gelschnitten an der Hand seines Erfinders darzulegen; die gegenwärtige 
Mittheilung steht im Ganzen, wie in diesem einzelnen Beispiele im eng- 
sten Zusammenhang mit dieser Absicht. 

Es bleibt mir übrig, II. Beispiele über den Satz von der Involution 
zu geben. 

Wenn man von jedem Punkte einer geraden Linie aus zwei Tan- 
genten an einen Kegelschnitt zieht, so begegnen dieselben einer festen 
Tangente immer in zwei Punkten; jedem Punkte jener geraden Linie ent- 
sprechen auf diese Weise zwei verschiedene Punkte in jener festen 
Tangente und jedem Punkte dieser festen Tangente nur ein Punkt in 
der gegebenen geraden Linie; demnach sind die Punktpaare in der 
festen Tangente in Involution und entsprechen den Punkten der geraden 
Linie anharmonisch. 

Wenn man von einem festen Punkte aus Transversalen nach einem 
gegebenen . Kegelschnitt und von einem beliebigen Punkte des Kegel- 
schnitts aus nach den Endpunkten jeder Sehne gerade Linien zieht, so 
hat man Paare von geraden Linien, die durch denselben Punkt gehen 
und den Transversalen so entsprechen, dass jedem Paar und jedem 
Strahl eines Paares eine und nur eine bestimmte Transversale, jeder 
Transversale aber ganz gleichmässig ein Paar von Strahlen entspricht; 
daher müssen jene Strahlenpaare ein involutorisches Büchel bilden, und 
dem Büschel der Transversalen anharmonisch entsprechen. Wenn man 
fragen wollte, warum jenes Centrum der Strahlenpaare ein Punkt des 
Kegelschnittes sein müsse, so ist zu antworten, dass einem Punkte 
ausserhalb des Kegelschnitts nicht eine bestimmte Transversale, sondern 
deren zwei entsprechen würden, und dass dann die im Satze II geforderte 
Art des Entsprechens eben nicht stattfinde. In ganz ähnlicher Weise 
beseitigen sich übrigens analoge Bedenken bei den früheren Bei- 
spielen. 

Denke man wieder eine Reihe von Kegelschnitten, welche durch 
vier Punkte hindurch gehen und lasse dieselben durch eine Transversale 
geschnitten werden, die durch einen der vier Punkte geht, aber über- 
diess durch eine beliebig gezogene. Auf jener bestimmen die Kegel- 
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schnitte eine Reihe von Punkten aaa“. ., auf dieser die Reihe von Punkt- 
paaren Bb, BD... . Dabei entsprechen jedem Punkte a der ersten Trans- 
versale ganz gleichmässig zwei Punkte B,b der zweiten, aber jedem 
Punkte in dieser nur ein Punkt der erstern. Es müssen daher jene Punkt- 
paare in Involution und mit jener Punktreihe in anharmonischem Verhältniss 
sein. Bekannt ist der Theil des Satzes, nach welchem jene Segmente in In- 
volution sind*), aber dass sie den Punkten o anharmonisch entsprechen, 
ist eine neue Vervollständigung des Satzes. Diese Vervollständigung ist 
fruchtbar, denn wenn man z. B. jeden Punkt o mit den entsprechenden 
Punkten B,b verbindet, so umhüllen darnach die sämmtliohen so bestimm- 
ten geraden Linien einen Kegelschnitt. Und wenn man in einer gera- 
den Linie eine Reihe von involutorischen Segmenten hat, und durch die 
drei festen Punkte a,b,c eine Reihe von Kegelschnitten legt, so dass jeder 
derselben überdiess durch die Endpunkte eines Segments jener Reihe 
geht, so gehen nun nothwendig alle diese Kegelschnitte durch einen be- 
stimmten vierten Punkt und entsprechen den Segmenten anharmonisch. 
Wenn jeder der Kegelschnitte durch die vier Punkte sich auf zwei ge- 
rade Linien reducirt, so liefert der Satz, dass die von denselben auf 
einer beliebigen Transversale gebildeten Segmente involutorisch sind, 
diesen bekannten Satz vom Viereck: Jede in der Ebene eines Vierecks 
gelegte Transversale begegnet seinen vier Gegenseiten und seinen beiden 
Diagonalen in Punkten, die in Involution sind; ein Satz, den man ge- 
wöhnlich zur Construction des sechsten Punktes einer Involution anwen- 
det und den man schon in des Pappus mathematischen Sammlungen 
findet, wenn auch in anderer Form. 

Wegen der vollkommenen Zusammengehörigkeit von Punktreihen 
und Strahlenbüscheln, also auch der von involutorischen Punktreihen 
und involutorischen Strahlenbüscheln gehen auch hier aus allen Sätzen 
correlative Sätze ohne Weiteres hervor; so zu dem Vorhergehenden vom 
Viereck, um nur ein Beispiel anzuführen, dieser: Die sechs Geraden, 


welche von einem beliebigen Punkte nach den vier Eckpunkten und den 


deiden Durchschnittspunkten der Gegenseiten eines Vierecks gezogen 
werden, bilden einen involutorischen Strahlbüschel. (Mit Hilfe dieses 
Satzes kann man bequem den sechsten Strahl einer Involution finden. 
So auch in den anderen vorgelegten Beispielen **). 

Ein interessantes Beispiel aus der Geometrie des Raumes bieten die 
Oberflächen 3. Ordnung dar. Man weiss, dass eine solche allgemein 27 ge- 
rade Linien enthält; jede Ebene, die man durch eine dieser geraden Linien 


*) Er enthält die Sätze von Des argues und Sturm. 
*) Weitere Beispiele von der Anwendbarkeit dieser Sätze kann man finden in 
dem sehr schätzbaren Buche: Mélanges de geometrie pure comprenant diverses Ap- 


plications des Théories exposées dans le traité de géometrie supérieure de M. Chasles; 


par Z. de Jonquières. Paris. Mallet. 1856. 
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legt, schneidet die Oberfläche ausser ihr in einem Kegelschnitt, und ist in 
den zwei Punkten, welche dieser mit der geraden Linie gemein hat, Tan- 
gentialebene der Oberfläche. Denkt man vier solche Ebenen durch dieselbe 
gerade Linie, so bestimmen dieselben durch ihre Berührungspunkte in die- 
ser vier Segmente, die in Involution sind und den vier Ebenen anharmonisch 
entsprechen. Man kann bemerken, dass die Doppelpunkte dieser Involution 
von der Art der parabolischen Punkte sind, für welche die Tangentialebenen 
der Oberfläche in zwei unendlich nahe benachbarten Punkten — die be- 
trachtete gerade Linie verbindet sie — zusammenfallen. 

Diess mag ausreichen, um von der Brauchbarkeit dieser Sätze eine 
Anschauung zu geben. Man versteht darnach, mit welchem Rechte 
ihr Erfinder Chasles ihnen den Titel Principien hat geben können“); 
sie sind allerdings durch ihre Allgemeinheit und den abstracten Cha- 
rakter, der ihnen eigen ist, ausserordentlich fruchtbare Wahrheiten; 
sie liefern unmittelbar und in einer Menge von Aufgaben einfache 
Beziehungen, die von dem anharmonischen Verhältniss abhängen und 
sich auf dem gewöhnlichen Wege gar nicht so leicht darbieten würden. 
Sie stellen sich in allen diesen Beziehungen dem Princip der Recipro- 
cität an die Seite, umfassen aber jenes in dem Bereich ihrer Anwend- 
barkeit, in Folge der Doppelnatur des anharmonischen Verhältnisses zu- 
gleich mit und zeichnen sich dadurch vor ihm aus, dass sie nicht schon 
bekannte Wahrheiten durch Entwicklung der Correlata vervielfältigen, 
sondern im Angriff neuer Aufgaben sich fruchtbar erweisen. 

Während solche Principien, deren Haupteigenschaft die ist, dass 
durch sie sehr verschiedene Aufgaben auf denselben Ausdruck zuriick- 
geführt werden, in der Analysis und Mechanik mehrfach vorhanden sind, 
fehlen sie eigentlich in der Geometrie, deren Untersuchungen fast stets 
einen concreten Charakter haben. Als ein Princip in diesem Sinne hat 
man meiner Ansicht nach die Vereinigung dieser Sätze allerdings zu 
betrachten. 

Hiernach nur noch eine kurze Bemerkung. Von einem andern Ge- 
sichtspunkte aus erscheint die gegebene Form dieser Sätze als eine noth- 
wendige erst jetzt erfüllte Forderung. Bekanntlich ist die Gleichheit der 
anharmonischen Verhältnisse die allgemeine Eigenschaft aller in der Ver- 
wandtschaft der Collineation stehenden geometrischen Figuren; erst in der 
hier vorgelegten einfachen Form ist diese Charakteristik auf denselben 
Grad von Anwendbarkeit und Einfachheit gebracht, welcher gefordert 
zu werden scheint von der grundlegenden Definition dieser Verwandt- 
schaft: Zwei Systeme sind einander collinearverwandt, wenn jedem 
Punkte des einen ein Punkt des andern so entspricht, dass die entsprechen- 
den Punkte des zweiten Systems zu denen einer geraden Linie des er- 
sten stets wieder eine gerade Linie bilden. 


*) In dem citirten Mémoire. 
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II. 


Die geometrischen Gesetze der Ortsveränderung starrer 
Systeme. 
Von K. KöpPpER, 


Lehrer a. d. Gewerbschule zu Trier. 


Die Entdeckung der Gesetze, welche bei der Ortsveränderung star- 
rer Systeme, insofern man dieselbe als unabhängig von physischen Ur- 
sachen betrachtet, obwalten, ist eine schöne Frucht jener allgemeinen 
Methoden mathematischer Forschung, deren Einführung in die Wissen- 
schaft den Geometern unserer Zeit vorbehalten war: Obwohl nun diese 
Gesetze eine ergiebige Quelle mathematischer Wahrheiten sind, und die 
Auffassung sowie die richtige Anwendung derselben keinen erheblichen 
Schwierigkeiten unterliegt, so wurde doch bisher weder ihre Bedeutung 
stark genug betont, noch ihre Begründung und Entwickelung so klar 
und vollständig gegeben, wie es bei einem in hohem Grade einfachen 
Gegenstande wünschenswerth erscheinen sollte. 

Folgenden hierher gehörigen merkwürdigen Satz hat zuerst Euler 
mit Hülfe einer geometrischen Construktion bewiesen: 

„Wenn zwei congruente feste Körper“) einen Punkt ge- 
mein haben, so gibt es immer, welches auch die Stellung 
der beiden Körper im Raume sein mag, eine durch jenen 
Punkt gehende Gerade, welche gegen beide Körper einer- 
lei Lage hat, so dass durch Drehung um diese Gerade der 
eine Körper mit dem andern zur Deckung gebracht werden 
kann.“ Es liegt sehr nahe, diesen Satz dadurch zu generalisiren, dass 
man die beschränkende Bedingung eines gemeinschaftlichen Punktes auf- 
hebt, und höchst wahrscheinlich leuchtete unserem grossen Mathematiker 
diese Generalisation sofort ein; indess hat sowohl er, wie auch sein be- 
rühmter Nachfolger Lagrange, es unterlassen, das allgemeine Prinzip, 
welches aus ihren analytischen Formeln leicht herauszulesen ist, in Bezug 
auf Folgerungen für die Geometrie und Mechanik auszubeuten. 

Im Jahre 1830 veröffentlichte der um die Geometrie hochverdiente 
französische Mathematiker Chasles in dem Bulletin des Sciences von 
Férussac einen kleinen Aufsatz, in welchem er einige allgemeine Eigen- 
schaften des Systems zweier ähnlichen Körper, die irgendwie im Raume 


*) Allgemeiner ist der Ausdruck starres System, weil er diskontinuirliche 
Verbindungen von Punkten, deren Begonneitige Abstände unveränderlich sind, mit 
umfasst, 
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gelegen sind, mittheilt, und diese sodann für die Annahme zweier con- 
gruenten Systeme folgendermassen spezialisirt: „Wenn man im Raum 
zwei congruente Körper in beliebiger Lage hat, so gibt es 
immer eine unendliche Gerade, welche, wenn man sie als 
dem einen Körper angehörig betrachtet, selbst ihre Homo- 
loge im andern Körper ist. Woraus man sogleich diese 
allgemeine Eigenschaft der Ortsveränderung eines festen 
Körpers folgert: Wenn ein fester Körper irgend eine end- 
liche Ortsveränderung erfährt, so gibt es in diesem Körper 
stets eine gewisse unendliche Gerade, welche nach der 
Veränderung sich wieder an derselben Stelle befinden wird, 
wie vorher. Wenn man den zweiten Körper (d. h. den Kör- 
per in seiner zweiten Lage genommen) um diese Gerade 
dreht, so gelangt er in ähnliche Lage zu dem ersten, und 
wenn man ihn dann weiter in der Richtung dieser Geraden 
fortschiebt, so kommt er zur Deckung mit dem ersten Kör- 
per; dies beweist, dass man immer einen festen Körper aus 
einer Lage in eine beliebige andere durch die Bewegung 
einer Schraube, an welcher er befestigt ist, überführen 
kann.“ 

Die Geschichte der Mathematik und Naturwissenschaft bestätigt fast 
auf allen Seiten die bemerkenswerthe Thatsache, dass Wahrheiten von 
allgemeiner Natur nur in seltenen Fällen auf dem direkten Wege erreicht 
werden, welchen man später als den geeignetsten zu ihrer Deduktion 
einschlägt. Indem Chasles die Relationen der Lage, welche zwischen 
zwei projektivischen, oder wie er sie nennt, homographischen Gebilden 
stattfinden, zunächst dem besondern Fall zweier ähnlichen, sodann zweier 
congruenten Systeme anpasst, gelangt er zu einem Resultat, welches 
man unmittelbar und ohne Mühe erhalten hätte, wäre man auf der von 
Euler vorgezeichneten Spur fortgeschritten. Natürlicherweise verbleibt 
damit der Herleitung Chasles’ immerhin der eigenthümliche Vorzug, 
einen Zusammenhang mit weiteren geometrischen Gesetzen zu offenbaren, 
der umgekehrt nur auf künstliche Weise wieder hergestellt werden kann. 
Chasles selbst zeigte in seinem bekannten Werke: Apercu historique ete. 
wie man sich seines Theorems zur Construktion der Normalen bei einer 
grossen Anzahl von Curven bedienen kann; er wies nach, dass die 
besondere Tangentenmethode, mit deren Hülfe Descartes und Pascal 
das berühmte Problem über die Cykloide lösten, unter diese Anwendun- 
gen zu rechnen sei. Seitdem haben es verschiedene Schriftsteller bei 
schwierigen Fragen aus der reinen Mechanik mit grossem Nutzen ge- 
braucht. So benutzte Poinsot dasselbe in seinem classischen Werke 
über die Rotation, um der Vorstellungskraft ein deutliches Bild von der 
allgemeinen Bewegung eines Körpers zu liefern; Olinde Rodrigues 
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leitete daraus den analytischen Ausdruck der endlichen, oder unendlich 
kleinen Coordinaten -Variationen in einem beweglichen starren System, 
sowie die Bedingungen der Unbeweglichkeit eines solchen Systems ab. 
Auch die Maschinenkunde hat diesem Prinzip einige schätzbare Resultate 
zu verdanken, zum Beispiel die scharfsinnig erdachte Methode zur Con- 
struktion von Zahnformen mittels Kreisbogen, welche der Professor Wil- 
lis in den Transactions of the institution of civil engeneers bekannt machte; 
ein solches wäre ferner die bedeutende Vereinfachung, welche sich für 
geometrische Theorie correspondirender Zahnflächen ergeben würde, wollte 
man ihr dies Prinzip zu Grunde legen. Und bei dem heutigen Stand- 
punkt dieses Zweigs unserer Kenntnisse ist es für den Ingenieur und 
Maschinenbauer geradezu unerlässlich geworden, sich mit dem in Rede 
stehenden Grundwahrheiten möglichst vertraut zu machen. 

Weil ihm aber die gewöhnlichen Handbücher hiezu keine Gelegen- 
heit bieten, so dürfte eine Arbeit nicht überflüssig sein, die es unter- 
nimmt, diese Wahrheiten dem allgemeinen Verständniss, insbesondere 
dem Verständniss des Technikers näher zu bringen. Die letztere Rück- 
sicht bestimmte mich denn auch, eine Methode der Herleitung zu wäh- 
len, welche in Bezug auf mathematische Vorkenntnisse nur geringe An- 
forderungen an den Leser stellt, und solche Uebungen beizufügen, welche 
den eigentlichen Sinn der Sätze zum Bewusstsein bringen können. Da- 
bei lag es nicht in meiner Absicht, die Anwendungen mit derselben 
Ausführlichkeit wie die Hauptsache zu behandeln; der Beschränktheit 
des Raumes wegen musste es überdiess zuweilen bei blosen Andeutungen 
sein Bewenden haben. 

Gelänge es mir, meine Leser soweit anzuregen, dass sie sich aufge- 
fordert fühlten, einige Lücken auszufüllen und Unvollständiges zu ergän- 
zen, so wäre das Ziel, das ich mir bei Abfassung dieser Arbeit vorge- 
setzt habe, erreicht. 


§ 1. Ortsveränderung eines ebenen Systems S in seiner Ebene. 


Um die Beziehungen zwischen zwei beliebigen Lagen, die ein ebe- 
nes System in seiner Ebene einnimmt, zu ermitteln, stelle ich mir einen 
Kreis (Taf. I, Fig. 1.) vor, welcher zu dem System gehört und in dessen 
erster Lage mit dem um A mit dem Radius AP beschriebenen Kreise, in der 
zweiten Lage mit dem um 4 mit demselben Radius beschriebenen Kreise 
zusammenfällt. Jede Bewegung des ebenen Systems der Art, dass der 
Kreis (4) mit (4) zur Deckung kommt und dass ausserdem irgend ein 
Punkt P des Kreises (4) mit dem ihm entsprechenden (homologen) P 
zusammenfällt, kann dazu dienen, S aus der ersten Lage in die zweite 
überzuführen. Natürlich ist es nun, dass man dem S einmal eine parallele 
Verschiebung gleich 44 ertheilt und dasselbe hierauf um den Punkt 4 
so lange dreht, bis der Punkt P an die ihm angewiesene Stelle P 
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gelangt. Die hiezu erforderliche Drehung sei durch den Winkel 29 gemes- 
en. Errichtet man nun auf 44, in A und A die Normalen AC, AC, 
md macht! PAC DAC = y, so sind nothwendig P,P’ zwei homo- 
loge Punkte. Zieht man PA, PA und verlängert diese Geraden bis zu 
ihrem Durchschnitt 0, so wird OP — OP’, | POP’ = 29, und es ist evi- 
dent, dass das System S aus der ersten Lage in die zweite 
gebracht werden kann, indem man ihm um den Punkt 0 eine 
Drehung ertheilt, deren Amplitude 29 ist. Oder: Wenn auf 
irgend eine Weise die zweite Lage aus der ersten abgelei- 
tet wird, so gibt es in S einen bestimmten Punkt 0, welcher 
an seinen ursprünglichen Ort zurückkehrt, d. h. eine ge- 
schlossene Linie beschreibt. 

Zur Uebung. Die Natur der von 0 beschriebenen Curve hängt 
allein von dem durchaus willkührlichen Modus der Herleitung der einen 
Lage aus der andern ab. Behält man die Mittelpunkte 4,4 einmal bei, 
und bestimmt den Radius x der zugehörigen Kreise, so dass (04 + x) 29 
=?x.x, so kann man den Kreis (4) über dem Bogen PP’ fortrollen 
lassen, bis er mit (4) zusammenfällt, dann werden auch die Punkte P, P 
sich decken. Alle Punkte des Systems (4 allein ausgenommen) beschrei- 
ben Cykloidenbögen, O durchläuft die Schleife einer Da Einiges 
Interesse bietet folgende Modifikation dar: 

Aus 4,4 beschreibe man mit 40 — 40 zwei Kreise (Taf. I, Fig. 2.), 
welche sich ferner in M schneiden mögen. Aus M beschreibe man mit 
einem Radius — 2 MA einen Kreis, welcher jene in O, R berührt, und 
lasse nun den Kreis A über dem Bogen QA rollen. Ist dann A nach 
4 gekommen, so befindet sich auch das System S in seiner zweiten 
Lage; denn zieht man die Geraden 40, 40, so sind P,P zwei ho- 
mologe Punkte, und es ist bekannt, dass beim Rollen des Kreises (A) 
über dem Bogen QR der Punkt O das gerade Stück OV hin und her 
durchläuft, dass P auf der Geraden PMP bleibt, und demnach, wenn 4 
nach 4 gelangt, mit P zusammenliegt. Bei dieser Bewegung be- 
schreibt also O eine geschlossene krumme Linie, alle auf 
dem Kreise (4) liegende Punkte beschreiben geradlinige 
Bahnen, welche mit der Bahn von O sich im Punkte M schnei- 
den; die übrigen Punkte von S beschreiben Bögen von El. 
lipsen, deren Mittelpunkt M, und für welche entweder die 
Summe der Halbaxen oder die Differenz dem Durchmesser 
von (4) gleich ist, je nachdem diese Punkte innerhalb oder 
ausserhalb des Kreises (4) liegen. 

Die nämliche Bewegung nimmt S auch an, wenn man zwei Punkte 
(Taf. I, Fig. 3.), welche mit 0 nicht in einer Geraden liegen, auf gera- 
dem Wege in ihre neuen Lagen führt. Denn man sieht leicht, dass, 
wenn P,Q die ersten, D.O die zweiten Lagen der beiden Punkte sind, 
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die Geraden PP, OO sich schneiden müssen, etwa in M. Um die Drei- 
ecke MPQ, MDO beschreibe man zwei Kreise, so sind diese von gleicher 
Grösse, und wegen der Congrueng von APQ, A PQ sind ihre Mittelpunkte 
A,A homologe Punkte. Beschreibt man nun noch aus M mit dem Ra- 
dius 2MA einen Kreis, und lässt (4) über diesem rollen, bis 4 und 4 
zusammenfallen, so werden sich auch die Punkte P,P decken; wir sind 
daher auf die vorige Art zurückgeführt. 

Die eben betrachteten gleichen Kreise haben noch eine andere Be- 
deutung: Auf jeder Geraden gibt es, wie man sofort erkennt, zwei 
homologe Punkte, und nicht mehr. Fragt man nach dem Ort der homo- 
logen Punkte, welche sich in einem Strahlenbüschel von gegebenen Mit- 
telpunkt M auf denselben Strahlen finden, so erhält man für diesen zwei 
gleiche, sich in M und dem Drehpunkt O unter dem Winkel 29 schnei- 
dende Kreise; die Punkte des einen entsprechen denen des andern und 
ihre Verbindungslinien enthalten den Punkt M. 

Wie aber auf jeder Geraden zwei sich entsprechende Punkte liegen, 
so gehen durch jeden Punkt zwei und nur zwei homologe Gerade. Der 
Ort für die den Punkten M einer gegebenen Geraden m zugehörigen 
Geradenpaare besteht aus zwei congruenten Parabeln, welche die Gerade m 
zur gemeinschaftlichen Tangente, den Drehpunkt O zum . 
lichen Brennpunkt haben. 

Wählt man als den Ort des Punktes M einen Kreis, so umhüllen 
die Paare homologer Geraden zwei diesen Kreis doppelt berührende 
Kegelschnitte, welche 0 zum Brennpunkt haben und durch eine Drehung 
von der Amplitude 29 um 0 zur Deckung gebracht werden können. 
Diese Kegelschnitte sind beide entweder Ellipsen oder Hyperbeln, je 
nachdem der Drehpunkt 0 von dem Ortskreise M umschlossen wird 
oder nicht. 

Verbindet man die Punkte P, O einer Geraden mit ihren homologen 
P', O', und beachtet, dass die Dreiecke OPP, 000 ähnlich sind, so sieht 
man, dass die Geraden PP, 00° zusammen mit PQ, PO eine Parabel 
umhüllen, deren Brennpunkt O ist. — Verbindet man die Punkte eines 
Kreises mit ihren homologen, so folgt in analoger Weise, dass die Ver- 
bindungslinien einen Kegelschnitt (Ellipse oder Hyperbel) umhüllen, wel- 
cher von den beiden zugeordneten Kreisen doppelt berührt wird. 

Anmerkung. Wenn die beiden Lagen von S einander unendlich 
nahe liegen (benachbarte sind), so gilt Alles, was wir aufgestellt haben, 
wenn nur berücksichtigt wird, dass an die Stelle der Verbindungslinie 
zweier homologen Punkte das Wegelement eines Punktes, und an die 
Stelle des Durchschnittspunktes zweier homologen Geraden der Berüh- 
rungspunkt der in Bewegung befindlichen Geraden mit der von ihr um- 
hiiliten Curve tritt. 
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§. 2. Ortsveränderung eines räumlichen Systems S mit einem absolut 
festen Punkt. 


Wir betrachten zwei Lagen (Taf. I, Fig. 4.) von S, welche das Ge- 
meinsame haben, dass ein zu S gehöriger Punkt O in beiden Lagen die- 
selbe Stelle einnimmt, und wollen beweisen, dass die eine Lage 
aus der andern mittels einer einfachen Drehung von Sum 
eine dureh O gehende Axe abgeleitet werden kann. Bei die- 
sem Beweise verfahre ich ebenso wie vorher; ich suche einem mit S fest 
verbundenen Kreise eine solche Bewegung zu ertheilen, dass er aus seiner 
ersten Lage in die zweite gelangt. Um den festen Punkt 0 als Mittel- 
punkt denke ich eine Kugel beschrieben und auf dieser sei ein Kreis, 
dessen Mittelpunkt A und dessen Radius AP ist, so zu bewegen, dass 
zein Mittelpunkt 4 nach 4 und noch irgend einer seiner Punkte P nach 
P kommt. Offenbar wird dies erreicht, wenn man den Kreis zuerst um 
eine im Punkte 0 auf der Ebene 044 normale Axe dreht bis 4 mit 4 
zusammenfällt und zu dieser Drehung noch eine andere um 04 als Axe 
hinzufügt, durch welche P nach P’ geführt wird. Seien nun 40, AC 
die Bögen zweier grössten Kreise, deren Ebenen auf 404 normal sind, 
2p der Winkel, um welchen man das System noch zu drehen hat, wenn 
bereits OA mit OA zusammenliegt, so mache man die sphärischen Win- 
kel PAC, PAC jeden gleich y, und verlängere die Bögen PA, PA bis 
zu ihrem Durchschnitt 0. Dann ist O'P = OP, und es ist klar, dass 
der Kreis (4) durch eine Drehung um die Axe 00 zur Coincidenz mit 
(4) gebracht werden kann, wobei denn auch die Punkte P, P, also über- 
haupt irgend zwei homologe Punkte der Kreise sich decken. Die Am- 
plitude der nöthigen Drehung ist der sphärische Winkel 404 = 2g. 
Demnach haben wir erreicht, dass durch eine einzige Drehung um die 
Axe 00 alle Punkte des gedachten Kreises aus ihrer ersten Lage in 
die zweite übergeführt werden, und es geht aus der Unveränderlichkeit 
der gegenseitigen Abstände aller Punkte von S hervor, dass dasselbe von 
jedem Punkte gilt. Bewegt sich ein starres System in der 
Weise, dass einer seiner Punkte endlich wieder seine ur- 
sprüngliche Lage annimmt, so kann man eine durch diesen 
Punkt gehende Gerade angeben, welche in ihre frühere 
Lage zurückkehrt, d. h. welche eine geschlossene Fläche 
beschreibt. Oder: Es lässt sich das System in eine Schaar ebener 
Systeme zerlegen (normal auf der Drehaxe), welche, wenn sie ihre 
ursprünglichen Ebenen auch verlassen, doch wieder in dieselben zurück- 
kehren, und stets ist die eine Lage aus der andern so abzuleiten, dass 
jene ebenen Systeme in ihren Ebenen verbleiben. In jeder dieser Ebenen 
gibt es einen zurtickkehrenden Punkt 0’, und alle diese Punkte liegen 
auf der Drehaxe. Weil die Verbindungslinien homologer Punkte in einer 
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bestimmten Stellung (normal zur Drehaxe) sich befinden, so liegen alle 
solche Punkte, deren Verbindungslinien durch einen beliebigen Punkt M 
gehen, in einer Ebene und in dieser besteht ihr Ort aus zwei gleichen 
Kreisen, welche durch M und 0° gehen und sich unter dem Winkel 29 
schneiden. 

Verbindet man die Punkte einer Geraden G mit ihren homologen, so 
erfüllen diese Verbindungslinien ein hyperbolisches Paraboloid, welches 
zu einer Ebene wird, wenn 6 die Drehaxe schneidet, oder damit parallel, 
oder darauf normal ist. 

Fassen wir zwei benachbarte Lagen in's Auge, so ſolgt, dass die 
Bahnelemente aller Punkte einer Geraden, die sich unend- 
lich wenig um eine andere dreht, in einem hyperbolischen 
Paraboloid liegen; oder: Errichtet man auf den Ebenen eines Ebe- 
nenbüschels in den Punkten, in welchen sie von irgend einer Geraden 
getroffen werden, Normalen, so erzeugen diese ein hyperbolisches Para- 
boloid. 

Zur Construction der Drehaxe bedarf es nur der Angabe zweier 
Punkte P,Q des Systems und ihre homologen P, 0; nämlich die beiden 
Ebenen, welche in den Mitten von PP’ und QQ beziehlich auf diesen 
Geraden normal sind, schneiden sich in der Drehaxe. 


§. 3. Ortsveränderung, bei welcher kein Punkt des Systems S seine 
anfängliche Stelle im Raume wieder einnimmt. 


Vermöge einer derartigen Ortsveränderung sei ein Punkt 4 nach 4 
gekommen, so wird man die zweite Lage aus der ersten dadurch ablei- 
ten, dass man dem S eine parallele Verschiebung ertheilt, welche 4 
nach A bringt und dasselbe weiter um eine gewisse, durch 4’ gehende 
Axe AX eine Drehung von bestimmter Amplitude 29 ausführen lässt. 
Stellen wir uns nun alle Punkte von S auf dem Parallel-Strahlenbündel 
vor, dessen Richtung durch 44 angegeben ist, so begreift man, dass 
unter diesen Strahlen einer sein muss, der durch die Drehung in die 
nämliche Gerade geführt wird, in welcher er sich ursprünglich befand. 
Denn eine auf AX normale Ebene £ hat in der ersten Lage des Strah- 
lenbündels S mit demselben ein ebenes System Æ gemein, welches in 
der zweiten Lage Z” in einer mit E parallelen Ebene E liegt, so dass 
der Parallel-Strahlenbündel es jetzt auf E als ein mit 2 congruentes 
System projizirt. Da aber zwei congruente ebene Systeme immer einen 
Punkt gemein haben, so gibt es auch in der zweiten Lage einen Strahl c, 
welcher durch denselben Punkt von Z geht, den er in der ersten Lage 
traf, d. h. der nach vollzogener Drehung wieder in die Lage kommt, 
welche er vor der Verschiebung inne hatte. Wenn daher keine 
Ableitung der beiden Lagen denkbar ist, bei welcher ein 
Punkt eine geschlossene Linie durchläuft, so kann man 
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unter allen Umständen eine Gerade angeben, die eine 
geschlossene Fläche beschreibt; die Punktenreihe aber, 
welche ursprünglich in jener Geraden lag, befindet sich in 
der zweiten Lage darin um eine gewisse Strecke verscho- 
ben. Diese Strecke ist nichts anderes als die rechtwinklige Projektion 
von 44 auf die Richtung von AX oder c; oder auch, wenn B, B zwei 
beliebige homologe Punkte sind, die Projektion von BB’ auf jene Rich- 
tung. Man kann also das System aus einer Lage in jede an- 
dere überführen, indem man dasselbe einer gewissen Rich- 
tung parallel verschiebt, und es hierauf um eine Gerade, 
welche dieser Richtung angehört, dreht; diese Gerade 
heisst Centralaxe (wir bezeichnen sie mit c). Wir fanden c parallel 
der besondern zum Punkte 4 gehörigen Axe AE, und es könnte schei- 
nen, als wenn ihre Richtung von der Wahl des Punktes 4 abhinge. Dem 
ist jedoch nicht so, wie folgendermassen erhellt. B gehöre zu dem auf AX 
normal gedachten ebenen System 3, P also zu Z. Weil die Verschie- 
bung BB’ das System normal gegen sich selbst um dieselbe Grösse ent- 
fernt, wie die Verschiebung 44, so gelangt 2 durch jene in dieselbe 
Ebene E, wie durch diese. Soll es mithin nach vollzogener Drehung 
um eine durch B gerichtete Axe BY noch in der Ebene Z’ sich befin- 
den, wie es ja in der That sein muss, so muss auch die Axe BY auf K 
normal, d. i. der Centralaxe parallel sein. — Ferner seien C, C die 
Punkte von c, welche den Systemen Z, Z angehören, so kann man die 
Verschiebung BB als zusammengesetzt betrachten aus einem mit CC 
gleichen und parallelen Stück BB”, und der in E liegenden Strecke B; 
und der Punkt C kommt durch die Verschiebung BB’ in eine Lage C“ 
der Art, dass CC gleich und parallel BB ist. Bewirkt man daher die 
Ortsveränderung von S durch die Verschiebung CC’, und die nachfolgende 
Drehung um c, so muss durch diese letztere B” nach P geführt werden; 
bewirkt man sie durch die Verschiebung BZ’, welcher eine Drehung um 
BY folgt, so muss vermöge dieser Drehung C” nach ( gelangen: 
Woraus man schliesst, dass für alle möglichen Axen die Drehung 
sowohl der Grösse wie dem Sinne nach die nämliche ist, 
wie für die Centralaxe. Das eben entwickelte Theorem, welches 
das Fundament der geometrischen Theorie der Bewegung bildet, lautet 
vollständig: 

Die Hinüberleitung eines starren Systems aus einer 
Lage in irgend eine andere lässt sich auf unzählige Arten 
mit Hülfe einer parallelen Verschiebung und einer darauf 
folgenden Drehung, oder auch umgekehrt, erreichen. Da- 
bei ist die Drehaxe durch die beiden Lagen allein der 
Richtung nach bestimmt; die entsprechende Verschiebung 
hängt aber davon ab, durch welche Punkte des Systems 
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die Drehaxe geht. Sie ist der Grösse und Richtung nach 
durch die Verbindungslinie eines solchen Punktesmit sei- 
nem homologen gegeben; die Drehung ist, was ihren Sinn 
und ihre Amplitude betrifft, durchaus constant. Unter den 
unendlich vielen möglichen Drehaxen befindet sich eine, 
die Centralaxe, für welche die zugehörige Verschiebung 
mit ihr selbst parallel und von allen denkbaren die kleinste 
ist; sie stellt die Axe einer Schraubenbewegung dar, mit- 
tels welcher die beabsichtigte Orts veränderung hervorge- 
bracht werden kann. 

Zur Construktion der Centralaxe c dient eine Verallgemeinerung der 
am Ende von §. 2 vorgebrachten Bemerkung. Zwei homologe Punkte B, B- 
liegen auf einem Umdrehungscylinder, dessen Axe c ist; folglich ist die 
Mitte M von BB’ derjenige Punkt dieser Linie, welcher am nächsten bei c 
liegt“). Zieht man daher durch M eine Gerade, normal auf e so wird 
diese auch auf BB normal sein, oder zieht man durch M einn Gerade c 
parallel zu c (oder BY) und errichtet in c auf der Ebene, welche € und 
BB’ enthält, eine Ebene rechtwinklig, so geht diese durch c. Somit ge- 
nügen bei gegebener Richtung von c zwei Punkte und ihre homologen 
um c zu finden. 

Von den Eigenschaften homologer Punkte wollen wir nur eine be- 
weise, welche uns in sehr verschiedenen Transformationen wieder ent- 
gegentreten wird, nämlich: Die Verbindungslinien der Punkte 
einer Geraden mit ihren homologen bilden ein hyperboli 
sches Paraboloid. — Den Punkten P,Q einer Geraden mögen P, O 
als homologe entsprechen; durch PP’ denke man eine Ebene E paral- 
lel 00’, dann werden die Geraden PQ, DO gegen E gleich geneigt sein, 
denn DO PO, und die Abstände der Punkte O, O von der gedachten 
Ebene sind ebenfalls gleich. Ist daher R ein Punkt der Linie PQ, so 
muss sein homologer R, weil durch die Relation PRS PR bestimmt, 
eben so weit von E entfernt sein wie R, mithin ist RR’ mit E parallel. 


§. 4. Anwendungen. 


I. Benachbarte Lagen und Bewegung eines starren 
Systems. Jede unendlich kleine Bewegung eines ebenen Systems, bei 
welcher dasselbe seine Ebene nicht verlässt, fällt mit einer Drehung um 
einen bestimmten Punkt der Ebene zusammen; die Normalen der Bahn- 
elemente aller Punkte schneiden sich in diesem augenblicklichen 
Drehpunkt. Wenn das System fortfährt sich in seiner Ebene zu be- 


*) Um auf zwei windschiefen Geraden die Punkte des kleinsten Abstandes zu 
erhalten, beschreibe man um eine jede dieser Geraden als Axe einen Rotations- 
cylinder und halbire das Stück, welche diese Fläche auf der andern begrenzt. 
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wegen, und man verfolgt den Weg des jedesmaligen Drehpunktes, so 
bemerkt man eine, durch die Natur der Bewegung bestimmte Curve. 
Aber anstatt die absolute Stelle in’s Auge zu fassen, welche der Dreh- 
punkt einnimmt, kann man auch die Reihenfolge derjenigen Punkte des 
bewegten Systems betrachten, welche successive zu Drehpunkten werden, 
und als Ort für diese wird man eine gewisse Curve finden, welche an 
der Bewegung des Systems Theil nimmt. Betrachtet man die absolut 
feste, und die mit dem beweglichen System verbundene Curve als gege- 
ben, so erhält man die Bewegung des Systems auch dadurch, dass man 
die zweite Curve in gewissem Sinn auf der ersten rollen lässt und mit 
jener das System unveränderlich verbindet, 

Jede unendlich kleine Bewegung eines Systems um einen festen 
Punkt fällt mit einer Drehung um eine bestimmte durch diesen Punkt 
gehende Axe zusammen; die Normalebenen für die Bahnelemente aller 
Punkte schneiden sich in dieser Axe. Fährt das System fort, um jenen 
festen Punkt sich zu bewegen, so erhält man für den Ort der jedesmali- 
gen Drehaxe einen Kegel, welcher den festen Punkt zur Spitze hat und 
im Raume fest ist. Verfolgt man aber die Geraden des Systems, welche 
der Reibe nach mit den Drehaxen zusammenfallen, so bilden diese einen 
zweiten, mit dem System beweglichen Kegel. Die Bewegung des Systems 
erhält man nun auch dadurch, dass man den beweglichen Kegel in 
gewissem Sinne auf dem festen rollen lässt und mit jenem das System 
unveränderlich verbindet. 

Endlich, jede beliebige unendlich kleine Bewegung eines Systems 
kann betrachtet werden als zusammengesetzt aus einer Drehung um eine 
gewisse Gerade als Axe, und einer Verschiebung parallel zu dieser Axe. 
Die Bahnelemente aller Punkte gehören eylindrischen Spiralen an, welche 
gemeinsame Axe und gleiche Ganghöhe haben. Stellt man sich den Ort 
der Geraden vor, welche der Reihe nach Axen werden, einmal im abso- 
luten Raume, sodann im beweglichen System, so erhält man zwei Regel- 
flachen, wovon die eine über der andern rollt und zugleich gleitet. Denkt 
man sich diese beiden Flächen, sowie die Bewegung der einen gegeben, 
so hat man ein einfaches Mittel, die wirkliche Bewegung des Systems 
zu erzeugen, und z. B. für jeden Punkt Geschwindigkeit und Beschleuni- 
gung, wie auch die lebendige Kraft des Systems zu berechnen. 

II. Zusammenhang zweier Bewegungen. Unterliegt ein 
System nacheinander mehreren Rotationen und Verschiebungen, so han- 
delt es sich darum, für die definitive Deplacirung die Centralaxe, die 
zugehörige Drehung und Verschiebung anzugeben. Zur Lösung dieser 
Aufgabe richtet man sein Augenmerk darauf, die gerade Punktenreihe 
zu ermitteln, welche, nachdem sie alle Bewegungen, denen sie unter- 
worfen war, durchgemacht hat, schliesslich wieder in der Geraden sich 
befindet, in welcher sie anfangs war; und es kommt einzig und allein 
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darauf an, das Verlangte für zwei derartige Bewegungen zu leisten. Von 
unserer Betrachtung schliessen wir, als hinreichend bekannt, die Zusam- 
mensetzung von blossen Verschiebungen, und, als minder wichtig, den 
Fall von endlichen Ortsveränderungen aus, für den die allgemeine 
Methode zwar anwendbar bleibt, der sich aber wesentlich von dem unend- 
lich kleiner Bewegungen dadurch unterscheidet, dass bei jenem die Ord- 
nung, in welcher die Zusammensetzung vorgenommen wird, nicht, wie 
bei diesem, gleichgültig ist. Der für die Philosophie der Mathematik 
äusserst wichtige Umstand, dass bei der Zusammensetzung unendlich 
kleiner Bewegungen die Art der Aufeinanderfolge ohne Einfluss auf 
das Resultat bleibt, leitet uns aus dem Gebiet der Geometrie über in 
das der Mechanik, welche coexistirende unendlich kleine Bewegun- 
gen (die von gewissen zugleichbestehenden Ursachen, wenn diese einzeln 
thätig wären, hervorgebracht würden) zu einer Gesammtwirkung vereinigt; 
aber es ist der Beachtung wohl werth, dass die Uebereinstimmung 
zwischen den Gesetzen der geometrischen und mechani- 
schen Zusammensetzung von Bewegungen durch keinen 
Schluss a priori eingesehen werden kann, dass sie hier, 
wie überall ein eigentliches Naturgesetz, einen der Erfah- 
rung entlehnten oder ihr anticipirten Satz constituirt. 

III. Zusammensetzung einer Drehung dp um eine Axe a 
mit einer Verschiebung dv, deren Richtung einer Geraden 
G parallel ist, die mit a den Winkel w bildet. — Um die Axe a 
denke man einen Umdrehungs-Cylinder, dessen Normalschnitt den Ra- 
dius e hat, beschrieben, und an diesem zwei Berührungsebenen parallel 
zu GC gelegt. Bei der Drehung bleiben die Berührungsseiten in diesen 
Ebenen, und auch noch bei der Verschiebung; eine der gedachten Seiten 
bewegt sich vermöge der Drehung um od in einem der Verschiebungs- 
componente dv sin œ gerade entgegengesetzten Sinn; die Grösse ihres 
definitiven Fortrückens ist folglich: d- dv sin œ, und wird Null, wenn 
o der Bedingung 0 dp = dv sin m gemäss angenommen wird. Um daher 
die Centralaxe zu erhalten, beschreibe man um die Axe a denjenigen 
Umdrehungs-Cylinder, dessen Punkten die Rotationsgeschwindigkeit dv sin œ 
zukommt, und lege in diesem je nach dem Sinn der Drehung eine Be- 
rührungsebene der Geraden G parallel; dann ist die Seite, in welcher 
die Berührung stattfindet, Centralaxe. Die Drehungsamplitude ist dg, 
die Verschiebung in der Richtung von c ist dv cos œ, denn die mit a 
zusammenfallende Punktenreihe des Systems wird durch diese Bewegung 
ebenso deplacirt, wie durch die ursprünglich gegebene. 

Wenn die Richtung von dv einen rechten Winkel mit a bildet, so 
findet man sofort durch Umkehrung die vielfach brauchbare Regel: 
Einer gegebenen Drehung dp um eine Axe c kann man eine 
gleiche Drehung um eine beliebige mit c parallele Axe a 
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substituiren, wenn man mit dieser noch eine normal gegen 
die Ebene beider Axen gerichtete Verschiebung verbindet, 
welche gerade hinreicht, um die durch die zweite Drehung 
aus ihrer Lage gebrachte Axe c wieder in dieselbe zurück- 
zuführen. 

Zur Uebung. Relative Bewegnng eines Systems S, welches mit 
einer der Grösse und Richtung nach unveränderlichen Geschwindigkeit 
v fortschreitet, gegen den mit constanter Winkelgeschwindigkeit ꝙ um 
eine feste Axe a rotirenden Raum R. Aufgabe ist, den Ort derjenigen 
Punkte des Raumes R zu charakterisiren, welche successive mit denen 
des Systems S zusammenfallen, der Vorstellung gleichsam die Spur zu 
zeigen, welche S in R zurücklässt. Hierzu benutzen wir den bekannten 
Grundsatz, wonach die relative Bewegung zweier Körper nicht gestört 
wird, wenn man beiden eine gemeinschaftliche Bewegung mittheilt. 
Fügen wir nun den vorhandenen Bewegungen eine Rotation hinzu, welche 
der des Raumes R geradezu entgegengesetzt ist und mit derselben Ge- 
schwindigkeit dp vor sich geht, so gelangt R für eine unendlich kurze 
Dauer di zur Ruhe, die relative Bewegung von S wird zu einer absolu- 
ten und diese ist in jedem dt zusammengesetzt aus der Drehung — de 
und der Verschiebung dv. Beide Bewegungen lassen sich nach dem 
Vorigen durch eine Drehung von gleicher Grösse und gleichem Sinn um 
eine mit a parallele Axe c und eine Verschiebung in der Richtung die- 
ser Axe ersetzen, und welchen Moment man auch zur Bestimmung von c 
wählen möge, c wird seine Lage im absoluten Raume nicht ändern; 
dahingegen wird die mit c zusammenfallende Punktenreihe des Raumes A, 
je nach dem gewählten Moment jedesmal eine andere sein. Denkt man 
sich nämlich im Raume R einen Umdrehungs-Cylinder o, welcher c 
zur Axe und a zur Seite hat, so wird nach jedem di eine neue Seite 
dieses Cylinders mit c zusammenfallen. Aehnlicherweise werden die Ge- 
raden des fortschreitenden Systems S, welche gleichzeitig mit jenen Cy- 
linderseiten sich in c befinden, in S eine Ebene E zum Ort haben, 
welche mit v parallel ist und den Cylinder ọ in der Seite c berührt. 

Stellen wir uns demnach vor, der Cylinder o sei mit dem Raume R 
fest, die Ebene E wälze sich über seiner Oberfläche, indem sie zugleich 
in der Richtung von c fortgleitet und S sei mit E unveränderlich ver- 
bunden, so nimmt das System eine Bewegung an, welche mit der zu 
suchenden relativen im Raume R identisch ist. Jede Gerade von S, 
welche a parallel ist, beschreibt eine cylindrische Fläche, deren Normal- 
schnitt eine gewöhnliche, gestreckte oder verkürzte Evolvente des Krei- 
ses ist, welcher den Normalschnitt von @ darstellt, zugleich verschieben 
sich die Punkte einer solchen Geraden in derselben um dv cos . Jede 
Gerade von S, welche in £ liegt, behält ihren kürzesten Abstand von 
der Cylinderaxe bei und berührt den Cylinder fortwährend in Punkten 


24 Die geometrischen Gesetze der Ortsveränderung etc. 


einer leicht zu bestimmenden Schraubenlinie; diese Schraubenlinie wird 
ein Kreis für alle Geraden, welche die Richtung v haben, deshalb be- 
schreiben die bezüglichen Geraden Rotationshyperboloide; die übrigen 
Geraden von S beschreiben im Allgemeinen windschiefe, bei einer be- 
sondern Lage jedoch auch abwickelbare Schraubenflächen. Die relative 
Trajektorie eines Punktes ist eine Art Spirale auf einem Kreisevolven- 
ten-Cylinder und kann auch als Durchschnitt eines solchen Cylinders 
mit einer abwickelbaren Schraubenfläche construirt werden. — Nimmt 
man die Richtung der Bewegung von S normal gegen die 
Axe aan, so erhält man die Basis für die Theorie der Kreis 
evolventen-Verzahn ung. 

IV. Zusammensetzung zweier Dreh ungen da, dv, um- 
parallele Axen m, n Um die Axen m, n denke man zwei Um- 
drehungs-Cylinder, welche sich in der Weise berühren, dass ihre zusam- 
menliegenden Seiten, indem sie den betreffenden Drehungen folgen, in 
entgegengesetztem Sinn auseinandertreten. Wenn nun die Radien o, 
der Normalschnitte beider Cylinder so gewählt sind, dass edu = dv, 
so wird die Berührungslinie, wenn sie nacheinander beide Drehungen 
vollzieht, wieder in ihre anfängliche Lage gelangen; sie ist mithin die 
Centralaxe c. Was die Amplitude der resultirenden Drehung betrifft, 
so sei diese dw; weil nun n durch Drehung um m ebenso deplacirt wer- 
den muss, wie durch Drehung um c, so ist entweder: 

(e Te) du = ed, oder + (-e) du = ed 
je nachdem e zwischen m und n liegt, oder über m, oder über n hinaus. 
Der Kürze wegen setzen wir im Folgenden stets voraus, dass die resul- 
tirende Drehaxe zwischen die gegebenen Axen falle, eine Voraussetzung, 
welche die Allgemeinheit unseres Verfahrens nicht beeinträchtigt. Man 
hat gleicherweise | 
(o To) dv=ody; daher 1) odge = o dv; und 2) dy du + dn 

Woraus folgt, dass die Centralaxe den Abstand der Axen m,n im umge- 
kehrten Verhältniss der Drehungs-Amplituden du, dv theilt; oder die 
Centralaxe hat die Richtung der Resultante zweier in m,n 
wirkenden Kräfte, von den Intensitäten da, dv; die zuge- 
hörige Drehung hat eine Amplitude, welche dieser Resul- 
tanten gleich ist. 

Zur Uebung. Die Bewegung eines ebenen Systems, von dem ein 
bestimmter Kreis (M, Radius oi auf einem absolut festen Kreise (N, Ra- 
dius ei rollt, fällt in jedem Moment mit einer Drehung um den Be- 
rührungspunkt beider Kreise zusammen; denn das gedachte System lässt 
sich immer aus einer Lage in die benachbarte durch zwei successive 
Drehungen beziehlich um die Punkte M,N überführen, und wenn du 


die Amplitude der ersten Drehung ist, so wird i die der zweiten 
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sein; der augenblickliche Drehpunkt C theilt demnach die Linie MN in 
dem Verhältniss e : 0 die resultirende Amplitude ist (1 + ai do, je 
nachdem der rollende Kreis sich ausser oder innerhalb des festen befindet. 
Das Bahnelement für irgend einen Punkt P wird PC (1 + ai do, und 
man sieht, dass die Rektifikation der von P beschriebenen Curve auf die 
Ermittelung des Integrals f PC dw hinausläuft. Ohne analytische Hülfs- | 


mittel in Anspruch zu nehmen, kann man sich über die Natur dieses 
Integrals auf folgende Weise Aufklärung verschaffen. Liegt der rollende 
Kreis in dem festen, und ist ọ = 10, so wird das Differenzial der 
von P beschriebenen Curve 1 PCdw, und da diese Linie bekanntlich 
entweder ein elliptischer Bogen (P ausserhalb des rollenden Kreises), 
oder eine gerade Linie (P im Umfang dieses Kreises) ist, so erbellt 
dass die Rektifikation der gestreckten und verkürzten Cy- 
kloiden aller Art durch ein elliptisches Integral zweiter 
Gattung, die der gewöhnlichen Cykloiden einfach durch 
eine Kreisfunktion bewerkstelligt wird. Auf diesem Wege 
kommt man am schnellsten zu den von Pascal herrührenden 
Sitzen über gleiche Ellipsen und Cykloidenbögen. 

V. Zusammensetzung zweier Drehungen du, dv um zwei 
Axen m, n welche sich in einem Punkte O schneiden. Um 
dise Axen denkt man zwei sich berührende Umdrehungskegel der Art, 
dass ihre beiden zusammenfallenden Seiten, indem sie den betreffenden 
Drehungen folgen, in entgegengesetztem Sinn sich bewegen. Wenn nun 
die Radien ọ,ọ zweier sich berührenden Kreisschnitte dieser Kegel so 
angenommen sind, dass edu = @ dv, so wird ihre Bertihrungslinie, wenn 
sie nacheinander beide Drehungen vollzogen hat, wieder in ihrer anfäng- 
lichen Lage sein. Diese Linie ist also Centralaxe. Die Amplitude dy 
der resultirenden Drehung kann danach bestimmt werden, dass ein be- 
liebiger Punkt M der Axe m durch diese Drehung in dieselbe Lage ge- 
langt, wie durch die Drehung dv um die Axe n, d. h. 

OM sin wo dy = OM sin adv, oder ON sin (c-) dy = ON sin «du. 

Auch hier stellt sich heraus, dass die Centralaxe mit der 
Resultanten zweier in mn wirkenden Kräfte du, dv zusam- 
menfällt, und dass die Amplitude der resultirenden 
Drehung dieselbe Grösse dy zum Maas hat, wie jene Re- 
sultante, 

In den mitgetheilten Sätzen tritt eine merkwürdige Analogie zwi- 
zehen der Zusammensetzung von Kräften und von Rotationen zu Tage. 
Da wir an einer andern Stelle Gelegenheit haben werden, darauf zurück- 
zukommen, so genüge hier die Bemerkung, dass Poinsot; indem er den 
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glücklichen Gedanken der Aequivalenz einer Verschiebung oder Trans- 
lation und eines sogenannten Drehungspaars „(d. i. zweier successiven, 
gleichen, aber entgegengesetzten Drehungen um parallele Axen) durch- 
führte, eine vollkommen gleichartige Behandlung der Statik und Dyna- 
mik ermöglichte und anbahnte. Es verdient hervorgehoben zu werden, 
dass die erwähnte Analogie keineswegs, wie man auf den ersten Blick 
vermuthen möchte, neben die Verschiebung die einfache Kraft, neben die 
Drehung das Kräftepaar stellt, dass sie im Gegentheil die Kraft der Ro- 
tation, das Kräftepaar (die Axe desselben) der Translation entsprechen lässt. 


Wir gehen auf die Zerlegung von Rotationen in andere, als eine 
durch das bisher Gesagte eigentlich schon erledigte Aufgabe, nicht näher 
ein, und wenden uns zu einer Untersuchung, welche die momentane Be- 
wegung eines Systems von einer neuen Seite zeigt, und uns gestatten 
wird, der Lehre von der Zusammensetzung von Bewegungen gegenüber 
einen höhern Standpunkt zu gewinnen. 


VI Von der Zusammensetzung zweier Drehungen dp 
dv, um windschiefe Axen m, n. 


1) Man ziehe die auf m und n normalstehende Gerade MN (Taf. I, 
Fig. 4.) (die Linie des kürzesten Abstandes), ihre Länge sei e. Durch 
den Punkt N ziehe man m || m, so lässt sich statt der um m erfolgenden 
Drehung du eine um die die Axe m erfolgende Drehung von gleicher 
Amplitude und gleichem Sinn substituiren, wenn nur zu dieser noch eine 
Verschiebung sich gesellt, die normal gegen die Ebene mm gerichtet ist 
und deren Maas: edu. Die beiden jetzt bestehenden Drehungen um m’ 
und n geben eine resultirende Drehung dy um eine gewisse, in der 
Ebene mm’ liegende und durch den Punkt N gehende Axe c. Bezeich- 
nen wir die Winkel mc, mn, d. h. welche von den Geraden me und 
m,n gebildet werden, mit œ, d so ist: 


: f dv sin a du sin a 
1) du sin œ == dv sin (a—w); 2) dy ea na) 


Aber die Drehung dw um c, vereinigt mit der Verschiebung edu führt auf 
eine Drehung dy um eine mit c parallele Axe c, combinirt mit einer 


zu c parallelen Verschiebung, deren Grösse: edu cos CG w) = edu sino. 


Daraus, dass die Richtung von edu einen rechten Winkel mit MN bildet, 
folgert man leicht, dass c die Linie MN in einem Punkte C treffen muss, 
der je nach dem Sinn von da entweder auf der Strecke MN, oder auf 
deren Verlängerung liegt, jedoch stets so, dass 

CNdy == edu cos w. 
Setzen wir CM == ọ, CN = ọ', so folgt: 
du sin m cos RN > o sin ( — a) 


| g dw=edu cos o, also * Aa SE SE 
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sin o cos (c ) lang o 


d 
Se ; daher: 3) o a Geo) CS 

2) Construktion der Centralaxe c. Die horizontale Projek- 
tionsebene (Fig. VII) sei durch MN normal auf m gelegt, die Vertikal- 
Ebene gehe durch m und sei mit n parallel; n“ n seien die Projektionen 
von n, durch die Gerade c” werde der Winkel PMO = a in zwei Theile 
w, . — m getheilt, deren Sinus in dem umgekehrten Verhältniss der Win- 
kelgeschwindigkeiten du, dv stehen; dann ist c die Vertikal-Projektion 
der Axe c. Ihre Horizontal-Projektion zu bestimmen, ziehe ich auf € 
eine beliebige Normale PRO, betrachte dieselbe als Vertikal-Projektion 
einer Geraden, welche sich an die Axen m,n in den Punkten P,Q an- 
lehnt, deren Horizontal-Projektion mithin MQ ist. Ich behaupte, dass 
die Linie PQ auch einen Punkt R mit der Axe c gemein hat; R', R- 
miissten dann die Projektionen von R sein und das Behauptete ist be- 
wiesen, wenn ich zeige, dass die Linie RC, die ich mit n parallel ziehe, 
die Horizontal- Projection von ce ist, Nach Gleichung 3) bedarf es nur 
des Nachweises, dass CN ae bac und die Figur zeigt sofort, dass 
diese Gleichung durch: FO ie 0 SC 
ist, mitbedingt wird. Hiermit ist unsere Aufgabe erledigt, zugleich er- 
sieht man, dass die zu Hülfe genommene Gerade PQ, da ihre Vertikal- 
Projection auf c” normal, c” aber mit c parallel ist, die Centralaxe in 
dem Punkte R unter rechtem Winkel schneidet: Die Geraden m,n,c 
gehören folglich zu der einen Schaar von Seiten eines hy- 
perbolischen Paraboloid’s, von welchem die Seiten der an- 
dern Schaar, wie PQ, mit c einen rechten Winkel bilden. 

3) Identität einer willkürlichen unendlich kleinen Be- 
wegung eines starren Systems mit zwei succesiveen Dre- 
hungen um windschiefe Axen (Fig. VIII). Wir setzen voraus, 
dass die gegebene Bewegung zurückgeführt sei auf eine Drehung dw 
um die Centralaxe c, und eine Verschiebung df, parallel dieser Axe. 
N sei ein heliebiger Punkt des Systems, die Linie NC sei normal auf 
der Centralaxe. Durch den Punkt N ziehen wir NW zu c parallel, so 
ist die vorliegende Bewegung zu ersetzen durch eine Drehung dy um 
die Axe Ny vereint mit einer Verschiebung, welche aus der gegebenen 
df und der vermöge der ursprünglichen Drehung erfolgenden Bewegung 
CNdy des Punktes N geometrisch zusammengesetzt ist. Diese Resul- 
tante (die Axe der Translation für N) sei NN. Nun zerlegen 
wir Ny’, das Maas von dw’, in zwei Componenten Ny = dv, Nu = dy, 
wovon die letztere normal auf der Ebene CNN, die erste beliebig, na- 
türlicherweise aber in der durch Ny und Ny gelegten, auf CN norma- 
len Ebene enthalten ist. Die Drehung Nu, verbunden mit der auf ihrer 


und: g=e— eg = e 


‚ welche in der That erfüllt 


28 Die geometrischen Gesetze der Ortsveränderung etc. 


Axe normalen Verschiebung NN’ führt auf eine Drehung du um eine 
mit Nu parallele Axe Mu, so dass endlich die gegebene Bewegung auf 
zwei Drellungen du, dv um die Axen Mp oder m, Nv oder n zurück- 
geführt ist. Diese Axen nennen wir Gegenaxen, die Punkte 
M,N, die Endpunkte des kleinsten Abstands zwischen ihnen, 
Gegenpunkte. 

Man bemerkt, dass eine solche Axe (wie Mu) mit der Translations- 
axe ihres Gegenpunktes (N) einen rechten Winkel bildet, und wenn da- 
her œ der Winkel ist, unter welchem My (oder Nu’) gegen die Axe 
c sich neigt, so ist dies derselbe, den NN mit der Bichtung von CNdy 
einschliesst; folglich: 

df 

CNay 1) 

œ hängt somit von der Lage des Punktes N, nicht aber von der Axe Nv 
ab; dieser letzteren gemäss bestimmt sich aber die Lage des Punktes M. 
Wenn Nv alle möglichen Lagen (normal auf CN) annimmt, so beschreibt 
gleichzeitig der Punkt M die unendlich verlängerte Gerade NC, die Axe 
Mu bleibt dabei in einer Ebene, welche mit c den Winkel œ bildet. 
Um bei einer besondern Lage von Nv, die dnrch den Winkel « bestimmt 
sei, welchen Nv, My bilden sollen, den Punkt M zu bestimmen, hat 
man: 


lang © == 


MN du = NN =y CN? dy'+df?; 


Also nach 1) MNdu = CNdy y 1 + tang oF ET 
$ d dy sin @ . 
Weil aber, in Folge der Zerlegung von dy, de Be 80 ist 
auch: 
MN ` sin a __tang œ + tang (ac) 
CN cos o sin (-- W) lang («—0) 
scare CM | tang (c w) _ df | 
mithin: CN. lang o N und: er N A 


Es genügt auf die bei der Constrnktion von c vorkommende Betrach- 
tung hinzuweisen, um den Satz aufstellen zu können, dass irgend zwei 
Gegenaxen m,n nebst der Centralaxe c einem hyperbolischen Paraboloid 
als Seiten angehören, in welchem die eine Schaar von Geraden auf c, 
die andere auf der Geraden NM, in welcher die kürzesten Abstände von 
m, c, n liegen, normal ist. 

4) Eigenschaften der Gegenaxen. Ehe wir diese Auseinan- 
dersetzung beginnen, müssen wir in Kürze des Falles Erwähnung thun, 
bei dem es sich um die Gegenaxe einer Geraden m handelt, welche die 
Centralaxe schneidet. Zunächst ist klar, dass, wenn der Winkel mc ein 
Rechter ist, von einer Zerlegung der Drc: es dy nach der Axe m nicht 
die Rede sein kann, also auch nicht von einer Gegenaxe; wenn ferner 
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derselbe Winkel = Null ist, oder ole, so gehört zu der Drehung dy 
um m noch eine parallele Verschiebung, die auch als eine Drehung um 
eine unendlich ferne Axe angesehen werden darf. Im Allgemeinen zer- 
lege man dy iu zwei Componenten, wovon die eine m zur Axe, die 
zweite eine auf c normale Axe hat. Diese letztere liefert in Verbindung 
mit der Verschiebung df eine Drehung um eine Axe n, welche einmal 
in einer im Durchschnittspunkt von m,c auf c normalstehenden Ebene, 
sodann in einer der Ebene mc parallelen Ebene liegen muss. Hiernach 
kehren wir zu den Gegenaxen m,n zurück, die wir in der vorigen Num- 
mer näher bestimmt haben. Die Punkte M, N, C, die Winkel a,o nehmen 
wir in derselben Bedeutung, wie dort, und bezeichnen der Kürze wegen 
die im Punkte N auf NC normale Ebene in der Folge stets mit N. 

Wir fanden, dass, wofern die Gerade n in der Ebene N bleibt und 
fortwährend den Punkt N enthält, ihre Gegenaxe m einen constanten 
Winkel œ mit c bildet, sonst aber ihre Lage dergestalt ändert, dass sie 
eine durch NC gehende Ebene beschreibt. Der Reihenfolge von Lagen, 
in denen die Geraden m,n Gegenaxen sind, entspricht eine Schaar von 
byperbolischen Paraboloiden, welche dieselbe (auf c normale) Richtebene, 
sowie zwei Seiten (c und die Gerade NC) gemein haben. Diese Pars- 
boloide können dazu dienen, um der Vorstellung die Anordnung der 
möglichen Gegenaxen zugängig zu machen, und wir werden zeigen, dass 
in einem solchen Paraboloid unendlieh viele Paare. von Ge 
genaxen liegen, dass für ein solches Paar dasRechteck aus 
den Entfernungen der beiden Axen von c, ebenso wie das 
Produkt aus den Tangenten der Winkel, welche sie mit c 
bilden, constant ist. 

In dem Paraboloid, welches c,m,n enthält, seien 2, zwei zur selben 
Schaar wie m,n gehörige Seiten, S,T seien die Punkte, in welchen sie 
die Gerade MN schneiden, e heisse der Winkel st, e der Winkel sc, 
dann ist 

CS ang 
CT” tang (a .) 

Wenn nun zwei Drehungen do, dr um s,f als Axen vorliegen, der- 
art, dass do: dt — sin (c —w ) : sin w, so wird die resultirende Central- 
axe mit c parallel werden. Damit zugleich die resultirende Drehung 
== dw werde, muss sein 


ds sin c SSC a p dr ein a F d 
sin (a -) — di, oder auc sin o = A EE ) 


und damit ferner die resultirende Axe mit c zusammenfalle, 
CTdy = STdo cos w ....4) 
Endlich damit die résultirenden Verschiebungen identisch seien, ist 
erforderlich: 
STdo sin w = edu in WG. . 5) 
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Die Gleichungen 4), 5) transformire ich durch Einführung von 
e= ẹ + e, und durch Benutzung der Proportion: @ + @ : @ = lang œ 
+ tang (e ): tang (a—w) = sin q: cos œ sin (x—w). Es entsteht: 


8 7 r sin Q 
e een, daher nach 4): 
7 e sin & 
eee, ET und weil 
| — us = : SCH tang @ 
dy: du = sina: sin (a — ), so folgt: CT =¢ tang d sise 6) 


Mit Hülfe der Gleichungen o: @ = tang o : lang (ah, CS:CT = 
== tang w : lung («—w) ergiebt sich: 

CR inng (a — oi D 
tang (a- 

Hiernach kann der Punkt 7, oder die Axe t willkürlich angenom- 
men werden, der Winkel w, den die Gegenaxe s mit c bildet, ist dann 
nach 6) bestimmt; und durch diesen Winkel hat man sogleich S; denn 
in dem betrachteten Paraboloid ist: 

CS: ọ = lang : tang w....8) 

Endlich folgt aus 7) und 8) die zur Bestimmung von Gegenaxen 
bequeme Beziehung: 

CS. CT oO, die erste der behaupteten Eigenschaften. 
Sie enthält nach 6) und 7) die zweite: 
lang œ tang (a = tang w tang (a -). 

b) Die Gleichungen 3), 4), 5) beziehen sich nicht blos auf Gegen- 
axen in einem bestimmten Paraboloid, sondern sie enthalten ganz allge- 
meine Eigenschaften dieser Linien. Wendet man nun auf 5) die Formeln: 

dt „„ Ay um o 
sin & sin a 
an, so kommt: STdo dt sin « edu dv sin . . . . 9) 

Denken wir uns auf den Axen 5,1 die Stücke do, dr abgeschnitten, 
und ein Tetraeder gebildet, welches zu gegenüberliegenden Seiten eben 
diese Stücke hat, so drückt die linke Seite der Gleichung 9) den sechs- 
fachen Inhalt dieses Tetraeders aus; ähnliches gilt für die rechte Seite 
in Bezug auf die Stücke du, dv in den Axen mn: Wie man auch 
die gegebenen Drehungen du, dv durch zwei andere ersetzen 
mag, stets bleibt das Tetraeder, welches die auf den Dreb- 
axen abgetragenen Maasse dieser Drehungen zugegenüber- 
liegenden Seiten hat, von unveränderlichem Inhalt. Dieser 
Satz ist das Analogon des bekannten Chasles’sehen Satzes über zwei 
einem Kräftesystem aequivalente Kräfte. 

c) Der Winkel e, den zwei in einem bestimmten der vorhin er- 
wähnten Paraboloide liegende Gegenaxen einschliessen, ndert sich im 
Allgemeinen von einem Paar zum andern, denn sonst würde die Gleichung 
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lang © + tang (a — 0) 
1 — lang w lang (a - ) 
lang © lang (a—w) auf einen bestimmten Werth von o führen, was offen- 
bar nicht möglich ist. Jedoch bildet eine Ausnahme der Fall, wo 


tang & — wegen der Constanz des Werthes von 


lang œ tang (c w) = oder a = 2 Erinnert man sich daran, dass, wäh- 


rend die Axe n sich in der Ebene N um den Punkt N drehte, ihre 
Gegenaxe m sich selbst parallel blieb, dabei mit der Translationsaxe NN 
einen rechten Winkel bildete, so gewahrt man, dass, wenn n mit dieser 
Translationsaxe zusammenfällt, und nur dann, ihre Gegenaxe m mit ihr 
einen rechten Winkel bildet. Stellen wir uns mithin das Paraboloid her, 
in welchen jetzt m, n, e Seiten sind, so sind in diesem irgend zwei Gegen- 
axen normal gegen einauder gerichtet und sie fallen zusammen mit den 
Translationsaxen ihrer der Centralaxe zunächst liegenden Punkte. In 
keinem der andern Paraboloide gibt es zwei unter rechtem Winkel ge- 
neigte Gegenaxen. 

Eigentlich versteht es sich von selbst, dass zwei Gegenaxen dadurch 
charakterisirt sind, dass die Wegelemente (Translationsaxen) der Punkte 
der einen normal gegen die andere gerichtet sind; weil aber der direkte 
Beweis dieser Eigenschaft sehr einfach ist, so fügen wir ihn hier 
noch bei. 

Nv ist die Axe n, NN’ die Translationsaxe von N, Nu’ mit m, Ny’ 
mit c parallel; diese verschiedenen Geraden liegen in der Ebene N und 
Winkel N Nw ist ein rechter. Nun ist das Wegelement des Punktes v 
die Resultante von NN’ und einer Drehung um die Axe NY, und die 
letztgenannte Componente ist normal gegen die Ebene No, d. h. pa- 
rallel der Geraden NC; folglich ist die in Rede stehende Resultante der 
Ebene CNN parallel, oder gehört einer auf Nu (m) normalen Stel- 
lung an. 

5) Hier ist der Ort, einige Sätze aufzustellen, welche mit gewissen, 
von Möbius in seiner Statik mitgetheilten die grösste Aehnlichkeit haben. 
Damit aber diese eigenthümliche Verwandtschaft zwischen dem Gegen- 
stande nach wesentlich verschiedenen Wahrheiten recht sichtbar hervor- 
trete, bediene ich mich der von Möbius gebrauchten Namen: 

Unter Nullebene des Punktes N soll die Ebene verstanden werden, 
welche in N normal auf der Trauslationsaxe NN von N ist. Dieselbe 
enthält nach Früherem die Gegenaxe einer jeden durch N gehenden auf 
NC normalen oder in N liegenden Geraden. N 

Nullpunkt einer Ebene E heisst derjenige Punkt von E, dessen 
Translationsaxe normal auf E ist. Diese Definition verlangt eine beson- 
dere Rechtfertigung. Wenn E die Centralaxe schneidet und zugleich anf 
ihr normal ist, so sieht man, dass der Punkt, in welchem sie die Cen- 
tralaxe trifft, ihr Nullpunkt ist; denn dieser und kein anderer ausser ihm 
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bewegt sich normal gegen E. Ferner, schneidet E die Centralaxe c in 
einem Punkte C, ohne auf c normal zu sein, so denke man durch C in 
E eine Normale auf c; die Translationsaxen der Punkte dieser Linie 
bilden ein hyperbolisches Paraboloid und neigen sich gegen E unter 
allen möglichen Winkeln, mithin ist eine und nur eine normal auf £; 
diese sei NN. Dass für keinen zweiten Punkt von E die Translations- 
axe mit NN’ parallel ist, folgt so: durch N ziehe man c le, so besteht 
die Bewegung aus einer Drehung dy um € und einer Verschiebung 
gleich und parallel VN’, also muss das Wegelement eines jeden Punktes 
von E, als zusammengesetzt aus NN’ und einem andern gegen c normal 
gerichteten Stück, von der Richtung NN abweichen. Wenn E der Cen- 
tralaxe parallel ist, so gibt es in ihr keinen Nullpunkt, denn die eine 
Componente des Wegelementes eines jeden ihrer Punkte ist mit c pa- 
rallel, fällt also in E. 

Erster Satz. Die Nullebene eines beliebigen Punktes O 
einer Ebene E geht durch den Nullpunkt N von E. 

Beweis. Das Wegelement des Punktes O ist die Resultante von 
NN und dem Kreiselement, welches 0 vermöge der Drehung um die 
durch N zu c parallel gedachte Axe c beschreibt. Da dieses letztere 
normal auf der durch € uud ON gehenden Ebene, NN’ aber auf E nor- 
mal ist, so muss jene Resultante auf ON normal sein, mithin muss die 
Nullebene von 0 die Gerade ON euthalten. 

Zweiter Satz. Die Nullpunkte aller Ebenen, welche 
einen Punkt N gemein haben, fallen in die SES E die- 
ses Punktes. 

Denn E muss, als Nullebene von N durch den Nullpunkt einer je- 
den Ebene gehen, in welcher N liegt. 

Dritter Satz. Die Nullebenen der Punkte einer Gera- 
den n schneiden sich in einer andern Geraden m, und diese 
ist die Gegenaxe jener. 

Beweis. E, E seien die Nullebenen zweier Punkte 0, O der Gera- 
den n, sie mögen sich in einer Geraden m schneiden; P, P“ seien zwei 
beliebige Punkte von m, ihre Nullebenen F, F“ müssen nach dem Vori- 
gen sowohl Q als 0” enthalten, weil jeder, der Punkte P, P' sowohl in 
E als auch in E liegt. Betrachtet man demnach n als Durchschnitts- 
linie von F’, F” so erhellt, dass die Nullebene eines jeden ihrer Punkte 
durch P und P”, also auch durch m gehen muss. 

Um zweitens zu erweisen, dass m;n Gegenaxen sind, stelle man 
sich das hyperbolische Paraboloid vor, welches die von den Punkten 
0,9" ete. der Geraden n auf die Centralaxe gefüllten Normalen OC, 
OC etc. enthält. In diesem Paraboloid liegt, wie wir wissen, die Ge- 
genaxen von n. Weil aber die Ebenen E, E etc. sich in einer Gera- 
den m schneiden, uud beziehlich durch die Geraden OC, OC etc. gehen, 
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so wird m auch von den zuletzt genannten Geraden getroffen; m ist daher 
eine Seite des gedachten Paraboloids. Nun sei N der der Centralaxe 
zunächstliegende Punkt von n, E seine Nullebene; E enthält bekanntlich 
die Gegenaxe von n, und da E auch die Gerade m enthält, so müsste, 
wenn m diese Gegenaxe nicht selbst wäre, die Ebene E drei Seiten 
unseres Paraboloids, nämlich NC, m, und die Gegenaxe von n aufneh- 
men, was unmöglich ist; somit fällt m mit der Gegenaxe von n zusam- 
men. W. z. b. w. i 

Ebenso beweist man das Reziproke: die Nullpunkte der Ebenen 
eines Ebenenbüschels, dessen Axe n ist, liegen in der Gegenaxe von n. 

Vierter Satz. Die Gegenaxen aller durch einen Punkt 
N gehenden Geraden befinden sich in der Nullebene Æ die- 
ses Punktes. Denn jede durch N gehende Gerade ist die Axe eines 
Büschels von Ebenen, deren Nullpunkte in der Gegenaxe dieser Geraden 
und auch in der Ebene E liegen. (Nach dem dritten und zweiten Satz). 

Umgekehrt: Die Gegenaxen aller Geraden einer Ebene E 
schneiden sich im Nullpunkt N dieser Ebene. Denn die Null- 
ebenen der Punkte einer solchen Geraden müssen durch deren Gegen- 
axe und zugleich durch N gehen. (Nach dem dritten und ersten Satz.) 

Die vorstehenden Sätze enthalten eine specielle Art dualer oder re- 
ziproker Beziehung zweier Raumsysteme aufeinander. Jedem Gebilde, 
insofern es als Ort eines Punktes angesehen wird, ist ein anderes, von 
einer durch diesen Punkt gehenden Ebene umhülltes Gebilde zugeordnet, 
und umgekehrt. Jeder von einer Geraden n beschriebenen Regelfläche 
entspricht eine andere, die von ihrer Gegenaxe m erzeugt wird; einem 
Kegel z. B. entspricht ein von einer Curve begrenztes Stück einer Ebene. 
Anstatt aber zu einer vorgegebenen Regelfläche die Reziproke aufzu- 
suchen, welches das gewöhnliche Verfahren ist, kann man auch irgend 
eine der Natur der Sache gemässe Abhängigkeit zwischen zwei rezipro- 
ken Elementen (Geraden) feststellen, und nach der Anordnung derselben 
in zwei sich entsprechenden Grundgebilden (Ebene nnd Strahlenbündel) 
fragen. Indem wir beispielsweise nur solche Gegenaxen berücksichtigen, 
welche einen rechten Winkel miteinander bilden, d. i., welche zugleich 
Translationsaxen für ihre der Centralaxe am nächsten gelegenen Punkte 
sind, werden wir zu Eigenschaften geführt, die wiederum eine phorono- 
mische Deutung zulassen; und so kommen wir zu dem Punkt zurück: 
von dem wir ausgegangen sind. 

Anordnung der Translationsaxen oder Tangenten für 
die Bahnen der Puukte eines eine willkürliche momentane 
Bewegung vollziehenden starren Systems: 

a) in einer Ebene E. 

In einer auf der Centralaxe c normalen Ebene giebt es keine Trans- 
lationsaxe, es müsste denn die Verschiebung df Null sein. In einer 
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mit c parallelen Ebene findet man alle darin enthaltenen Translations- 
axen so: um c beschreibe man einen Rotationscylinder, welcher Æ in 
einer Geraden g berührt, dann fallen die Translationsaxen der Punkte von g 
in E und sind, weil diese gleichweit von c abstehen, parallel. Für keinen an- 
dern Punkt von E kann die Translationsaxe in Æ fallen, denn beschreibt man 
durch einen solchen Punkt um cals Axe einen Rotationscylinder, so wird die- 
ser von der gedachten Translationsaxe berührt, welche daher E schneidet. 
Die Ebene möge endlich mit e den Punkt C gemein haben, N sei ihr Null- 
punkt, NN dessen Translationsaxe, also normal auf Z. Der Nullpunkt 
P einer jeden durch NN’ gehenden Ebene liegt in E, und da eine solche 
Ebene auf E normal ist, so liegt auch die Translationsaxe p von P in 
E Ausser diesen Axen p liegt keine in E denn wäre g eine solche für 
den Punkt Q, so müsste die Nullebene von O einmal durch N gehen, 
dann auch normal auf 9 oder auf E sein, mithin müsste sie NN’ enthal- 
ten, also unter den vorhin gedahten Ebenen vorkommen. Die Null- 
punkte P liegen nach Früherem auf der zu NN’ rechtwinkligen Gegen- 
axe MM (in E); verbinden wir daher N mit den Punkten P und er- 
richten auf NP in E Normalen, so sind diese die sämmtlichen in E vorkom- 
menden Translationsaxen: Sie umhüllen, wie man sieht, eine 
Parabel, deren Brennpunkt N, deren Scheiteltangente 
MM ist. 

Das erlangte Resultat gestattet noch eine andere Auslegung. Der 
Ort für diejenigen Punkte P eines starren Systems, welche bei dessen 
momentaner Bewegung in einer festen Ebene E verharren, ist in E eine 
gewisse Gerade MM; die übrigen Punkte treten aus £ heraus, ein ein- 
ziger darunter (N) normal gegen Æ Das ebene System, welches E ver- 
lässt, gelangt in eine benachbarte Lage und schneidet E in jener Gera- 
den MM; folglich berührt das ebene System die abwickelbare Fläche, 
welche es umhüllt, in MM’, oder MM ist seine charakteristische 
Linie. Es leuchtet ein, dass jede Translationsaxe und nur eine solche 
für eine durch sie hindurchgehende Ebene die charakteristische Linie 
darstellt, weshalb denn auch die ausschliesslich für Translationsaxen 
stattfindenden Sätze gültig bleiben, wenn man an deren Stelle die cha- 
rakteristischen Linien der zugehörigen Ebenen setzt. Bei dieser Umfor- 
mung lehren sie etwas wesentlich Neues, wie z. B. die charakteristi- 
schen Linien, welche sich gleichzeitig in einer gegebenen 
Ebene Z befinden, umhüllen darin eine Parabel, deren 
Brennpunkt der Nullpunkt von Z, deren Scheiteltangente 


die charakteristische Linie von E ist. 
b) In einem Strablenbündel, dessen Mittelpunkt N sei. 


Wir erinnern daran, dass aus der Construktion des Wegelementes 
NN eines Punktes N unmittelbar hervorgeht: erstens, eine vorliegende 
Gerade kann Translationsaxe nur für denjenigen ihrer Punkte sein, wel- 
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cher der Centralaxe zunächst liegt; zweitens, damit diese Gerade Trans- 
lationsaxe sei, muss zwischen dem Winkel œ, den sie mit c bildet, und 
ihrem kleinsten Abstand CN von c diese Abhängigkeit bestehen: 

df 
CNay 

Auch muss nach dem Bisherigen hinlänglich deutlich geworden sein, 
dass die erforderliche und hinreichende Bedingung, dass eine Gerade 
Translationsaxe ist, sich darin ausspricht, dass ihre Gegenaxe mit ihr 
einen rechten Winkel bildet. Wenn demnach Æ die Nullebene des Punktes 
N ist, so können sich in N nur solche Translationsaxen treffen, deren Gegen- 
axen mit den in Æ liegenden Translationsaxen zusammenfallen, und weil 
diese letzern nach dem Vorigen bekannt sind, so können sie uns dazu 
dienen, jene zu bestimmen. Die Kegelfläche, welche die durch N gehen- 
den Translationsaxen enthält, ist die Reciproke der eben in E gefunde- 
nen Parabel; aber wir wollen sie ohne Rücksicht auf diesen Zusammen- 
hang direkt aufsuchen. 

Durch N führen wir eine beliebige Ebene F (Fig. IX) der Central: 
axe c parallel, so gibt es in F eine einzige durch N gehende Transla- 
tionsaxe. Denn o sei der Abstand der Ebene F von c, o der Winkel, 
den eine in F liegende Translationsaxe mit e bildet, so ist {ang œ 


col © = 


d ; x 
= somit für F constant, oder die Translationsaxen in F sind pa- 
rallel; folglich befindet sich unter ihnen eine J, und nur diese, welche 
den Punkt N aufnimmt. Nennen wir A den Punkt von /, für welchen 7 Trans- 
lationsaxe ist, yA den kürzesten Abstand zwischen /,c, ferner den 
Winkel, den F mit der durch N und c gehenden Ebene einschliesst, 


so ist: 


o = CN sing, daher: 


N 
df 

Oder, wenn wir mit w den Winkel bezeichnen, den NN’ mit coder 
mit der zu c parallelen NC bildet: 

tang © == lang © sin y. 

Diese Gleichung charakterisirt den Ort, in welchem / liegt. Denken 
wir im Abstande 1 von N eine Ebene normal auf c, so werde diese von 
NN’ im Punkte V, von NC in C, von lin L geschnitten. 


lan @= 


Daher: NC = 1, = CN = lang w, CL. = lang o, LICN =~ — p. 


Gemäss unserer Gleichung folgt: CL = C'N cos LCN. 
Mithin ist VLC ein Rechter, und L hat einen Kreis zum Ort, 
dessen Durchmesser gleich CM ist, oder die Geraden / liegen auf einem 
Kegel, welcher diesen Kreis aus dem Punkte N projizirt. Dieser Kegel 


berührt die durch N und c gelegte Ebene in der Geraden NC, sein 
ge 
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Hauptschnitt ist das bei C rechtwinklige Dreieck NCN, die Ebene sei- 
nes zweiten Kreisschnitts ist auf NM normal, d. i. der Nullebene von N 
parallel: 

Die in einem Strahlenbündel (N) befindlichen Trans- 
lationsaxen erfüllen einen Kegel zweiten Grades, dessen 
Hauptschnitt die Ebene darstellt, welche die zum Punkte N 
gehörige Translations- und Rotations axe enthält, und des- 
sen beide Kreisschnitte auf je einer dieser Axen normal 
sind. 

Zum Schlusse beantworten wir noch die sich hier von selbst aufdrin- 
gnnde Frage (Fig. X) nach dem Orte der Punkte À, deren Translations- 
axen durch N gehen. Zunächst gewahrt man, dass diese Punkte auf 
einem Rotationscylinder liegen, dessen Schuitt mit einer durch NC recht- 
winklig gegen c geführten Ebene der über NC als Durchmesser beschrie- 
bene Kreis ist; denn legen wir durch c eine, auf die vorhin gedachte 
Ebene F normale Ebene, so muss A sich in der Durchschnittslinie dieser 
beiden Ebenen finden; der Ort für diese Durchschnittslinie ist aber of- 
fenbar der beschriebene Cylinder. Wenn wir weiter durch 51 eine 
Ebene normal auf e legen, welche NN’ im Punkte v, NC im Punkte y 


schwindet, so ist das Dreieck yAv dem CLN ähnlieh, daher L= 2 


Weil nun yA auf der Ebene F, also auch auf der Linie Ay’ normal 
ist, so liegen die Punkte y, A, in einer Geraden. Alle ebenso erhal- 
tenen Geraden erfüllen das hyperbolische Paraboloid, in welchem NN, c, 
und die Gegenaxe von NN Leitlinien sind, und so kann der Ort der 
Punkte A als Durchschnittscurve von je zweien der Fächen: 
Cylinder, Kegel, Paraboloid batrachtet werden. Seine Glei- 
chung ergibt sich sehr einfach als eine Beziehung zwischen dem Abstande 
z des Punktes A von der durch N rechtwinklich auf c gelegten Ebene 
und dem oben mit ꝙ bezeichneten Winkel. 

Es ist: CN cos ꝙ =; und 5 1 cot © =z, 

folglich: z = CN cos ꝙ cot o, und wegen tang œ = tang w sin ꝙ 

z = CN cos ꝙ col w, aber 244% , 


, df 
thin: z = — ‘ 
mithin: z dy col p 


Im Wesentlichen driickt folgender Satz das Ergebniss der letzten 
Untersuchung aus: Bei einer willkiirlichen momentanen Bewe- 
gung eines starren Systems bleiben dessen Punkte in ge- 
wissen Geraden { (ihren Translationsaxen), drehen sich 
seine ebenen Systeme um die nämlichen Geraden t (ihre 
charakteristischen Linien). Diejenigen Punkte, welche für 
eine unendlich kleine Dauer in derselben Ebene Z bleiben, 


Von K. Képrer. 37 


— ““ —[—ü] AP APPA PAPA PRR AL AL APA PAPAL AL AP APA L DL LO DL LOL L APPR AAPA ARADO PnP gy 


befinden sich in der charakteristischen Linie von E; die 
ihnen zugehörigen Geraden { berühren eine Parabel in E. 
Diejenigen Punkte, welche gleichzeitig auf einen bestimm- 
ten Punkt N sich hinbewegen, liegen in einer unendlichen, 
durch N gehenden gewundenen Curve; die ihnen zugehöri- 
gen Geraden t sind die Seiten eines Kegels vom zweiten 
Grade, der zu jener Parabel in reziproker Verwandtschaft 
steht. (Vergl. Chasles: Apercu historique.) 


III. 


Ueber den Zusammenhang der Witterungserscheinungen. 


Von Dr. F. DELLMANN in Kreuznach. 


Die Grundlage einer allgemeinen Theorie der meteorologischen Er- 
scheinungen ist zuerst von Dove in einem Aufsatze gegeben, welcher 
die Ueberschrift führt: „Ueber den Zusammenhang der Witterungser- 
scheinungen.“ Zuerst erschien dieser Aufsatz 1835 in den Königsberger 
Vorträgen, später erweitert in seinen meteorologischen Untersuchungen. 
Dove hat in dieser Abhandlung dargethan, dass sich bei der Witterung. 
Alles um die Wärme dreht, und zu diesem Satze werden die nachfol- 
genden Uebersichten und Erörterungen neue Belege liefern, namentlich 
durch Hervorhebung der beiden letzten Jahre der Beobachtungsreihe. 

Es war dem Verfasser, Mitglied des königl. preuss. meteorologischen 
Instituts, interessant, zu wissen, inwieweit der ausgesprochene Satz noch 
hervortrete bei einer kleinern Reihe von Beobachtungen und bei Beob- 
achtungen an einem und demselben Orte, da Dove ihn aufgestellt hat 
besonders im Hinblick auf die Witterung grösserer Erdstrecken. Zu dem 
Zwecke wurden vom Verfasser seine eignen mit guten Instrumenten ge- 
machten Beobachtungen einer sorgfältigen Berechnung unterworfen. 

Vorab sei bemerkt, dass in den nachfolgenden Angaben des Baro- 
meters und des Dunstdrucks die Zahlen französische Linien bezeichnen, 
und dass bei den Zahlen des Luftdrucks stets 330” zu addiren sind, 
wenn sie nicht Differenzen angeben; in diesem Falle bezeichnen sie 
wie auch beim Dunstdruck, Hundertstel von Linien. Die Wärmegrad, 
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sind Reaumur’sche, die Feuchtigkeit Procente des Maximums. Wind- 
stirke und Himmelsbedeckung werden bloss geschitzt, und erstere wird 
von 0 bis 4, letztere von 0 bis 10 gezählt. Bei den Zahlen der Luft- 
Elektricität ist die Einheit die Spannung eines Elementes einer offenen 
Zink-Kupfer- Säule. 4, B, C sollen der Reihe nach die Mittel der Beob- 
achtungen von Morgens 6 Uhr, Nachmittags 2 Uhr und Abends 10 Uhr 
bezeichnen. Die kleinen lateinischen Buchstaben sollen der Reihe nach 
die Mittel der Wärme, des Luftdrucks, Dunstdrucks, der Feuchtigkeit, 
Windstärke und Himmelsbedeckung angeben, und zwar die ungestrichel- 
ten die der Periode von 1851 bis 1858, die gestrichelten der Periode von 
1857 + 1858). Die beiden letzten Jahre in eine Periode zu vereinigen, 
zeigte sich beim Gange der Berechnung als zweckmässig; denn obgleich 
ihre mittlere Wärme beinahe einen Grad differirt, war doch der tägliche 
Gang ihrer Erscheinungen, somit auch der übrigen, sehr übereinstimmend. 
So ist z. B. die Differenz ihrer Wärme B — A = 50,385, und zwar hat hier 
sogar das Jahr 1858 die grössere von 5,44, wogegen dieselbe Differenz 
im Mittel der 6 ersten Jahre nur 40, 72 beträgt, und auch nur einmal, im 
warmen Jahre 1852, ein paar Hundertstel über 5° steigt. Ebenso ist 
C— A der Wärme von 1858 am grössten von allen 8 Jahren, und B—C 
steigt in den beiden letzten Jahren über 4°, aber in keinem der friihern, 
wo es im Mittel 30,57 ist. Wir werden sehen, dass diesen Anomalien 
im Gange der Wärme der beiden letzten Jahre fast überall entsprechende 
Abweichungen im Verlauf der übrigen Erscheinungen sich zeigen, und 
wenn ein Satz, wie der von Dove ausgesprochene, sich so in's Detail 
hinein verfolgen lässt, so erhält er dadurch eine nicht unwichtige Be- 
kräftigung. 

Es wird am zweckmässigsten sein, zuerst die Uebersichten folgen 
zu lassen, welche den Zusammenhang der Erscheinungen am deutlichsten 
vor Augen legen. Die Zahlen von 1—12 sollen die Monate Januar etc., 
die von 1—4 die Jahreszeiten Winter etc. bezeichnen. Zum Winter sind 
die Monate Januar, Februar und December gerechnet etc., wie es in 
der Meteorologie üblich ist. 


1. Uebersicht der Jahreszeiten beider Perioden. 


a a b b e dg d e e f f 
1. 0,89 0,51 3,56 5,10 188 1,80 83,5 84,0 0,85 0,58 7,31 6,88 
2. 6,77 7,11 2,75 2,45 2,54 2,53 68,5 67,4 0,78 0,82 5,85 5,68 
3. 14,58 15,64 3,28 3,46 464 4,47 69,1 61,8 0,74 0,76 5,11 3,94 
4. 7,53 7,78 3,41 377 3,23 3,40 80,3 804 0,62 0,44 6,26 5,62. 


*) Die Beobachtungen von 1859 habe ich noch nicht berechnen können. 
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2. Uebersicht der Tageszeiten beider Perioden. 
a b c d e f 
B—A A—B B—A A—B B—A B—A 
8jäbr. Per. 4,89 21 22 21,1 0,55 0,12 
2jähr. Per. 5,39 28 20 22,9 0,62 — 0,11. 
a b c d e f 
B—C B—C C—B B—C C—B B—C 
8jäbr. Per. 8,71 24 10 16,5 0,60 1,40 
2jähr. Per. 4,13 25 8 17,9 0,75 1,22. 
a b c d e f 
C—A A—C C— A A—C C—A A—C 
8jäbr. Per. 1,18 — 3 12 4,6 0,05 1,28 
2jähr. Per. 1,26 3 12 5,0 0,13 1,33. 
3. Uebersicht der Tageszeiten nach den Jahreszeiten beider Perioden. 
B—A 
a « b KN eg dd e f f 
A—B A- A—B A—B 
1. 2,53 2,95 9 15 18 22 99 12,6 0,23 042 —0,01 —0,33 
2. 6,05 6,24 27 28 14 12 26,6 283 0,73 0,70 0,28 0,41 
3. 6,25 7,11 29 41 15 — 4 28,0 30,3 0,83 0,83 0,45 0,64 
4. 4,72 5,24 21 30 40 50 19,2 198 0,55 0,55 — 0,23 — 1,19. 
B—C 
a a b b cd d C e D f 7 
C—B C—B C—B C—B 
1. 1,89 215 23 21 13 13 69 90 027 0,48 093 1,07 
2. 4,37 461 22 22 4 3 19,6 21,3 0,73 0,85 1,58 1,61 
3. 4,99 5,79 26 28 — 1 —9 22,9 240 087 1,05 1,73 1,45 
4. 3,59 3,95 24 26 22 27 159 169 0,53 0,62 1,85 0,75. 
A—C | 
a a’ b b ce € d d e e f f 
C—A C—A C—A C—A 
1. 064 080 — 14 —10,5 5 9 3,0 3,6 0,04 0,06 0,94 1,40 
2. 1,68 1,63 5 6 10 9 7,0 50 000 0,15 1,30 1,20 
3. 1,26 1,32 3 12 16 5 5,1 63 012 02 1,28 0,81 
4. 113 1,29 A 4 18 23 33 2,9 005 007 158 1,94. 


Die Umkehrung der Differenzen in den Ucbersichten 2 und 3 hat 
einen doppelten Zweck; einmal, die negativen Grössen zu vermeiden 
und dadurch die Uebersichtlichkeit zu befördern; dann aber auch, die 


Gesetzmässigkeit deutlicher hervortreten zu lassen. 


So findet man diese 


Umkehrung zwischen Wärme und Luftdruck, wodurch also ausgesprochen, 
dass mit der Erhöhung der Wärme eine Erniedrigung des Luftdrucks 
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verbunden ist, und umgekehrt, wie es nach physikalischen Gesetzen sein 
muss. Indess ist doch beinahe die Hälfte der Zahlen bei der Differenz 
A—C des Luftdrucks negativ, ein Beweis, dass während der Nacht auch 
mit dem Sinken des Thermometers ein Fallen des Barometers verbunden 
sein kann; denn wenn während der Nacht die Abkühlung so stark ist, 
dass ein Theil des in der Atmosphäre enthaltenen Wasserdampfs tropf- 
bar wird und niederfällt, so kann dieser Ausfall im Luftdruck leicht 
grösser werden, als die Zunahme, welche er durch die Abkühlung erhält. 


Zum Verständniss der Zahlen wird es kaum nöthig sein, noch etwas 
hinzuzufügen. Nur sei in Rücksicht auf die Jahreszeiten bemerkt, dass 
die Angaben Mittel für die einzelnen zu den betreffenden Jahreszeiten 
gehörigen Monate sind; also die Summe der drei Monate ist durch 3 
dividirt. 

Zur Hervorhebung der Gesetzmässigkeit und weiteren Ausführung 
des in den Uebersichten Ausgesprochenen möge noch die folgende Er- 
örterungen dienen. 


1. Wärme. 


Die Jahresmittel der Wärme unserer Breite sind bekanntlich noch 
wenig constant; je grösser die Breite, desto weniger constant sind sie. 
Das hiesige Wärmemittel ist nach den 8 Jahren 7 44; die Xussersten 
Schwankungen der Mittel der einzelnen Jahre um das 8jähr. Mittel sind 
— 09,78 und 0°81; Differenz der Extreme 1“, 59, also nach Dove’s Er- 
mittelungen noch etwa 1° zu klein. Das kälteste Jahr war 5, das 
wärmste 7. Den Verlauf der Wärme zeigen die in der 2ten und 3ten 
Uebersicht unter a und a stehenden Zahlen; durch Vergleichung der 
Zahlen unter a und a’ in der 3ten Uebersicht ergibt sich der Unterschied 
beider Perioden. Nur einmal finden wir unter a eine etwas kleinere 
Zahl als unter a, nämlich im Frühling bei der Differenz C— 4. 

Um die Eigenthümlichkeit Kreuznach’s im Wärmeverlaufe noch et- 
was näher kennen zu lernen, berechnete ich nach den vom königl. preuss. 
meteorolog. Institut herausgegebenen Tabellen für die Jahre 1848 — 1855 
die Differenz B— 4 von Crefeld. Hier wurde aber Morgens 7 Uhr und 
Nachmittags 1 Uhr und 3 Uhr beobachtet. Die Nachmittags-Grössen von 
1 Uhr und 3 Uhr stimmen dort fast überein, also sind sie auch wenig 
von denen um 2 Uhr verschieden. Die Morgen-Grössen von 7 Uhr sind 
im Winter von denen um 6 Uhr ebenfalls wenig verschieden; mehr aber 
jedenfalls im Sommer, wo nach Sonnenaufgang das Thermometer ziemlich 
schnell steigt; also ist die erhaltene Differenz etwas zu klein für den 
Sommer, aber nicht so viel, als es die nachfolgenden Zahlen angeben, da 
die Steigung des Thermometers nach Sonnenaufgang vorzugsweise nur 
die heitern Tage trifft und dieser in Crefeld nicht viele sind. 


l 
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Zur Vergleichung mögen beide Reihen hier stehen: 
B—A der Wärme. 


1 2 3 4 
Kreuznach 2,53 6,05 6,25 4,72 
Crefeld 2,06 4,32 4,52 3,73. 


Es spricht sich darin eine nicht unbedeutende Verschiedenheit der 
Klimate beider Städte aus; das Kreuznacher Klima ist ein wärmeres bei 
Tage und ein mehr continentales. | 

Sehen wir in der 3ten Uebersicht auf die Differenz C— A, so könnte 
es auffallen, dass im Frühlinge während der Nacht eine stärkere Ab- 
kühlung sich zeigt, als im Sommer; denn nach dem Abkühlungsgesetze 
kühlt sich der wärmere Körper in derselben Zeit stärker ab, Hier darf 
dann nicht vergessen werden, dass während des Sommers ein guter Theil 
der Erwärmung bis 6 Uhr das Morgenmittel erhöht, es also dem Abend- 
mittel nähert, und dass auch in der That die Abktihlungszeiten in beiden 
nicht gleich sind. Die übrigen Differenzen zeigen sich dem Abkühlungs- 
gesetze gemäss; ihre Verschiedenheiten in den verschiedenen Jahreszei- 
ten erklären sich aus der Berticksichtigung aller obwaltenden Ursachen. 


Was die Beständigkeit der Jahres- Wärme-Differenzen betrifft, so 
schwankt B—C in den acht einzelnen Jahren um 1°,02, B—A um 1“, 20, 
C— A um 00, 40; aber diese Schwankungen verhalten sich ungefähr, wie 
die Mittel der Differenzen selbst; denn das Sjährige Mittel von B— C 
ist 30,77, das von B— A 4°,89 und das von C—A 1°18. Fassen wir bloss 
die Jahreszeiten in’s Auge, so sind natürlich, weil wir kleinere Zeit- 
räume haben, die Schwankungen meist grösser; denn in 1 betragen sie 
von B—C zwar nur 0°,91, in 2 aber 20,06, in 3 nur 1“, 77, in 4: 10,25; 
die von B—A in 1: 10,32, in 2: 20,77; in 3: 19,99, in 4: 1,90; die 
von C—A in 1: 00,52, in 2: 10,01, in 3: 00,54, in 4: 00,88, und es fin- 
den sich die Extreme der letzten Herbst-Schwankung in den Jahren 
7 und 8, die doch sonst in so mancher Hinsicht übereinstimmen. Ver- 
gleicht man indess diese Schwankungen mit ihren Mitteln, welche in der 
3ten Uebersicht unter a stehen, so sieht man auch hier beinahe Propor- 
tionalität hervortreten. 

Die Jahre 7 und 8 zeigen ihre Abnormität, wie in der Einleitung 
ausgesprochen wurde, zuerst in den Jahres-Differenzen der Wärme. Die 
Abnormität tritt am stärksten beim Sommer disser Jahre hervor in Bezug 
auf die beiden ersten Differenzen, und beim Jahre 7 nur etwas bei der 
dritten, wogegen in den andern Jahreszeiten keine Abnormität bei dieser 
sich zeigt. B—C kommt in beiden Jahren im Sommer nahe an 6°, wo- 
gegen es in den meisten übrigen Jahren im Sommer unter 5° bleibt; 
B— 4 im Sommer des Jahres 7 nahe an 71 Grad, im Jahre 8 nahe an 7° 
wogegen es sonst meist unter 6° bleibt. 


42 Ueber den Zusammenhang der Witterungserscheinungen. 


Wollte man die Beständigkeit der Quotienten der bezeichneten 
Wärmegrössen untersuchen, so müsste man sie, da sie nur relative sind, 
zuerst in absolute verwandeln, d. h. vom absoluten Nullpunkte (274° 
unter dem Reaumür'schen Nullpunkte) an zählen. Auf den Differenz- 
B—A 
B—C 
Quotient zeigt sich sehr constant, da er in den 8 Jahresmitteln zu Kreus- 
nach nur um 0,06 schwankt. Auch für verschiedene Oerter und Jahres- 
zeiten ist er ziemlich constant; denn in Kreuznach ist er im Mittel 1,32, 
in Padua*) 1,32, in Leith*) 1,31, in Brüssel nach den Beobachtungen 
von 1846 und 1847: 1,32; in Kreuznach nach den Sjährigen Mitteln in 
1: 1,34, in 2: 1,38, in 3: 1,25, in 4: 1,31. 

Es versteht sich, dass auch in Rücksicht der Wärmeschwankungen 
der Sommer hier mehr das*Klima von geringerer, der Winter ein solches 
von höherer Breite hat. Die Differenzen der Wärme-Extreme der Jah- 
reszeiten in der 8jäbrigen Periode sind in 1: 5,58; in 2: 2,18; in 3: 1,99; 
in 4: 1,90. 


Quotienten kann diese Verwandlung keinen Einfluss haben. Dieser 


2. Luftdruck. 


Das 8jährige Mittel des Drucks der feuchten Luft ist hier 333 25; 
die Extreme des Jahresmittel sind 332“ 62 (3. Jahr) und 333“ 77 (8. Jahr); 
Schwankung also 1”,15. Die Gesetzmissigkeit im Jahreslaufe tritt nicht 
hervor, wenn wir die feuchte Luft in Betracht zichen; denn der Winter 
hat nach der 1. Uebersicht unter b und b zwar den höchsten Druck, 
aber der Frühling den geringsten. In Gegenden mehr continentalen 
Charakters, wie z. B. St. Louis am Missisippi, dessen Barometer Curve 
ich der Güte des Herrn Dr. Engelmann verdanke, ist das freilich 
anders; hier zeigt der Sommer den geringsten und der Winter den 
höchsten Druck. Bei uns sind der Winter, Herbst und Sommer, letzte- 
rer freilich nur 0/03 über dem Mittel, der Frühling aber 0“, 50 unter 
demselben. Die Gesetzmässigkeit tritt indess auch hier im Jahreslaufe 
bei der trockenen Luft hervor. Ihr Jahresmittel ist 330,18; 1 ist 1“,50, 
2 nur 0,03 drüber, der Herbst hat (fast wie bei der Wärme) genau das 
Mittel und der Sommer 1,54 weniger. Ganz entsprechend für alle 
4 Jahreszeiten zeigen sich die Wärmemittel (1: — 60,55; 2: — 00,67; 
3: 70,14; 4: 00, 09). 

Der Verlauf des Drucks der feuchten Luft im Tage ist der Wärme 
entsprechend. A— B ist in den Jahren 2—7 entweder 0/20 oder 0” 21, 
in 1 nur 0% 12; dagegen in 7 und 8 im Mittel 0“ 28; die beiden extremen 
Jahre zeigen sich also hier wieder, wie bei der Wärme, dem B — 4 


*) Nach Angabe in dem Lehrbuche der Meteorologie von Kü mtz. 
. Der Verfasser. 
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entsprechend. In den Jahreszeiten ist 4— B der Reihe nach, mit dem 
Winter beginnend, 0,09; 0“, 27; 0” 29; 0°21; C— B: 0/23; 0,22; 0% 26; 
0% 24; C—A: 0% 14; — 0˙% 044; —0”,03; 0% 3. Wie also das Wärme- 
mittel Nachmittags im Sommer am meisten über dem Morgenmittel steht 
und im Winter am wenigsten, so auch der gesammte Luftdruck, und 
ebenso stehen die beiden andern Jahreszeiten zwischen diesen. Man 
könnte noch fragen, warum C— B im Luftdruck so beständig ist, da in 
den 4 Jahreszeiten die grösste Schwankung im Frühjahr noch keine 
0% 2 vom Mittel abweicht, dagegen 4— B so bedeutende Schwankungen 
zeigt, indem der Sommer (0“, 29) mehr als das 3fache des Winters (0,09) 
beträgt. Die Erklärung liegt nicht fern. Die am Boden erwärmte Luft 
steigt auf, bringt also eine Bewegung in der Atmosphäre hervor; die am 
Boden Abends erkaltete aber bleibt liegen. Die Luftströmung hat zum 
Theil lokale, zum Theil generelle, d. h. mit der Erwärmung der ganzen 
Erde zusammenhängende Ursachen. Tag- und Nachtwinde gibt es nicht 
bloss an den Küsten, sondern überall. Nachmittags um 2 Uhr ist hier 
im Durchschnitt die Luftströmung beinahe so gross, wie Morgens und 
Abends zusammen. Diese täglichen regelmässigen Strömungen treten 
auch, wie es sein muss, im Sommer am meisten hervor, besonders wenn 
der Polarstrom herrscht, weil dieser schwächer ist, als der Aequatorial- 
strom, und den Himmel heiter erhält, also der Sonne eine stärkere Ein- 
wirkung gestattet. Es zeigt sich die lokale Einwirkung der Sonne be- 
sonders auch in dem Faktum, welches mein meteorologischer College, 
Herr Astronom Lichtenberger, und ich durchschnittlich bei heiterm 
Himmel beobachteten, dass die Windfahne in 24 Stunden eine ganze 
Umdrehung macht. Nach Sonnenuntergang geht die Windfahne Abends 
nach Osten, weil wir nach Westen Luſt abgeben müssen wegen des dort 
allmählig eintretenden aufsteigenden Luftstromes. Morgens vor Sonnen- 
aufgang findet diese Abgabe nach Osten Statt und die Windfabne geht 
nach Westen, bis sich denn allmählig nach Sonnenaufgang die normale 
Strömung aus NO wiederherstellt. 

»Zur Vergleichung mit Kreuznach habe ich B— 4 des Luftdrucks in 
Crefeld berechnet, wo derselbe weniger regelmässig zu sein scheint als 
hier. Die Differenzen der 8 genannten Jahre sind (nach der Bezeich- 
nung in den Uebersichten): 16, 18, 15, 13, 19, 18, 18, 16; und in den 
4 Jahreszeiten: in 1: 6,9; 2: 23,9; 3: 18, 2; 4: 17,7. 


3. Dunstdruck. 
Im Jahre geht mit der Wärme auch der Dunstdruck, der hier das 


Jahresmittel 3°07 hat; Abweichungen der Jahreszeiten: 1: — 1719; 
2: — 0,53; 3: 1,17; 4: 0,16; die Jahreszeiten, welche bei der Wärme 
unter dem Mittel bleiben, zeigen sich auch hier mit einer negativen Ab- 


weichung, und umgekehrt. Der Verlauf im Tage entspricht scheinbar 
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dieser Harmonie nicht, da B—A in den 4 Jahreszeiten ist: 1: 07,18; 
2: 0,14; 3: 0”,15; 4: 0”,40. Warum, kann man fragen, sind hier diese 
Differenzen in den 3 ersten Jahreszeiten fast dieselben, und warum über- 
wiegt der Herbst so bedeutend die andern? Was die erste Frage betrifft, 
so muss man bedenken, dass die Wasserdämpfe einen Theil des Luft- 
drucks bilden und dieser stets das Bestreben zeigt, das Gleichgewicht 
zu erhalten. Wenn nun die Summe, der Druck der feuchten Luft, im 
Allgemeinen dem Wärmegesetze entspricht, so kann der bei Weitem 
kleinere Summand, der Dunstdruck, in der wärmeren Jahreszeit um so 
weniger die Tagesperiode zeigen, als die Dämpfe zu der Zeit, wo ihr 
Druck stärker sein mtisste, vermöge des dann herrschenden aufsteigenden 
Luftstroms mit in die Höhe gehen und oben mit unsern Instrumenten 
(das trockene und befeuchtete Thermometer) nicht wahrgenommen wer- 
den können. Offenbar ist aus diesem Grunde der Dunstdruck im Herbste 
auch um so viel grösser, weil dann der .tägtich aufsteigende Luftstrom 
bedeutend nachgelassen. 
| Die grösste Beständigkeit beim Dunstdruck zeigt die Differenz C—M 
(M = Tagesmittel). Das Abendmittel übersteigt das Tagesmittel nur 
um 0”,01, und unter den 8 Jahren haben diese Differenz deren 6. Aber 
auch diese Beständigkeit geht nicht gleichmässig durch's Jahr, da sie im 
Winter — 0”,03, im Frühling 0”,02, im Sommer 0,06 und im Herbste 


(Lid 


— 0 ,01 ist. 


4. Feuchtigkeit. 


Der Gang der Feuchtigkeit ist im Allgemeinon, wie bekannt, dem 
der Wärme entgegengesetzt. Das Mittel aus den 8 Jahren ist hier 75,3; 
Extreme der 8 Jahresmittel: 72,1 (8. Jahr) und 77,7 (3. und 5. Jahr), 
also Schwankungen: — 3,2 und 2,4. Die Schwankungen der Jahreszeiten 
um das Jahresmittel betragen in 1: 8,2; 2: —6,7; 3: — 6,2; 4: 49. Der 
Frühling hat der beiden letzten trockenen Sommer ungeachtet noch im- 
mer die geringste unter den 4 Jahreszeiten; er ist also hier die beste 
Zeit zum Bauen und besonders zum Legen der Fussböden. Der Winter 
ist die feuchteste Jahreszeit, und der Uebergang aus dieser in die trockenste 
ist denn auch vielleicht der Grund von gewissen Krankheitserscheinun- 
gen; besonders mögen sich die Athmungsorgane dabei angegriffen fühlen, 
wenn sie leidend sind. Nach dem an die Spitze dieser Nummer gestell- 
ten Satze wird mit der Differenz der Wärmemittel auch die der Feuch- 
tigkeit steigen und fallen. A— B ist in 1: 9,9; in 2: 26,6; in 3: 28,0; in 
4: 19,2; 8jähriges Jahresmittel: 20,9, welches also wieder am nächsten mit 
dem Herbstmittel stimmt. C—B ist in 1: 6,9; in 2: 19,6; in 3: 22,9; in 
4: 15,9, und dies letztere von der Jahresdifferenz 16,4 wieder wenig ab- 
weichend. Die Extravaganz der beiden letzten Jahre zeigt sich bei die- 
sen Differenzen wieder, da sie unter allen die grössten sind; die Differenz 


Von Dr. F. DELLMANN. 45 


'4—C ist beim letzten Jahre die grösste von allen 8 einzelnen Jahren. 


i . A ; 
Von den Quotienten scheint 5 am meisten constant zu sein, da er unter 


den 8 Jahren und 4 Jahreszeiten um das Mittel 1,06 nur 0,02 schwankt. 


Die Quotienten 2 und a= sind zwar in den einzelnen Jahren noch 


B C—B 
ziemlich constant, da beim ersten ein Schwanken um das Mittel 1,34 von 
höchstens 0,07, beim 2. um sein Mittel von höchstens 0,05 vorkommt; 
aber die Jahreszeiten zeigen ein Schwanken von 0,12 und 0,23 vom Mit- 


A i ; ee 
tel. Der Quotient 7 scheint sogar für verschiedene Oerter ziemlich con- 
stant zu sein, da er im Jahre 1846 in Brüssel 1,05 und 1847 daselbst 1, 04 


(hier 1,06) beträgt. Auch À stimmt in Brüssel nahe mit Kreuznach, da er 


ist in Brüssel im Mittel 


| A 
im Mittel der 2 Jahre 1,29 (hier 1,34) ist. z 


—C 
— B 
der 2 Jahre 1,25 (hier 1,28). Dagegen zeigen die Quotienten S 3 
— und = ein eigenthümliches Verhalten in Bezug auf die Jahres- 


zeiten, indem in Rücksicht auf sie eine ziemlich nahe Uebereinstimmung 
sich zeigt zwischen Winter und Frühling einerseits, sowie zwischen Som- 
mer und Herbst andererseits, wogegen beide Gruppen untereinander be- 
deutend differiren. i 


5. Himmelsbedeckung. 


Die Himmelsbedeckung ist hier im Mittel 6,13. In den meisten Jah- 
ren ist sie zwischen 6 und 7, in keinem tiber 7, nur die beiden letzten 
gehen unter 6. Im Jahre ist ihr Gang im Allgemeinen der Wärme ent- 
gegengesetzt; die Mittel der Jahreszeiten sind in 1: 7,31; 2: 5,85; 3: 5,11; 
4: 6,26, wo also nur der Frühling eine Ausnahme macht, wogegen der 
Herbst wieder nahe mit dem Jahre stimmt. Die beiden letzten Jahre 
weichen hier am meisten im Sommer ab; im Jahre 7 war das Sommer- 
mittel 3,40, im 8, Jahre: 4,47. Im täglichen Gange zeigt sich ein Ge- 
gensatz mit dem jährlichen, denn die 8jährigen Mittel sind von 4: 6,52, 
von B: 6,64, von C: 5,24. Der Abend hat also die geringste Himmels- 
bedeckung, wohl desswegen, weil die bei Tage aufgestiegene warme Luft 
oben aufräumt und nicht so schnell erkaltet nach Sonnenaufgang als die 
untere. 


6. Winde. 


Ueber die Windstärke ist beim Luftdrucke das Nöthige gesagt. Neh- 
men wir die O, NO und 80 als zum Polarstrom gehörig, die entgegen- 
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gesetzten als zum Aequatorialstrom, so nehmen beide Hauptstrémungen 
über 92% sämmtlicher Winde ein, nämlich den Polarstrom 36,7, der ent- 
gegengesetzte 55,4. Die beiden letzten Jahre zeichneten sich aus durch 
die meisten N und W. Das Vorherrschen des Polarstroms zeigte sich 
besonders in der wärmeren Jahreszeit, wo er heitern Himmel und höhere 
Wärme verleiht, im Winter dagegen Kälte. 


7. Hydrometeore. 

Das Mittel der Regenhöhe beträgt hier nach .den 6 ersten Jahren 
241“, 25, nach allen 8 Jahren 215“ 16. Im Jahre 7 betrug sie nur 122,01, 
und im Jahre 8: 151”,76. Die Zahl der Regentage war in den beiden 
letzten Jahren nur 117 und 102; im Mittel der 6 vorhergenden aber 145. 

Es hat sich aus den Beobachtungen in Mannheim, Frankfurt a. M. 
und Kreuznach herausgestellt, dass die Gegend zwischen dem Hunds- 
rück, Taunus, Odenwald und der Haardt in Deutschland am wenigsten 
Regen hat. Als ich vor 21 Jahren in die Gegend zog, fand ich fast in 
jedem Garten einen Brunnen zum Begiessen vor. Der Grund davon ist 
mir erst durch meine Beobachtungen klar geworden. 


dd 


8. Wolkenform. 

Der Cumulus und Stratus bilden direkte Gegensätze nicht bloss in 
ihrer Erscheinungsform, sondern auch in der Zeit ihres Erscheinens, da 
ersterer dem Sommer und dem Tage, also der Zeit angehört, wo die 
Temperatur an der Erdoberfläche am schnellsten beim Uebergange von 
einer Strecke zur andern wechselt ), letzterer dem Winter und der 
Nacht. Zwischen beiden steht der Cumulo-stratus, hier unter allen die 
häufigste Wolkenform. Diese 3 bilden beinahe $ sämmtlicher Wolken 
und stehen am niedrigsten, wenn man den Nimbus ausnimmt, der am sel- 
tensten ist. Das Uebrige Siebentel theilt sich zwischen den 3 hohen 
Formen Cirrus, Cirrostatus und Cirrocumulus, welche auch mehr Abends 
und Morgens erscheinen. Die beiden letzten Jahre zeichneten sich aus 
durch viele Formen dieser Klasse. 


9. Luft-Elektricität. 
Beobachtungen dieser Art werden im Königl. Preuss. Beobachtungs. 
system nur hier gemacht mit neuen, sehr genauen und vom Verfasser 
selbst construirten Apparaten ). 


*) Und nach Dove ist ja ein Cumulus nur das atmosphärische Bild einer kal- 
ten Endstrecke. 

** Das Verfahren ist beschrieben in meiner Abhandlung über Luft-Elektricitat 
in Poggendorff’s Ann., Bd. 89, und beurtheilt von Hrn. Prof. Hankel in sei- 


ner Schrift über Bestimmung der Luft-Elektricität nach absolutem Maasse. 
Der Verf. 
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Der Gang der Luft- Elektricität ist dem Gange der Wärme ent- 
gegen; sie geht also mit der Feuchtigkeit. Ihr Jabresmittel aus 6 bis 
7 jährigen Beocachtungen ist 146,8. Von diesem Mittel weichen die der 
beiden letzten Jahre, welche in die ganze Reihe mit aufgenommen sind, 
bedeutend ab, da ihre beiden Mittel nur 126,4 und 126,2 betragen. Der 
Monat Mai hat das niedrigste Mittel, von wo aus nach den beiden En- 
den des Jahres hin ein ziemlich regelmässiges Steigen stattfindet, nach 
vorn aber stärker; da der Januar das höchste Mittel hat, welches bei- 
nahe das Doppelte des Mai beträgt. Am meisten bleiben sich gleich die 
Morgenmittel, am wenigsten die Nachmittagsmittel, da das kleinste vom 
Mai sich zum grössten vom Januar beinahe wie 1 zu 3 verhält, das 
kleinste 4 zum grössten 4 dagegen beinahe wie 2 zu 3. Näheres über 
das Zusammengehen der Feuchtigkeit und der Luft-Elektricität werde 
ich in einer besondern Arbeit später mittheilen. 


Nachschrift. 


Im vorstehenden Aufsatze ist gezeigt worden, dass das Do ve'sche 
Princip vom Zusammenhange der Witterungserscheinungen nicht bloss im 
Grossen und Ganzen gilt, dass auch die Wärme- Erscheinungen es sind, 
velche die sämmtlichen meteorologischen Phänomene eines und dessel- 
ben Ortes untereinander verbinden. Vor ein Paar Tagen fand ich zu- 
fallig, dass dies Princip noch viel weiter reicht. 

Ieh wollte wissen, wenn mein Barometer, welches eben von Berlin 
reparirt surtickgekommen war, angefangen hatte, falsch zu gehen. Des- 
halb berechnete ich die monatlichen Barometer -Differenzen der letzten 
5 Jahre zwischen Kreuznach einerseits, und Trier, Boppard, Neunkirchen 
und Frankfurt andererseits. Die letzteren Oerter sind die Kreuznach 
nächstgelegenen 4 Stationen des Preuss. Beobachtungssystems. Der Be- 
rechnung wurden zu Grunde gelegt, die in den monatlichen Uebersich- 
ten des Königl. meteorologischen Instituts enthaltenen Monatsmittel. Es 
zeigten die Differenzen zwischen Kreuznach und Boppard eine Eigen- 
thümlichkeit, welche mir schon beim Niederschreiben auffiel; sie sind 
im Sommer bedeutend grösser, als im Winter. Das Mittel der 5 Jahre 
ist vom Winter pro Monat: o 00; das vom Sommer: 1”,35. Ich suchte 
und fand den Grund davon bald in den Wärme-Differenzen beider Oer- 
ter; denn diese sind im Winter: — 40,143; im Sommer 0°,96. Steigt also 
im Sommer in Kreuznach das Thermometer bis beinahe 1° über dem 
Stande, den es gleichzeitig in Boppard hat, so sinkt das Barometer so 
viel, dass es anderthalb Mal so viel tiefer steht, als in Boppard zur Zeit 
des Winters. Ein ähnliches Verhalten zeigen Kreuznach und Trier, nur 
nicht so auffallend. In Trier steht nach denselben 5 Jahren das Ther- 
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mometer im Winter 00,29 höher, als in Kreuznach; hier aber im Sommer 
0, 47 höher, als in Trier. Dagegen steht im Winter in Kreuznach das 
Barometer 1”,25 höher, als in Trier; im Sommer aber nur 1”. Der 
höhere Termometerstand hier im Sommer erniedrigt also ebenfalls den 
relativen Barometerstand. | 

Doch die Consequenz des Dove'schen Princips geht noch weiter; sie 
zeigt sich auch in kleinen Perioden noch, und im Gegensatze verschie- 
denartiger Perioden. Ich habe die 5jährige Periode in zwei kleinere, 
eine kühlere und eine wärmere getheilt; zur ersten sind die Jahre 1855 
und 1856 gerechnet, zur zweiten die 3 folgenden. Ich will die Zahlen 
zur Erleichterung der Uebersicht in einer Tabelle zusammenstellen. 
A = Kreuznach, B = Trier, C = Boppard. 


Barometer-Diffenenzen. Thermometer-Differenzen. 


1. Periode, 2. Periode. 1. Periode. 2. Periode. 
A—B A—B A—B A—B 
Winter: 1“, 29 1” ‚22 — 00,32 — 00,26 
Sommer: 1°”,04 0” 98 00,25 00,62. 
C—A C— A A—C A—C 
Winter: 0,97 00“,86 — 00,40 — 00,48 
Sommer: 1%, 16 1” 48 0° 62 10,18. 


Beide kleinere Perioden zeigen also Dasselbe, was oben schon von 
der ganzen Periode erörtert worden; und in der Periode (der zweiten 
kleinern), in welcher im Sommer die Wärme höher steht, sinkt an dem 
betreffenden Orte (Kreuznach) auch das Barometer, und umgekehrt. 

Boppard liegt, wie bekannt, etwa 6 Meilen von hier in der Rich- 
tung nach Coblenz, 14 Meilen oberhalb Coblenz. | 


Kleinere Mittheilungen, 


L Neue Auflösung der biquadratischen Gleichungen. Die Auflösung 
der reciproken biquadratischen Gleichung 

1) L Tab + BE pak +1-=0 
ist bekanntlich sehr leicht und reducirt sich auf die Behandlung der bei- 
den quadratischen Gleichungen 


2) n +an+B—2=0, $+ 
angesichts dieser Thatsache liegt gewiss der Gedanke nicht fern, die 
allgemeine biquadratische Gleichung 

3) xt tax + bc rd O 
dadurch aufzulösen, dass man sie in eine reciproke Gleichung umwan- 
delt. Wie einfach sich diess ausführen lässt, wird man gleich sehen. 


—- 
5 7 


Zur Transformation von No. 3) benutze ich die lineare Substitution 
4) x=q4$ +r, 
wo & die neue Unbekannte, g und r noch zu bestimmende Grössen be- 
deuten; diess giebt folgende Gleichung 


nu EE Ep itir tarte, 
s r? L br? d 
E 
oder kurz 
6) E pag + BE + yE + do. 


Zur reciproken Form gehören die beiden Bedingungen d — 1 und 
7 S a, d. i.: 

7) G=rtar+or+er+d, 

8) (ar + a) = A + 3ar' + 2br +c, 
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mittelst deren g und r zu bestimmen sind. Durch Elimination von g er- 
hält man für r die Gleichung 
Gr + a) (r tar + br + cr + d)=(4r" + 3ar + 2br + ht, 
welche vom sechsten Grade zu sein scheint; bei wirklicher Ausrechnung 
heben sich aber die mit 7°, r*, r‘ versehenen Glieder, und es bleibt nur 
die cubische Gleichung 
9) (a? — 4ab + 8c)r*® + (ab +2ac—4b! + var E 
+ (a'c + Sad — 4bc)r + ad — ei fare ste 
Hat man daraus einen reellen Werth für r gefunden, so bestimmt man 9 
nach No. 7) nämlich l 
10) g=yYr F ar 4 or + cer +d; 
ferner berechnet man die Coefficienten 
11) 35 e ea 
d q 
und hat nun für E die reciproke Gleichung . 
8“ T a5 + 65 T aos T1 =o, 
nach deren Auflösung x mittelst der Formel 4) gefunden wird. 
Als Beispiel diene die Gleichung 
4 — 102° + 33 * — 46 + 20 — 0. 
Die cubische Gleichung wird in diesem Falle 
1275 — 46r? + 327 + 29— 0 
uud hat als einzige reelle Wurzel 
r=— À. 


Die Formeln 10) und 11) geben weiter 


er V29 ge 24 B= 198 
y= 2 = V29 ) — 29 
mithin lautet die entsprechende reciproke Gleichung 
24 198 24 
— — E 4 — Er — ___ 1= 0. 


Ersetzt man sie wie in No. 2) durch die beiden quadratischen Glei- 
chungen 


24 140 1 
— — — 0 g = = 
so erhält man der Reihe nach 
12 +2 
ag 
7+ 275 5127 — 1 /29 
5 Ey 7 5 2 ’ = i4, 
29 29 2 


oder endlich 
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Weit einfacher gestalten sich die allgemeinen Formeln, wenn man 
von der gewöhnlichen Annahme a — 0 ausgeht. Man hat jetzt statt No. 9) 


Ber? — 4 (b — 4d) Aber — e = 0; 
fir 


ee 
28 
wird diese Gleichung zur folgenden 
* ＋ 2b + ( —4d)s— = 0. 
welche mit Euler’s Resolvente identisch ist. 


Die vorstehende Auflösung kommt der Eulerschen (x = u + v ) 
an Eleganz freilich nicht gleich, dagegen beruht sie auf einem einfachen 
heuristischen Grundgedanken, und die nöthige Rechnung verläuft, so zu 
sagen, von selber, ohne den geringsten Kunstgriff. Vielleicht empfiehlt 
sich gerade dadurch mein Verfahren dem Unterrichte. In wissenschaft- 
licher Beziehung würden übrigens noch einige Ergänzungen nöthig sein. 
Da nämlich die cubische Gleichung drei Werthe für r liefert und jeder 
derselben schon zu den vier Wurzeln der biquadratischen Gleicbung führt, 
so erhält man eigentlich zwölf Werthe für x; man weiss allerdings a priori, 
dass je drei derselben gleich sein müssen, kann aber verlangen, dass 
diese Gleichheit a posteriori nachgewiesen werde, wobei vielleicht auf die 
vier verschiedenen Werthe zu achten ist, welche die in No. 10) vorkom- 
mende vierte Wurzel besitzt. Ferner lässt sich erwarten, dass im Falle 
«==0 die gegebene Auflösung in nahem Zusammenhange mit der Euler'- 
schen steht, und es wäre daher zu untersuchen, ob nicht die eine aus 
der anderen hergeleitet werden könnte. Vielleicht darf ich mir erlau- 
ben, die Leser der Zeitschr. zu einer derartigen Untersuchung aufzufor- 
dern, da ich durch andere Arbeiten an der weiteren Verfolgung des Gegen- 
standes behindert bin. SCHLÜMILCH. 


IL Anwendung der oscillirenden Kettenbrüche zur gleichzeitigen 
Bestimmung zweier Wurzelwerthe einer Gleichung, von Dr. Lupwie 
MATTHIESSEN in Jever. 

Aus der Theorie der unendlichen Kettenbrüche ist bekannt, dass die 
Partialwerthe gerader und ungerader Ordnung jede für sich irgend einer 
Gränze sich nähern oder nicht, also 

Lim Er — k; Lim I — k,; Lim E. unbestimmt. 
Yan Itne i n 

Sind die beiden Gränzwerthe k und k, identisch und zugleich be- 
stimmt, so ist der Kettenbruch convergent; oscillirend aber oder un- 
bestimmt, wenn das Gegentheil stattfindet. Die oscillirenden Ketten- 


brüche mit zwei bestimmten Gränzwerthen sind nicht zu verwechseln mit 
40 


52 Kleinere Mittheilungen. 


solchen, die überhaupt gar keinen angebbaren reellen Werth zur Grinze 
haben; Beispiele dieser drei Arten hier folgen: 


x 1 +1 
1 1+1 —3 = 
3 +4 14650 
5+9 36-F1372 9 
i+. 14135218 _ 
. | 12064. 
"in inf. | | 
Näherungswerthe: Näherungswerthe: . in inf. 
1. 3 19 6 6 294 882 417318 
412" °°" T°, 7? 307 379? 418579 
2 
ml 
1—1 
l—. 
Näherungswerthe: in inf. 


1, — I, — oo, 1, — oo, eee 


Es kann sogar der Fall eintreten, dass nur der Gränzwerth der einen 
oder der anderen Ordnung unbestimmt ist. Die oscillirenden Ketten- 
brüche bieten oft eine sehr zweckmässige Methode zur Auflösung der 
Gleichungen dar, namentlich da wo es darauf ankommt, den Wurzelwerth 
auf möglichst viele Decimalstellen genau zu berechnen. Wie man sonst 
eine Wurzel der quadratischen Gleichungen durch Verwandlung in einen 
Kettenbruch findet, ist bekannt genug. Mit grösserem Vortheil kann man 
sich hier des aufsteigenden Kettenbruchs bedienen, indem man setzt 

hs 
b + a: 
b— a b—a, 


— 
33 


a a 


ZE — 


wo a, und b, die Coefficienten der Glieder der transformirten Gleichung 
bedeuten, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der Stammgleichung 
sind, a, und 6, die Coefficienten der Glieder derjenigen Gleichung, deren 
Wurzeln die Biquadrate der Stammgleichung sind u. s. w. also 
Stammgleichung: & + ax — b=0 
x, Faa + 2b)x, + b = 0, (x, me 
— (a+20,)x,,+ b= 0, (a, = x?) 
u. 8. w. 


Der aufsteigende Kettenbruch entwickelt sich leicht in die unendliche 
Reihe: 
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Erstes Beispiel: Sei die aufzulösende Gleichung x? + x — 1—0, so 
suche man hierzu die transformirten re wie folgt: 
R * + 4 — 120 c,, — 27 4%, ＋ 1 0 
3 — 3x, +4 12 0 ant —2207z,y + 1=0 


x, „„ u. 8. W. 
so ist eine Wurzel 


1 1.3 1.3.7 1.3.7. 47 1.3.7. 47.2207 1.3.7. 47. 2207. 4870847 

== 0, 61 9033988750748 .. . (14 Stellen genauer). 

Bricht man diese Reihe erst hinter dem zwölften Gliede ab, so lie- 
fert sie schon den Werth der Wurzel auf ungefähr 1000 Decimalen genau. 
Mittelst derselben Methode wird man nun auch leicht im Stande sein, 
irrationale Quadratwurzeln in eine stark . Reihe zu ver- 
wandeln. 

Sei 79 = y 25 + 4=5 + &, 80 ist die Stammgleichung 2*-+ 102 — 4=0 
aufzulösen; die transformirten sind 

: — 108x, + 16— 0, 
— 11632 x,, + 256 = 0, 


2 1353020122, + 65536— 0, 
2 2 2 
und demgemäss wird ER 577 5.27727 — . op == 0, 38516480. 


Diese Methode liefert stets den kleinsten Wurzelwerth. Man kann 
sich derselben nun auch zur Auffindung der Wurzeln einer cubischen Glei- 
chung bedienen. Man wählt hier den absteigenden Kettenbruch, welcher 
zwei Werthe der Unbekannten, den kleinsten und grössten, zugleich liefert. 
Sei gegeben 

4 — at ＋ be — co, 
so hat diese Gleichung hekanntlich entweder drei oder nur e ine reelle 
Wurzel. Jenachdem haben auch die Partialwerthe beiderlei Ordnung ent- 
weder zwei bestimmte, oder nur einen bestimmten und einen unbestimmten 
Gränzwerth. 


Erstes Verfahren: Setze 
B j _ Es 
L= A + —— 1e also & — ax + yx —(B+ay)= 0. 


Bedeuten wiederum a, 8, y, in der transformirten Gleichung dasselbe, 

was a, f, y in der Stammgleichung, so ist offenbar 
B, 4 __ B,, 
due Abee + x’ dE ＋ 5 

also z—=a+ß 
7 ＋ a, + ß, 
y, T a,, +B, 

Zu Tn, . 


54 Kleinere Mittheilungen. 


Betrachtet man a, a,, a,, .. . als besondere Glieder des Kettenbruches, 
so sind die Partialwerthe gerader Ordnung Näherungswerthe des kleinsten 
Wurzelwerthes der gegebenen Gleichung, in so fern man ansieht als 


ersten Partialwerth: « 
zweiten X a ＋ 5 


7 
dritten S atp 
y +e, 


u. 8. W. 
Erstes Beispiel: x’ — 2100x — 24000 = 0. 


Setze x = 10y und damit der Kettenbruch stark convergirt y = 5 + 2, 
so ist 


2 +152 + 54z—4=0, a= — 15, a= 17, a,,==7617 
2° — 11724 + 30362 — 16 = 0, B= 814, B,— — 355196, 
z'*_ 7617 2° + 92135522“ — 256 == 0, y== 54, y,— 3036, 
Alsdann ist 
814 
z= — 15 + 577117 — 355196 
3063 + 7617 . 
Näherungswerthe: 

— 15, 

— 10,2398 .. 0 > 

— 9,1868.. * 


Die beiden letzten Näherungswerthe geben 
y == 5,072602.. = 50, 72603. 
y, =- 4,1868.. x = — 41,866 (wahrer Werth: — 38, 40727. . ). 


Zweites Beispiel: af — 2x — 5-=0. 

Setze x= y + 2, so resultirt 
* + 6y? + 10% — 1—0, a——6, a, = 16, , = 32, 
yt — 167 ＋ 1127 120,  B—61, 85, = — 1701, 8, — 400383, 
9 — 32y° ＋ 125127 — 1—0, 5 = 10, 5, = 112, Y, == 12512 
y? + 24000% T.. | 
Die Gleichung hat also nur einen reellen Werth, nämlich 


61 
y= ＋ oe 1791 
112 + 32 — 400383 
12512 + y° y <1. 

Näherungswerthe : 
—6 0,1000 .. 
— 3,6539.  0,09455(8) .. 
— 1,502...  0,00455148154(3746059 .) 

(w.W.— 3,0473 + 1,1852 Y— 1). 
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Der letzte reelle Partialwerth ist bis auf 12 Deeimalstellen genau, es 
lässt sich aber eine leichte Correction anbringen, indem man erwägt, dass 
der wahre Werth der Wurzel ist: 
a = Cad — ae 
Zur Srt FOA be 

d—e 

f +y’ 

der letzte Partialwerth nur die Grösse y° nicht enthält. 

Mit Anwendung des Maclaurinschen Satzes 

Del DE r Or O St... 
erhält man leicht | ; i 
fad — ae a ce. y ace (bd — c)y" 

„Ce ere ae + ee 

Substituirt man in der rechten Seite dieser Gleichung den oben ge- 
fandenen Werth für y, so wird der Werth des zweiten Gliedes gleich 
0,00000000000 1420303, welche Correction die Wurzel bis auf die 18te De- 


cimale genau ergibt, nämlich 
y = 0, 0945514815423 26658. 


Zweites Verfahren: Man setze 


also a — ax" + (B ＋ y) & — ay = 0. 


y=m+ 


e 
SE: 
La 
Sei nun die gegebene Gleichung & — m x? + nx —- p — 0 und werde 
dieselbe transformirt, so ist nach den früher angenommenen Beseichnungen 
a =M, a, = m — 2n 
ay = p, ay, = p* 
aß = mn — p, a,B, = (m! — 2n) (n — 2mp) — p 
und z= a 
i+ aß 
a4 r 
1 ＋ ef 
Ou äu F a 


T+: 


It a == m = 0, so ist diese Methode unbrauchbar, man kann aber dann 
beide Methoden mit einander verbinden, am bequemsten bleibt aber immer 
die erste, also etwa æ = EP 
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Ein Beispiel möge dies Verfahren erläutern. Ist die gegebene Glei- 
chung & — 2x — 5—0, und x = + 2, so hat man wiederum 


y’ + 6y? + 10y —1—0, e ——6, a —16 
y? — 167 + 112y — 1 = 0, «ay = 1, «y, = 1 
u. 8. W. ` aß =- 6i, aß, 1791. 
Näherungswerthe sind: 
=, 0,10000 
— 1,6764.. 0,0945508) 
— 1,996... 


Die negativen Werthe nähern sich einer bestimmten Gränze nicht, 
und es gibt demnach nur einen reellen Wurzelwerth. 


III. Beispiel einer Cubatur und Quadratur nach geometrischen Postu- 
laten. Von Dr. R. Hoppe. | 


Ist in den Normalkreis einer Kugel ein beliebiges Viereck, in das Seg- 
ment über jeder Seite ein Kreis, und über diesem Kreise als Basis ein ge- 
rader Cylinder beschrieben, der die Kugelfläche nach beiden Seiten hin 
schneidet, so ist das Stück, welches die sämmtlichen Cylinder von der Ku- 
gel übrig lassen, sowie dessen sphärische und cylindrische Oberfläche, in 
geradlinigen, ebenflächigen ‚Figuren darstellbar. 

Sei C, der Inhalt, A, die sphärische, B, die cylindrische Oberfläche 
eines der genannten, von der Kugelfläche begrenzten Cylinder, r sein Ra- 
dius, a der Abstand seiner Axe vom Kugelcentrum, a + r=1 der Kugel- 
radius, ꝙ das Azimut, d die Höhe eines Punktes der Kugelfläche, ersteres 
anfangend vom Berührungspunkt, letztere vom Normalkreis; ferner y das 
Azimut von der Cylinderaxe aus: dann ist, wie eine Betrachtung der Figur 
ergiebt, 

* 


t= fs cos pdy, 
x 
43, = Jann 


= 
¢ 
40, = | psin*y cosy d v. 
6 
In dem Intervall von y = x bis y — 2 ist ꝙ constant = 0 oder = x 


zu denken, je uachdem das Kugelcentrum ausserhalb oder innerhalb 
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des Cylinders liegt. Im ersten Falle erhält man nach partieller In- 


tegration 
la ad 


10. — [sry ap, 
sämmtliche Integrale von y —0 bis y= m genommen. Im zweiten Falle 
ist zum ersten Integrale noch x, zum dritten noch Le zu addiren. 
Die Relationen zwischen e, v, x in der Durchschnittslinie der beiden 


Flächen sind 
cos ꝙ cos y = a + r cos x, 


Sin p cos y = x sin x. 
Setzt man gemäss der Relation a + r = 1 
== cos zu; Vr = gin u 
ig © = ig u cos 41 (1) 
so wird man leicht folgende Formeln ableiten: 
ain 1) = sin'u sin’ Iz, 


do, 


costo 
on wtp (128) ae 


Aus Gleichung (1) ersieht man, dass @ pa 4, == x verschwindet, und 
für 2 — (bei stetiger Veränderung von tg œ) in n oder in p — x tiber- 
geht, jenachdem u < oder > z ist, d. h. jenachdem das Kugelcentrum 


ausserhalb oder innerhalb des Cylinders liegt. Da indess im letztern 
Falle x als Subtrahend oder Addend zum Integrale hinzukommt, so hat 
man p ohne Unterscheidung zur Grenze der œ zu nehmen, und erhält 


EE o =p gin u, 
do í 
ZB, = Zeg u cos p — 
0 
cos 
tema areaali ZE) do, 
— % — nnet, Int — 
e. costa gell) to do, 
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—— ' — PAD ID 


DR sintu + cos u d Sri 
0 cosu = To TFF do, 


= (u sin u cos u) — $sin’u. ` 

Hier ist w der halbe Bogen über einer Vielecksseite. Nach Addition 
aller Cylinder wird die Summe der u gleich x. 

Ferner ist sin u eine halbe Vielecksseite. Ist lu der Umfang des Viel- 
ecks, J eine Seite, so ist sin u — 41, und die Summe der sin ꝙ = $ u. 

Endlich ist cos u der Abstand einer Seite vom Mittelpunkte, sinu cos u 
das Dreieck über der Seite, dessen Spitze der Mittelpunkt; daher die 
Summe der sin u cos u der Inhalt des Vielecks =4v. Folglich 

Z4 = 4 — u; SB. =u — 2; LZ, —tn —Iv— EI, 

Ist nun C der Rest der Kugel nach Abzug sämmtlicher Cylinder, A die 

sphärische, B die cylindrische Oberfläche des Körpers C, so ist 
A =u; B=u— Bu: C= qv +32. 

Beschreibt man über dem Vieleck als Basis ein Prisma, dessen End- 
flächen die Kugel berühren, so ist u dessen seitliche Oberfläche, v sein In- 
halt sowie die Summe seiner Endflächen. Das Resultat lässt sich jetzt 
leicht in Worte fassen. 

Degenerirt das Vieleck in 2 aufeinander fallende Sehnen, so ver- 
schwindet v, u wird das doppelte Rechteck aus Sehne und Durchmesser. 
C zerfällt in 2 symmetrische Stücke, die sich in einer Geraden und in 
2 Punkten berühren. Jede dieser Hälften ist der neunte Theil des Cubus 
der Sehne, und sowohl ihre sphärische als cylindrische Oberfläche gleich 
dem Rechteck aus Sehne und Durchmesser. Aus der Gleichheit beider 
Flächen folgt beiläufig, dass die gesammte Oberfläche der beiden Cylinder- 
stücke gleich der Kugelfliche ist. 


IV. Formeln zur geodätischen Ortsberechnung. Von J. Rodd, Pro- 
fessor am obern Gymnasium zu Ehingen. 

Das Problem der geodätischen Ortsberechnung lässt sich ganz elemen- 
tar behandeln, vorausgesetzt, dass die Dreiecke nicht grösser sind, als die 
grössten, wie sie bei wirklichen geodätischen Vermessungen vorzukommen 
pflegen, und dass bei ungewöhnlich grossen Dreieckseiten, d. h. Distanzen 
von 40 bis 50 Tausend Toisen, auf eine Unsicherheit von wenigen Hundert- 
theilen einer Bogensecunde nichts ankommt. Das Bestreben, eine noch 
grössere Genauigkeit zu erreichen, scheint ein überflüssiges zu sein, wenn 
man bedenkt, dass der geodätische Längen- und Breitenunterschied vom 
entsprechenden astronomischen Längen- und Breitenunterschied erheblich, 
zuweilen sogar um einige Sekunden abweicht, und zwar bei Messungen von 
ausgezeichneter Güte und in Gegenden ausgeführt, wo die Schuld sich 
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nicht auf Ablenkung des Bleiloths durch benachbarte Bergmassen sehieben 
lässt, wie z. B. bei der Preussischen Gradmessung durch Bessel und der 
Liefländischen durch Struve. 


Um abzukürzen bezeichne ich im Folgenden: 


mit a und c die beiden Halbachsen der Meridianellipse; die Toise als 
Einheit angenommen; 
e die Excentricität derselben ; 
r den Krümmungshalbmesser im Azimuth = 90°; 
e den Krtimmungshalbmesser im Azimuth = 0; 
—-; und BE deren Werthe man 
sin 1 r sin 1 
für die Zone zwischen den Parallelen 45° und 55° in den dieser Ab- 
handlung angehängten Tafeln findet; 
d die gegebene lineare Länge einer Dreieckseite, welche 4 zum An- 
fangs- und B zum Endpunkt hat; 
x und y die Abscisse und Ordinate des Dreieckpunkts B, auf A als 
Anfangspunkt bezogen; 
e und y die geographischen Breiten der Positionen A und 2; 
B die Breite des Fusspunktes der Ordinate y; 
co den Längenunterschied zwischen 4 und B; 
e das Azimuth der Distanz d im Horizont des Punktes 4, von Nord 
über Ost bis 360° gezählt; 
e das Azimuth der Distanz d im Horizont von B; 
A a = (a — «) — 180° die Konvergenz der Meridiane durch 4 
und B. 


Die Rechnung wird geführt mit den von Bessel aus den Breitengrad- 
messungen (Schumachers astronomische Nachrichten No. 438) abgeleiteten 
Erddimensionen, wonach: 

a == 3272074,14 Toisen und 
€ = 0,0006674,372 


ist (ein Werth, welcher von der Ellipse des Herrn Oberst James wenig 
verschieden ist). Mit diesen Werthen von a und e ergibt sich, wenn man 
Ine = A. jme'—=B, Im e“ C (unter m den Modulus der gemeinen Loga- 
rithmen verstanden) und A sin + Paie + C sin’p = = setzt: 

Ir = 24 6,5148235 337 Lg A= 7,1611647 316—10 

Ige =3E + 6,5119157 741 Lg B= 4,6845451 — 10 

Lg M=Cp.Zge + 5,3144251 332 Ig C = 2,23286 — 10. 

Lg N = Cp.Lgr + 5,3144251 332 


Sei z. B. ø == 50° 19 50”, so findet man: Ig r = 6,5157088.2 und 
14 9 = 6,5145710.1; Zg N = 8,7987163.1 nnd Lg M = 8, 7008540. 5 


Mund N den Quotienten we 
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1. 


Seien AN und BN die Meridiane durch 4 und B, folglich N der sicht- 
bare Pol des Aequators, so ist Winkel NAB = a, 
ANB = o, «360° — ABN, p= 90 — AN und 
B ge = 90 — BN. Das Problem der geodätischen 
Ortsberechnung kann daher so ausgesprochen wer- 
den: i 

Man soll die Breite und das Azimuth 
vom Punkt 4 auf den Punkt B übertragen, 

und die Längendifferenz zwischen 4 und B berechnen. 


F- 


2. 


Man ziehe Bb senkrecht auf die Richtung des Meridians durch 4, 
so ist Ab = x und Bb =y, folglich: 


tg x = tig Ò . cosa 
und 
sin y == sin q. sin à 
oder, da x, y und ò kleine Bogen sind: 
x + $x’ = (8 10% cos a, 
y— CN = (6 — $4 8°) sin a. 
Es ist aber sehr nahe A x’ = + co und Lui = n'a; folglich 
x = ò cosa + #d'cosa. sin'a, 
y = d sina — $ d°sin a . cos*« 
für den Halbmesser = 1. Um x und y in den Sekunden ausgedrückt 
zu erhalten, muss man die Theilsätze rechts mit arc 1” — sin 1” dividiren 


und in den ersten dieser Gleichungen d mit, in der zweiten hingegen d 


mit vertauschen. Man erhält alsdann: 

x= M d cosa + Md cosa (Mò sin a)t. J sin°1”, 

y = Md sin a — Nd sina (Vd cos x)". $ sin°1” 
in Sekunden gelesen. 

Nun ist offenbar B — p + x, folglich: 
B= + M9 cosa + Md cosa (Md sina)*. J sintı”, 

wo Ig M aus der Tafel des Anhangs entlehnt wird, und zwar mit dem Ar- 
gument e LAN cosa. Hierbei kommt es auf ein paar Sekunden mehr 
oder weniger nicht an, wesswegen man vorläuffg Lo M mit dem Argument ꝙ 
aushebt, Md cos a mit fünfzifrigen Logarithmen berechnet. — Für d = 543747, 


p == 51° AS 2” und æ == 185° 42 22” findet man z. B. Md cos « — — 3412”, und 
somit p + $M d cos a = 51° 19 36”. 
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5 3. 


Derjenige grösste Kreis, von welchem y ein Bogen ist, durchschneidet 
den Aequator im Ost- und Westpunkt ; es liegt folglich B dem Aequator 
näher als b, d. h. es ist f >. Bezeichnet man diesen kleinen Unterschied 
mit u, setat also 

pọ =ß — u, 
s» wird 
sin p = sin B - u. cos B. 
Aber andererseits 
sin ꝙ = cos . sin 8; 
folglich 
sin B —ucosß =cosy.sinß. 
Diesen Ausdruck mit cos B dividirt, so kommt, wegen cos y = 1 — 4%: 
u = AV. ig 8; 
für den Halbmesser = 1; oder 
u = MN. . 19 B. I ein 1“ 
in Sekunden gelesen. 

Da aber u stets ein Bogen ist, welcher selten eine Minute erreicht, 
so darf man, ohne von der Genauigkeit etwas merkliches aufzuopfern, y mit 
d tin & vertauschen; also: 

p = B — MN& Sin. ef. Iein 1”. 


4. 
Der Längenunterschied © == 4 NB ergiebt sich aus der Gleichung: 
ig œ = tg y . secB 


oder 
w + J = y . sec p + ly’. sech. 
Es ist aber y — NO sina — Nò sina (Nò cos q)“. $ sin 1“, und sehr nahe 
ty’ = 30° sin’«, folglich: 
wo = Nd sina sech — NO sina sec g; (Vd cos d). tsin*l” 
— Nô sina secB (Vd sin a ig B)*. $ sinti”. 
Wegen a == 360° — B, a + 180° == 4 + 180° und Aa = (a — a) — 180° 
ist offenbar 
Aa = 180° — (4 + B); 
folglich ae en 
— 
cig jo = cos 1 (BN— AN)" cig A Aa 
m n 4 +9) 
sin à ( + y 
91 = SE LE LI 
welches die zuerst von Dalbot (im Jahre 1792) aufgestellte Gleichung ist. 
Da aber Aa und w, folglich nur um so mehr 44a und 30, kleine Bo: 
gen sind, so darf man schreiben: 
Ao 4 ( + el 


cos ( — gp) 
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5. 


Die Endgleichungen der vier vorhergehenden Artikel enthalten die 
vollständige Auflösung der Aufgabe. Um abzukürzen will ich setzen: 
d cos == m und d sin c = n 
und dann gehen die vier Formeln in folgende Ausdrücke über: 
p =o + Mn + Mm. Mn“. 4 sini” 
p = B — MN. 10 f. 46in 10 
Nn. sec B = Ge 
o = 9 — 0 Nim, J sin — w, N°n° 198. $ sin?” 


sin Ale + y) 
cos k(p — al 
wo M mit dem Argument ꝙ + 3 0 cos a, N aber mit dem Argument ß aus 
den Tafeln zu entlehnen ist. | 

Um den Gebrauch dieser Formeln zu erläutern, will ich aus der Han- 
növerschen Gradmessung die ungewöhnlich grosse Distanz: Brocken - 
Inselberg ausheben. Nach den Bestimmungen des unsterblichen Gauss 
ist die Breite des Brockens = 51° 48 1’ 9294 — g, Azimuth Brocken - Insel- 
berg == 185° 42 21“ 7699 — @ und d = 543477. 

Nach Artikel (2) ist das Argument für M... 51°19 36”. Man hat daher 
zunächst: | 


e = 10’ + a+ 


? 


Lg. cos « == 9,9978427, Lg. M. 8,7998544 
Lg. d.... == 4,1353929 Ig. w 4,7332356, 
Lg. . sin a = 8,9974891, Lg. (Mm) . 3,5330900, 
Lg. m ... == 4, 7332356, Ig.n?..... 7,46576 
Lg. n... == 3,7328820, Lg. M ....7,59971 
Lg. ($sin?1”) 8,89403 —20 
CR GER ) 7,49259, 
8 E == 51° A8 1929 
Mm...... idee == — 56 52, 636 
Mm. Mn. 3 sin!!” = — 0, 003 
jee ae a ene B = 50° DU 9200 
Lg. M = gees (Arg. B) 
Lg. N .... == 8,79873 
Lg. n? .... == 7,46576 


Lg. tg B ... = 0,08935 

Lg. (J sin “) == 4,38454—10 
MN. n f. sint” = — 0° OO 
B— 50 51 9, 290 


CCR 8 ée Gë gp ee e 


Geodätische Breite des Inselbergs ge = 50 51 8s... 
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Lg. sec B ...— 0,1997520 
Lo Ne == 8,7987282 Lg. ©, -.... == 2,73136, 
Ig. n. == 3,7328820, Lg. N*..... — 7,59746 
Lg. œ ..... — 2,7313622, Lg. n. — 7,46576 
Ig. M.... — 7,59746 Lg. ig’B .... == 0,17870 
Ig. m == 9, 46647 Lg. (4 sin®1”) = 8,89403— 20 
Lg. (¢ sin*1”) = 8,59300—20 19. ) == 6,86731, 
Lg.(......)=— 8,38829, : 
R — — 8587719 
— gie N*m*, sin”. ... = + 0, 024 
— o Mini. 198. Les — + 0,000.7 
Geod. Langenbogen Inselberg-Brocken w = — 8 58005 


Für die Berechnung des zweiten Azimuths hat man zunächst: 
4 (9 + p) = 51° 19° 35747 und 4 (p — g) = 28 26492; folglich: 


Lg. sin (p +g’)... = 9,8924951 
Cp. Lg. cos 4 (p — ) = 0,0000149 
C 257313429, 
„ Lg. Aa — 2,6238529, 


Aa == — 420581 
= — 0° 7 0594 
180° La = 5 42 21, 770 
Geodätisches Azim. Inselb.-Brockena = 5°85 217183. 


Nach den dusserst scharfen Berechuungen von C. F. Gauss (Unter- 
suchungen über Gegenstände der höhern Geodäsie, 2. Abtheilung, S. 35) 
ist | 

g = 50° 51° H au: w == — 8 58° 700: a == 5° 35 21” 182 
Hiervon obige Resultat... . 50 51 8,94; ....— 8 58,695: ....5 35 21,186 


Differenzen ................: 0, 001; o e e aoa’ ＋ 0, 005; e eooo oo’ — 0, 004 


Die nachstehenden Tafeln können bei verschiedenen Rechnungen der 
geodätischen Geographie mit Vortheil angewendet werden. Folgende Auf- 
gaben mögen diesen Satz rechtfertigen. 

1. Die Entfernung zweier Parallelen zu berechnen. 

Einen Meridianbogen, dessen Winkelweite nicht über 4 bis 5 Grade hin- 
ausgeht, darf man als Kreisbogen ansehen, welcher den Krümmungshalb- 
messer am Halbirungspunkt zum Halbmesser hat. Bezeichnet also 9, die 
geographische Breite des nördlichen, 9, die des südlichen Parallelkreises, 
und wird 9, — 9, in Sekunden gelesen, so giebt die Gleichung: 


s = 0 (Po — 9). Sin l“, 
unter s die lineare Länge des gesuchten Meridianbogens verstanden. 
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Tafel I: Logarithmen von M enthaltend. 


Lg. M. Breite. | Lg. . Diff. et P. p. 


8,7999536 
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Tafel II: Logarithmen von N enthaltend. 


Diff. et P. p. 


= 
3 
Š 


8,7988758 50° 


Q’ 
10 


45° 


8715 


i 
ENT OT DE nom © 


-N r 


3288 


D S S 8 


WË 8888 


"ed Ei en ab EREE CR 


88 
S S 


=f 


333 


= 


© © 


Zeitschrift f. Mathematik u, Physik. VI, I. 


66 Kleinere Mittheilungen. 


Nan ist M=—L.,, d. i. 0 — 


omni”? A; folglich 


— 
M sin 1 
l 
s= A i (Y Pı); 

wo M mit dem Argument 4 (po + 9,) = 91 + 4 (Po — 9) aus Tafel I. zu 
zu entlehnen ist. Sei z. B. p, = 55°, p, = 50°, so ist $ (Go ＋ pi) = 52° 30 
und 9, — 9, = 5° = 18000“; folglich: 

Lg. P == 1,2002324 

Lg. (oe —9ı) = 4,2552725 

Lg. s = 5,4555049; s — 285433 Toisen. 

2. Die lineare Länge des Breitengrades g, für eine ge- 


gebene Polhöhe — zu berechnen. 


Im vorliegenden Fall ist 9, — p, == 1° = 3600”; folglich 


1 6 
N= H" 3600 ; ...... oder .... 19.9 == 3,5553025 — Lg. M. 


Sei z. B. g = 51° 19° 50”, so hat man: 
Lg. const. == 3,5563025 
Lg. M S8, 7098541 — 10 


Ly. 9% . . == 4,7561484; 9% = 57075733. 
3. Die lineare a des Gradbogens im Azimuth = 900 
zu berechnen. 


Die Aenderung des Krümmungshalbmessers der Oberfläche des Erd- 
phäroids nimmt vom Azimuth 0° bis zum Azimuth = 90° fortwärend ab, 
Bezeichnen wir also die Länge des gesuchten Gradbogens mit g,, 80 gilt 
(nur um so mehr) die Gleichung: 


9. = + TEE oder Lg. 9, = 3,5563025 — Lg N 
@ ‘ 
Sei z. B. wiederum ꝙ == 51° 19° 50”, so findet man leicht g, == 57225705. 


4. Die lineare Länge des Längegrades unter der Pol- 
höhe =p zu berechnen. 
Diese Länge ist bekanntlich ein Produkt, an welchem g, den einen, 
und der Cosinus der Breite den andern Faktor bildet, d. h. es ist 
9g =9, cos p = + - 2000. cos p 
unter g die Grösse des gesuchten Längengrades verstanden. 


5. Den Krümmungshalbmesser der geometrischen Erd- 
oberfläche im Azimuth = a, unter der Polhöhe = y, zu be- 
rechnen. 
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Es bezeichne R diesen Krümmungshalbmesser, so gilt*) die Gleichung: 


En. 1. sint 
a= oe in a, 
also 
en Fa 
Rsinl ~ o sin 17 a+ ——. Sin q. 
Hieraus wegen sin’ a = 1 — cos’ e, durch Einsetzung von M und N 
1 3 
Ran r ( - N cos? e + N 
Man vertausche nun cos’ e mit 4 (cos 2 œ + 1), 80 ergiebt sich leicht: 
1 b 
Rui 1 ( ＋ N) — 4 (M — N) cos 2a. 


è 


V. Machtrage und Verbesserungen zu der Schrift: Neue Untersuchungen 
über frei rotirende Flüssigkeiten im Zustande des Gleichgewichts, von 
Dr. Lupwie Marrarsssen, Docent an der Kieler Universität. Kiel, Akad. 
Buchh. (1860). Von dem Verfasser. 

Nachdem im fünften Hefte dieses Jahrgangs bereits eine kurze Anzeige 
der obgenannten Schrift abgedruckt worden ist, fühlt Verfasser sich ver- 
pfichtet, eine kleine Anzahl von Unrichtigkeiten nachträglich zu verbes- 
sern, weswegen derselbesich die Entschuldigung des Publikums höflichst erbit- 
ten muss. Diese Incorrectheiten haben aus mehrfachen Gründen leider nicht 
vermieden werden können, hauptsächlich sowol wegen eines aus officiellen 
Rücksichten beschleunigten Druckes, da die Abhandlung zu einer Einladungs- 
schrift bestimmt war, als wegen einer unfreiwilligen Abwesenheit des Ver- 
fassers vom Druckorte. Zugleich fühlt sich derselbe zu Dank verpflichtet 
für die Willigkeit, mit welcher die geehrte Redaction die folgenden Nach- 
träge und Verbesserungen in die Zeitschrift aufzunehmen bereit gewesen ist. 

Der Standpunkt, auf welchen die Lösung des betreffenden Problemes 
bis jetzt gelangt ist, gewährt in der That noch immmer sehr wenig Befrie- 
digung. Die Schwierigkeit desselben ist längst anerkannt worden; man 
muss diesen Feind der höhern Analysis durch vereinzelte Angriffe zu 
schwächen suchen: das Problem von seinen speciellen Seiten zu betrachten, 
wird zunächst die Hauptaufgabe sein. Die geringe Befriedigung der Theo- 
tie ist aber doch insofern etwas erhöht, als eine wichtige Frage erledigt 
sein dtirfte, welche zuerst von Laplace in seiner Mechanik des Himmels 
zufge worfen zu sein scheint, von ihm aber nicht genügend beantwortet wor- 
den ist, da ihm die schöne Entdeckung Jacobi’s noch verhüllt war, näm- 
lich die Frage: ob mehrere Zustände oder Figuren des Gleichgewichts für 


*) De computandis dimensionibus trigonometricis in superficie terrae sphaeroi 


dica institutis commentatur J. Th. F. Bohnenberger, Tub. 1826, p. 8. 
LA, 
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eine und dieselbe ursprüngliche Kraft oder Bewegungsquantität einer frei 
schwebenden homogenen Flüssigkeitsmasse möglich seien, wenn ihre Mole- 
küle sich bloss nach dem allgemeinen Gesetze der Schwere anziehen. Das 
Resumé der hierauf bezüglichen Untersuchungen (Seite 72) erweisst nun, 
dass es wenigstens drei (nicht vier) solcher Zustände gäbe, bei denen sich 
die Summe der Bewegungsquantität von einem gewissen endlichen Werthe 
an dem Werthe oo immer mehr nähert, nämlich das Jacobi’sche, das sehr 
abgeplattete Rotationsellipsoid und ausserdem noch ein wenig abge- 
platteter freier Ring. Die in der Abhandlung an derselben und andern 
Stellen wiederholt ausgesprochenen Vermuthung, dass ein zweiter sehr ab- 
geplatteter Ring von elliptischen Querschnitt und ohne Centralkörper auch 
eine Gleichgewichtsfigur bilden könne, haben durch genauere Untersuchun- 
gen, welche Verfasser später zu veröffentlichen gedenkt, sich als falsch er- 
wiesen, wenngleich bei der Annahme eines verhältnissmässig grossen Cen- 
tralkörpers die Analysis einen solchen ergibt. Die Gleichung der Bewegung 
eines unmerklich abgeplatteten Ringes ist sehr nahe 
a? rn 
v= 47 log nat 

worin e = 2, 718281... und welche als die genauere für (130) zu setzen ist. 
Für den bekannten Werth V = 0,00229971 liefert sie die Wurzel / —33,23. 
Die Gleichung der Bewegung und des Gleichgewichts eines sehr abgeplat- 
teten Ringes mit beträchtlicher Oeffnung müsste aber nahezu sein: 

Ä e 64r? 
1 Dear - log nat > 
Allein da nach (121) Seite 67 für sehr abgeplattete Ringe näherungs- 


| 2/.. 2 
weise der (nicht = ) d. h. V = 


man erhalten 


H = — —-»V—ê 


ma gefunden wird, so würde 
2 c? KA r? 
3 Ar d 
Diese Gleichung liefert aber einen Werth fiir das Verhältniss von c zu r, 
der wenig von der Einheit abweicht, was gegen die Annahme ist, dass die 
Oeffnung beträchtlich sein soll. Deshalb gibt es nicht einen sehr abgeplat- 
teten Ring ohne Centralkérper als Gleichgewichtsfigur. Die Gleichung ge- 
winnt aber doch wieder ihre praktische Bedeutung, wenn man sie auf die 
Saturnringe anwendet. Setzt man, was nahezu richtig ist, für den Saturn- 


i c 
ring als Ganzes betrachtet 7 5 L yT} + 1? == 200, so ist in Verbindung mit 


Gleichung (120) 
20 R 
3er 
und wenn ferner, was wol wenig von der Wahrheit abweicht, 2 R r und 
30 = ọ angenommen wird 
V = 0,02778 + 0,00052. 


V= 


+ 0,00052 
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Da also die Anziehung des Ringes auf sich ungefähr 0,01 der Umdre- 
hungsgeschwindigkeit ausmacht, so müsste die Umlaufszeit dadurch um 
mindestens 6 Minuten verringert werden, eine Grösse, die sich leider 
der Beobachtung so lange entziehen wird, als überhaupt die Revolu- 
tionsdauer der Ringe noch nicht mit Sicherheit beobachtet ist. Hier ist na- 
türlich nur von einer mittleren Umlaufszeit aller fünf Ringe die Rede, die 
gewiss für alle verschieden ist, da sie sich wol ziemlich nahe nach den 
Kepplerschen Gesetzen umdrehen. 

Nachdem jene Frage beantwortet war, lag die folgende sehr nahe: ob 
es nicht auch eine ursprüngliche Kraft oder Momentensumme der Bewegungs- 
quantität gäbe, durch welche eine homogene frei schwebende Flüssigkeits- 
masse in zwei oder mehr verschiedene Zustände des Gleichgewichts von 
einer und derselben Rotationsgeschwindigkeit übergeführt 
werden könne. Die weiteren Untersuchungen des Verf. haben zu folgenden 
sehr merkwürdigen Resultaten geführt. Die Coexistenz der Gleichungen 
(58) und (71) erfordern die beiden Relationenen 

V = 0,011, E = 0,177. 

Zu diesen Werthen von V und E gehören die Axenverhältnisse 

a:b = 1 : 140 (Rotationsellipsoid) 

a: b: c = 1 : 1,0114 : 20,6 (Jacobi’sches Ell.). 
Der Ring ohne Centralkörper vermehrt diesen Fall um einen zweiten. Die 
Coexistenz der Gleichungen (58) und (132) liefert die Wurzeln 

V = 0,0038, E = 0,252 
die zugehörigen Axenverhältnisse sind : 
a: r = 1: 25,1 (freier Ring) 

a: Tr: c= 1 : 1,0019 : 38,7 (Jacobi'sches Ell.). 
Die Gleichungen (71) und (132) ergaben nach einer genauen Rechnung 
keine Werthe für V und E, wiewol innerhalb der Gränzen V = 0,02 und 
0,12 die zugehörigen Werthe von E nur um hundertstel Theile von einander 
abweichen. Um die Vorstellung des gegenseitigen Verhältnisses von V und 
E in den Gleichungen (58), (71) und (132) bisher zu fixiren, kann man V 
und E als Coordinaten , jene Gleichungen als die dreier ebenen Curven be- 
trachten, von denen Fig. 11, Taf. 11 ein Bild gibt. Für Werthe der Ordina- 
ten Æ > 0,252 laufen die drei Curven neben einander her, ohne sich noch- 
mals zu kreuzen. Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass für 
gleiche E 


6 4 
Lim (Vg: Vr: Vi) O: 1: d 2 
und fiir gleiche V | 
, 5 


wo die Indices f, r, i, resp. dem Rotationsellipsoide, dem Ringe und dem 
Jacobi'schen Ellipoide angehören. 
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Die Druckfehler, die schon am Schlusse des Druckes bemerkt wurden, 
sind auf dem Umschlage der Abhandlung berichtigt worden. Hier hat Verf. 
noch folgende Verbesserungen anzuzeigen für nothwendig erachtet. 

S. 34, Z. 4 v. u., in Formel (41) lies 3 + 4° st. 3 + 1. Im Folgenden 
muss es weiter heissen: ,,Differenzirt man diese Function von 7 + À und 
setzt den Differentialquotienten gleich Null, so erhält man | 

A (74 +9) 
(1 + 4%) (9 +4) 
Diese Gleichung bestimmt die Gränze von V, ausserhalb derer das Gleich- 
gewicht mit einer elliptischen Figur unvereinbar ist. Nach der sehr ge- 
nauen Berechnung von Ramus erfordert die Coexistenz der Gleichungen 
(410 und (42) die Werthe“ u. s. w. 

Auf S. 40 betragen die Trägheitsmomente von 3) 4) 5) das Doppelte; 
dasselbe ist S. 43, 44, 45 überall zu berichtigen. 

S. 40 ergänze in den Gleichungen (62), (63), (64) rechts den Faktor dt. 

8.55, Z. 7 v. 0. u. fg., sowie in Bezug auf 8.56, Z. 3 v. u. gilt das- 
jenige, was schon oben über die Nichtexistenz eines sehr ahgeplatteten 
freien Ringes mit grosser Oeffnung gesagt ist. Es genügen nicht zwei Fi- 
guren des Querschnitts, sondern nur ein e dem Gleichgewichte. 

S. 60, Formel (109) muss lauten: 


— arc tan 120 (42) 


S. 64 ergänze in der zweiten Zeile der Formel (114) innerhalb der Klam- 
mern vor F beidemal den Coeffizienten y — 1. Zur Erläuterung muss hier 
die Bemerkung hinzugefügt werden, dass wenn F(x + yi, r + si, i) eine 
Funktion beliebig vieler reeller und complexer Grössen darstellt, die Summe 
F(x+yi,r+si,i) + F(x— yi,r— si, i) stets reell und die Differenz 
derselben Ausdrücke stets imaginär sein muss. Die Gleichung (114) schliesst 
die allgemeinste Methode in sich, eine Function complexer Grössen in ihre 
Bestandtheile zu zerlegen. 

Erstes Beispiel: Gegeben sei die Funktion “ (x + yi). Der reelle 
Theil ist ½ I (a + yi) + ½ I(x — y) = ( + y'); der imaginäre 
aber 


së (+907 Zi l (z—yi) t= p(t) 
2 x — yi 
=p —1 arc tan Ha, 
Zweites Beispiel: Die Funktion (x + yi)“ in die Form P+Q0y—1 


vi — yi 
umzuwandeln. Der reelle Theil ist 21 (& ＋ i) + (x + i) 1. 
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+vi + (2 4 y i) vi ? 
Nun ist (æ yi) =e 
ſolglich mit Anwendung des Resultats der vorigen Aufgabe der reelle Theil 
der Funktion ie 
> o ` Lare tan ½ ten EE + e v 1 (a? + y?)i \ 
1 —vare tan ½ 


=, | cos {$1 (er Aa 


der imaginäre Theil ist 


l 1 ö ; 
e (ety) = sin fa tty a 
Man sieht leicht ein, dass nicht allein die Summe irgend welcher zweier 


conjugirter Funktionen complexer Variabeln, sondern auch ihr Produkt 
einen reellen Werth hat. 


S. 66, Z. 16 v. o. in der ersten Klammer der Gleichung (19 lies r? st. re 


Se 1 —varttan ½ 


2 
S. 67, 2. 17 v. u. . 2/5 p. 


S. 70, Formel (128) muss also lauten: 


= Mn V Së 1+14 a 
Pr pir. a 1.3 a 
+354 + It 2 1 gé 


4 
und mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grösssen von der Ordnung A 


a? 64r? 
H ar log nat FS? 


Berechnet man den zu V = 0,00229971 gehörigen Wurzelwerth der 
Gleichung, so erhält man statt 31,45 den genaueren 33,23. 

S. 71, Z. 6 v. o. lies 0,13805 st. 0,16643. Die obige genaue Formel gibt 
den Werth 0, 12732. 

S. 71, Z. 1 v. u.. Das re eines Ringes mit elliptischem 


3 2 
Querschnitte st. nicht das hier gegebene, sondern Mr? + M — (vergl. Zeit- 
schrift pag. 201); hiernach verwandelt sich auch (132 in 
E di Fe (art + Bch) dt 


Mit Bezug auf Z. 21 u. 3 v. u. gilt dasselbe, was schon oben über die 
falsche Annahme zweier Ringe statt eines einzigen gesagt ist. 

S. 73, Z. 12 v. o. muss es heissen: b — c == 1,00433441. 

8.73, Z. 13 v. o. b—1,0023, ce — 52,379. Diese Abänderung ist die 
Verbesserung eines Rechenfehlers, welcher aus der öfters vom Verf. citirten 
Abhandlung von Meyer im Journ. von Crelle XXIV (1842) leider schon in 
die Schrift betitelt: Ueber die Gleichgewichtsfiguren (Kiel 185) pag. 62, 65 


72 Kleinere Mittheilungen. 


übergegangen ist. Es betrifft diese Bemerkung die von Meyer berechne- 
ten Axenverhiltnisse des Jacobischen Ellipsoids mit Rücksicht auf den 
Werth V = 0,00229971 des Erdsphäroides. Meyer will gefunden haben. 
' a:b:c=1: 1,018: 19,57 
wogegen die richtige Proportion lautet: 
a: ö: c = 1 : 1,0023 : 52,279 
und jenes Axenverhältniss gar nicht möglich ist, wol aber 
a: b: c= 1: 1,012: 19,57 für V = 0,0115 
a:b:c—1:1,018:15,6 für V — 0,0163 
Die Integration der Bewegungsgleichungen (40) ergibt nämlich für klei- 
nere Werthe der Rotationsgeschwindigkeit nahezu 
y — * _ 2log nat 2), — 3 
2 i? 
sodass 1 + V ein Näherungswerth von 1 + 4? ist und für beträchtlich 
grosse Werthe von A, die Gleichung des Gleichgewichts übergeht in 
TONE 


; . : 2r 
in wunderbarer Uebereinstimmung mit (130), wenn man — statt A, setzt. 


In der That nähern sich beide Figuren, das ungleichaxige Ellipsoid und 
der Ring immer mehr dem Zustande eines unendlichen Cylinders mit kreis- 
förmiger Basis. Bedeutet, um dieso Ideen zu fixiren, M die Masse, a die 
halbe kleinste Axe, so resultiren für die genannten Gleichgewichtskörper 
die Relationen 
6 2 6 4 
„ log nal a y = r log nal 5 
Ferner ist für gleiche M und a, das Verhältniss von c zu r gleich 2x und 
Lim EN = , oder Lim Mm. 
H o 

Die angeführten Formeln gewähren zur Berechnung der vorliegenden 
Fälle hinreichende Genauigkeit; die genaueren Integrale von (40) geben 
wenig abweichende Resultate. 

S. 73 ist unter der Z. 20 einzuschalten: c == 1,0092, r = O00. 

S. 74 in der zweiten Reihe der „secundären Körper“ unter dem Artikel: 
Hohlkugel, für V > 0 zu lesen „von endlichen“ statt „von unendlichen“. 

Jever, Dr. MATTHIESSEN. 


VL Zur mechanischen Wärmelehre. (Berechnung derjenigen 
mechanischen Arbeit, welche zur Zerlegung einer chemi- 
schen Verbindung erforderlich ist.) | 

1) Es seien A und B die Atome zweier Grundstoffe. Das Gewicht von 
4 sei gleich p,, das von B gleich p,, während m, und m, die entsprechenden 
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Massen sein mögen. Der Wärmezustand sei der Art, dass 4 mit einer Ge- 
schwindigkeit = v, und B mit einer solchen = , schwingt. Soll nun die 
Schwingungsgeschwindigkeit von 4 auf v, die von B auf v, gebracht wer- 
den, so muss hiedurch die lebendige Kraft von 4 auf m, v, — m: bn, die 
von B um m, vè — m, v wachsen. Die mechanischen Arbeiten, die zu 
diesem Behufe verrichtet werden müssen, seien beziehungsweise P, und 
P,: dann ist nach dem Gesetze der lebendigen Kräfte 
P, = P, 

wenn mi v; — mv = m b. — m, 5, vorausgesetzt wird. 

Da nun die lebendige Kraft des schwingenden Atoms ein Maass für die 
Temperatur ist und die mechanische Arbeit, die zur Hervorrufung einer be- 
stimmten lebendigen Kraft erforderlich, nach den Anschauungen der Undu- 
lations-Theorie „Wärmemenge“ heisst: so haben wir den Satz: 

Um je ein Atom der verschiedensten Grundstoffe in 
der Temperatur um gleichviel zu erhöhen, ist eine und 
dieselbe Wärmemenge erforderlich. 

Diese ganze Entwickelung beruht offenbar auf der Voraussetzung, dass 
bei Grundstoffen das einzelne Atom das Schwingende sei. 

2) Bezeichnet w die Wärmemenge, die nöthig ist, um A in der Tempe- 
ratur um einen Grad zu erhöhen, so ist dieses w auch zugleich die Quanti- 
tät von Wärme, die bei B für den nämlichen Zweck ausreicht. Ist p, — dem 


` Theil der Gewichtseinheit, p, = = derselben, und bezeichnen wir die 
spezifischen Wärmen derjenigen Stoffe, die beziehungsweise aus Atomen 
von der Beschaffenbeit von 4 und B zusammengesetzt sind, durch s, und ge 
so haben wir: 
51 = . d: und $s, = W . az, 
also 
S1: S = a,: a, (1) 
Es ist aber auch: 
gu, Du = I und d. . p = I, 
mithin 
P: ` Pi == af: Ay (2) 
Aus (1) und (2) ergibt sich aber: 
81 : Sy == Pe : pi oder: 8, pi = 8 Pae D. h. 
Die Atomgewichte der Grundstoffe verhalten sich 
umgekehrt wie die spezifischen Wärmen derselben; oder 
Das Produkt aus spezifischer Wärme und Atomgewicht 
hat für alle Grundstoffe den nämlichen Werth. 

3) Das Resultat obiger Entwickelung wird durch die Erfahrung bestä- 
tigt, indem man bekanntlich nahezu 40 erhält, so oft man die chemische 
Aequivalentzahl eines Grundstoffes ‚mit der spezifischen Wärme des näm- 
lichen Grundstoffes multiplizirt. Auf empirischen Wege ist bekanntlich auch 
dargethan worden, dass das Gesetz: „die spezifischen Wärmen verhalten 
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sich umgekehrt wie die chemischen Aequivalentzahlen“ auch für alle che- 
mische Verbindungen von übereinstimmender chemischer Constitution gilt. 
Die Zahl, welche heraus kommt, wenn man bei chemischen Verbin- 
dungen die spezifische Wärme mit der Aequivalentzahl multiplizirt, ist 
jedoch durchgehends grösser als 40. (Dieses Produkt ist z. B. bei Me- 
talloxyden, bei denen auf 1 Aequivalent Metall 1 Aequivalent Sauerstoff 
kommt, nahezu 79 u. s. w.) So ist z.B. k 

Aequivalentzahl des Sauerstoffs mal spez. Wärme des Sauerstoffs = 40; 
dagegen 

Aequivalentzahl des Zinkoxyds mal spez. Wärme desselben = 70. 

Hieraus ergibt sich, dass einer chemischen Verbindung 
eine grössere spezifische Wärme zukommt, als einem Grund- 
stoff zukommen würde, dessen Atome einzeln eben so 
schwer wären wie diejenigen der chemischen Verbindung. 

Worin hat dies seinen Grund? | 

Der Umstand, dass ein Zinkoxydatom schwerer ist als ein Zinkatom, 
kann die verschiedene Grösse des Wärmebedarfs nicht herbeiführen. Denn 
auch ein (Juecksilberatom ist ja z. B. bedeutend schwerer als ein Zinkatom, 
und doch ist die Wärmemenge, die zur Erhöhung der Temperatur eines 
Atoms um einen Grad erforderlich ist, für Zink genau dieselbe wie für 
Quecksilber. Wäre jedes Zinkoxydatom eine starre Verbindung aus 1 Atom 
Zink und 1 Atom Sauerstoff, schwänge dieses Zinkoxyd als starres Ganze 
und hätte es bei diesem Schwingen des Gesammtatoms sein Bewenden, sv 
müsste die gleiche Wärmemenge ausreichen, um 1 Atom Zinkoxyd in der 
Temperatur um 1 Grad zu erhöhen, wie um 1 Atom irgend eines Grundstof- 
fes um 1 Grad zu erhöhen. 

Da dem nun aber der Erfahrung gemäss nicht so ist, sondern ein 
Zinkoxydatom mehr Wärme braucht als ein Zinkatom, um in der Tempera- 
tur um gleichviel erhöht zu werden, so folgt daraus, dass die einfachen 
Atome innerhalb des Gesammtatoms gleichfalls Schwingungen ausführen, 
dass mithin jede Zufuhr an Wärme nur theilweise zur Erhöhung der 
Schwingungsenergie des Gesammtatoms verwendet wird, während der an- 
dere Theil dazu dient, die Schwingungsgeschwindigkeit (die Eigenbewe- 
gung) der einfachen Atome zu steigern. Bei fortgesetzter Wärmezufuhr 
werden letztere (die Schwingungen der einfachen Atome) zuletzt dermassen 
überwuchern, dass von einer Zusammengehörigkeit der einfachen Atome 
keine Rede mehr sein kann, das dynamische Band mithin, welches die ver- 
schiedenen Grundstoffatome zusammenhielt, als zerrissen betrachtet werden 
muss. Dann ist es der Wärme gelungen, die chemische Ver- 

bindung in ihre Bestandtheile zu zerlegen. 
| 4) Es sei X die chemische Aequivglentzahl einer unmittelbaren chemi- 
schen Verbindung aus den Bestandtheilen A und B. Um kGevwichtsein- 
heiten dieser Verbindung auf die (vom absoluten Nullpunkt an gezählte) Tem- 
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peratur t zu erheben, muss ihr eine gewisse Wärmemenge beigebracht 
werden. Diese Wärmemenge besteht aber aus zwei Bestandtheilen, von 
denen der eine (w,) die Schwingungsgeschwindigkeit des Gesammtatoms, 
der andere (,) diejenige der einfachen Atome unterhält und steigert. Es 
ist somit w, = W — w, | 

Bezeichnen wir die spezifische Wärme der chemischen Verbindung 
durch s, so ist 

tk ==; 

wobei c ein von der chemischen Constitution abhängiger Coefficient ist“), 


e e c 
also s = 7, folglich aa skatti 


Ferner ist w, = 40 . t; denn wäre das Gesammtatom ein starres Ganze, 
so dass nur seine Schwingungen, nicht aber die der einfachen Atome in 
Betracht kämen, so müsste ja s. k — 40 sein. Wir haben somit: 

W, == t . (c — 40). f 

Geben wir nun dem !{ die spezielle Bedeutung der Zersetzungstempera- 
tur, d. h. derjenigen Temperatur, bei welcher in Folge der alleinigen 
Einwirkung der Wärme die chemische Verbindung sich in ihre Bestand- 
theile auflöst, so bedeutet w, diejenige Wärmemenge, die lediglich auf die 
Schwingungen der einfachen Atome verwendet werden muss, um eine Tren- 
nung herbeizuführen. Und multipliziren wir dann diese Wärmemenge w; 
mit dem mechanischen Aequivalent der Wärme (das durch g bezeichnet sein 
mag), so haben wir offenbar diejenige mechanische Arbeit, die rein zum 
Zwecke der Zerlegung verrichtet werden muss, wenn eine der chemischen 
Aequivalentzahl k gleiche Anzahl von Gewichtseinheiten der Verbindung 
vorliegt. Diese mechanische Arbeit, die jedenfalls ein genaues Maass für 
die Festigkeit der chemischen Verbindung ist, lässt sich somit durch den 
Ausdruck: 

(c — 40) . . 
darstellen. 

5) Es sei C eine chemische Verbindung aus m Aequivalenten des Grund- 
stoffes A und n Aequivalenten des Grundstoffes B. Ist C verbrennlich 
und besteht das Verbrennungsprodukt von C aus dem Verbrennungsprodukt 
von A und demjenigen von B, so lassen sich im Verbindungsprozess von C 
offenbar folgende Vorgänge unterscheiden : 

a) Zerlegung von C in m Aequiv. von A und n Aequiv. von B; 
b) Verbrennnng der m Aequiv. von 4; 
c) Verbrennung der n Aequiv. von B. 


*) Dieser Coefficient ist für Verbindungen, bei denen auf 1 Acquivalent des 
metallischen Grundstoffes 1 Aequivalent Sauerstoff kommt = 70; bei Oxyden, 
bei denen auf 2 Aequiv. des metallischen Grundstoffs 3 Aequiv. Sauerstoff gehen 
= 169 u. s. w. 
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Bestimmt man nun die Wärmemengen m, und m,, die beziehungsweise 
beim Verbrennen von m Aequiv. von A und n Aequiv. von B sich ent- 
wickeln, und vergleicht die Summe m, + m, mit derjenigen Wärmemenge m,, 
welche durch das Verbrennen von C entsteht, so wird man finden, dass m, 
kleiner ist als m, T m,*). Diese Thatsache berechtigt uns aber offenbar 
zu dem Schlusse, dass m, + m, — m, diejenige Quantität an Wärme sein 
müsse, welche zur Trennung der Verbindung vonC in m Aequiv. von A und 
n Aequiv. von Bin Anspruch genommen werden musste, 

Nun können wir für die Verbindung C die zu ihrer Trennung erforder- 
liche mechanische Arbeit zweimal ausdrücken und gelangen so zu der 
Gleichung: 

(e — 40). 7. g = (m + m. — m,). g, 
woraus folgt: | 
m, + m, — ids 

c — 40 

Auf diese Weise lässt sich für C die Temperatur berechnen, bei wel- 
cher Trennung in 4 von B hätte erfolgen müssen, wenn die Affinität aus 
dem Spiele geblieben und die Wärme die allein wirkende Kraft gewe- 
sen wäre. 

Bekanntlich sind z. B. Kohlenwasserstoff, Schwefelwasserstoff etc. 
chemische Verbindungen, welche die an C gestellten Bedingungen erfüllen. 

Prof. Frenn. Mann. 


1 = 


VII. Ueber die Anwendung der Afinitätsaxen zur graphischen Be- 
stimmung der Ebene. 

Wenn man eine Ebene graphisch bestimmt nennt, sobald man im Stande 
ist, jeden Punkt derselben zu projiciren, so ist allgemein eine Ebene be- 
stimmt, durch zwei sich schneidende (speciell parallele) gerade Linien auf 
ihr, deren Projectionen man kennt. Wenn irgend ein Punkt der Ebene 
darnach im Grundriss willkürlich angenommen wird, so bestimmt sich sein 
Aufriss ganz einfach mittels einer Transversale, die man so durch ihn hin- 
durch legt, dass sie die gegebenen geraden Bestimmungslinien entweder 
beide schneidet , oder zu der einen von beiden parallel läuft; in der ersten 
Art ist aus dem Grundriss von a in der Figur 1, Tafel II, der Aufriss und 
in der zweiten Art aus dem Aufriss von b der Grundriss gefunden worden. 
(G und Z sind die beiden bestimmenden geraden Linien.) 

Wenn man die zulässigen speciellen Fälle dieser Bestimmungsweise 
aufsucht, d. h. die beiden bestimmenden geraden Linien alle möglichen 
Lagen annehmen lässt, die nicht über die Lage der zu bestimmenden Ebene 
selbst eine besondere Voraussetzung machen, so erhält man als einen ein- 
fachsten Fall dieser Bestimmung die Bestimmung der Ebene durch zwei 
Spuren, als durch zwei gerade Linien, von deren jeder zwei Projectionen i in 
Projectionsaxen fallen; die Bestimmung der Punkte a” aus a und b” aus 5 
nach den beiden vorher gedachten Arten zeigt dann die folgende Figur 
(Tafel II, Fig. 2). 


*) Siehe die Arbeiten von Favre und Silbermann. 
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Allein man hat in Folge der principiellen Benutzung von nur zwei 
Projectionsebenen nicht vermocht zu erkennen, dass noch ein anderer gleich 
einfacher Fall sich aus dieser allgemeinen Bestimmungsweise ergibt, der- 
jenige nämlich, bei welchem die bestimmenden geraden Linien G und L so 
gewählt sind, dass von jeder zwei Projectionen sich decken; diess aber lie- 
fert die Bestimmung durch Affinitätsaxen, die der Gegenstand dieser Mit- 
theilungen sein soll. 


Auf jeder Ebene gibt es zuerst eine gerade Linie, deren Grundriss und 
Aufriss sich decken, sie ist die Axe der Affinität zwischen Grund- und Auf- 
riss beliebiger Systeme auf der Ebene, oder sie ist auch die Durchschnitts- 
linie dieser Ebene mit der unter 45° gegen die Grundrissebene geneigten 
und durch die erste Projectionsaxe x von vorn unten nach hinten oben ge- 
henden Ebene; auf jeder Ebene gibt es ferner eine gerade Linie, deren 
Auf- und Seitenriss sich decken, sie ist die Axe der Affinität zwischen Auf- 
und Seitenriss beliebiger Systeme auf der Ebene und die Durchschnittslinie 
derselben mit einer unter 45° gegen die Aufrissebene geneigten und durch 
die drei Projectionsaxen von vorn rechts nach hinten links gehenden Ebene. 
Man erkennt daraus, dass der Seitenriss jener ersten und der Grundriss die- 
ser zweiten geraden Linie in der von rechts unten nach links oben gehenden 
Halbirungslinie des Axenwinkels zusammenfallen. 


Man erkennt ferner leicht, dass diese beiden geraden Linien sich in 
der Durchschnittslinie jener beiden Winkelhalbirungsebenen schneiden 
müssen, sofern sie der nämlichen Ebene angehören sollen, und diese Durch- 
schnittslinie ist die einzige gerade Linie, deren drei Projectionen zusam- 
menfallen eben in die bezeichnete Halbirungslinie des Axenwinkels. Daher 
sind in der folgenden Figur A und A (Taf. II, Fig. 3) die beiden besproche- 
nen Affinitätsaxen einer Ebene und dieselben sind, wie leicht zu sehen ist 
zu ihrer Bestimmung vollkommen ausreichend und bequem. Zu einem 
Punkte a, hat man durch eine A und A schneidende Transversale af die 
Punkte a,, und a, bestimmt; a, B, ist die Transversale im Grundriss will- 
kührlich durch a, gelegt; «,,ß,, ist ihr Aufriss, a, B,,, ihr Seitenriss und 
darin respective a,, und ,. Zu b ist ferner durch eine zu A parallele 
Transversale b und b” bestimmt worden; E a" ist ihr Aufriss, 5’y’ ihr Grund- 
riss und 5”y ihr Seitenriss, darin respective b und b”; natürlich ist 
by || by |] 4,(4,,) und y” || 4”. Offenbar ist die Construction weder 
zusammengesetzter noch beschwerlicher als die vermittelst der Spuren. 


Wenn hier nur die Bestimmung von Punkten näher beleuchtet ist, so 
ist in dem Entwickelten schon die Bestimmung von Linien enthalten; auch 
braucht von der Bestimmung ebener Punkte und Liniensysteme nicht wei- 
ter gesprochen zu werden, da bei dieser keine neuen Schwierigkeiten sich 
zeigen, wohl aber als willkommner Vortheil die Eigenschaft der Affinitäts- 
axe als Durchschnittsort homologer gerader Linien zweier Projectionen 
eines solchen Systems erscheint. Es genügt deshalb das bisher Gezeigte, 
die Anwendbarkeit der Affinitätsaxen zur Bestimmung der Ebene zu 
zeigen. 

Nur noch an zwei Aufgaben soll diese ihre der den Spuren analoge 
Bedeutung dargelegt werden; mit ihrer Hilfe soll die Durchschnittslinie 
zweier Ebenen und der Durchschnittspunkt einer Ebene mit einer geraden 
Linie bestimmt werden: 

I. Bestimmung der Durchschnittslinie zweier Ebenen. Sind 4 und A, B 
und B die Affinitätsaxenpaare zweier Ebenen, so stellt die folgende Figur die 
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Bestimmung ihrer Durchschnittslinie dar. Affinitätsaxen 4 und B schneiden 
sich in einem Punkte a, die Affinitätsaxen A und Bin einem Punkte ö und 
die Verbindungslinie beider ab ist die Durchschnittslinie der Ebenen, die 
Figur liefert sie in allen drei Projectionen. An Einfachheit steht auch diese 
Construktion derjenigen mit Hilfe der Spuren durchaus nicht nach. 

IT. Bestimmung des Durchschnittspunktes einer geraden Linie mit 
einer Ebene; der Grundgedanke der Auflösung bleibt derselbe, wie gewöhn- 
lich: durch die gerade Linie wird eine Ebene gelegt, ihre Durchschnitts- 
linie mit der gegebenen bestimmt und der Punkt angemerkt, wo diese die 
gegebene gerade Linie schneidet, er ist der gesuchte, 

Wenn bei Benutzung der Spuren die besagte Hilfsebene nach dem 
Satze bestimmt wird, dass die Spuren einer Ebene stets die gleichbenannten 
Durchgangspunkte einer geraden Linie enthalten müssen, durch die sie ge- 
legt wird, so lässt sich hier derselbe Satz von den Affinitätsaxen einer 
Ebene aussprechen, sofern man nur unter Durchgangspunkten der geraden 
Linie nicht die Schnittpunkte derselben mit den Projectionsebenen, sondern 
mit jenen unter 45° geneigten Ebenen der Affinitätsaxen versteht; diese 
Durchgangspunkte sind aber offenbar der dem Aufriss und Grundriss und 
der dem Aufriss und Seitenriss der geraden Linie gemeinschaftliche Punkt, 
ihre Bestimmung ist also vollkommen mühelos. In der Figur sind es die 
Punkte d, 4, da L,L,, L,,, die drei Projectionen der geraden Linie sind. 
A, A sind die Affinitätsaxen der gegeben Ebene, B, B die einer durch Z 
gelegten Hilfsebene; bei ihrer Wahl ist nur dass maassgebend, dass sie die 
der gegebenen Ebene möglichst scharf schneiden. Dann ist ab die Durch- 
schnittslinie beider Ebenen und s der Punkt, wo sie Zdurchschneidet. Man 
erhält ihn in allen drei Projectionen selbständig und hat daher scharfe Proben. 

Die Construktion vereinfacht sich noch mehr durch eine besondere 
Wahl der Affinitätsaxen B, B; wenn man sie z. B. zusammenfallen lässt, 
sodass beide durch die Verbindungslinie des d mit 4 dargestellt werden, so 
hat man folgende einfache Construction. 4, A sind die Axen der Ebene, 
L,L,,Z,,, die Projectionen der Linie, d. 4 ihre Durchgangspunkte, B, B da- 
her die Axen der Hilfsebene. die sich mit Z,, decken; ab ist die Schnitt- 
linie beider Ebenen und man erhält nun s,, nicht direkt, jedoch mit voller 
Genauigkeit, da s, und s,,, direkt bestimmt werden und s,, in Z,, fallen muss. 
Die Construction ist vollkommen so einfach als die Benutzung der projici- 
renden Ebene der geraden Linie in der gewöhnlichen Weise. Wenn ich 
nun nach der Behandlung dieser beiden Aufgaben noch die offenbar wahren 
Sätze hinzufüge: parallelle Ebenen haben parallele Affinitätsaxen; ist 
eine gerade Linie einer Ebene parallel, so schneiden sich die durch ihre 
Durchgangspunkte mit den 45° Ebenen gezogenen Parallelen zu den Affi- 
nitätsaxen der Ebene in der Winkelhalbirungslinie A... B,, denen sich 
leicht andere beigesellen liessen, so sieht man wohl, dass auch andere Auf- 
gaben sich mit diesen Axen bequem behandeln lassen. Dieselben erweisen 
sich als neue Bestimmungsstücke von vielem Nutzen. 

Und wenn man fragte, wozu eine neue Bestimmungsweise, da die 
alte allen Anforderungen entspricht, so ist zu antworten, dass die Viel- 
heit der Hilfsmittel ihre Brauchbarkeit stets erhöht und besonders vom. 
Standpunkte des Lehrers, dass in einer Wissenschaft, die so ganz auf die 
Durchbildung der geistigen Anschauung räumlicher Verhältnisse sich stützen 
muss, wie die darstellende Geometrie, kein Mittel überflüssig ist, durch das 
von einer neuen Seite her dieselbe befördert wird. FIEDLER. 
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VIIL Chemische Analyse durch Spectralbeobachtungen von G. Kircu- 
HOFP und Bunsen (Pogg. Ann. Bd. 110. 161). Diese Methode der Unter- 
suchung gründet sich darauf, dass gewisse Körper in eine Flamme gebracht, 
in dem Spectrum derselben helle Linien hervorbringen, durch deren Lage 
und Färbung die in die Flamme gebrachten Körper völlig charakterisirt 
sind. Diese Körper sind Kalium, Natrium, Lithium, Strontium, Calcium, 
Barium, so wie sehr viele Salze derselben. Die Verfasser des genannten 
Aufsatzes haben nicht nur gezeigt, dass von rein dargestellten Chlorverbin- 
dungen obiger Metalle, jede für sich, ein charakteristisches Spectrum her- 
vorbringt, sondern auch, dass dieses Spectrum innerhalb sehr weiter Gren- 
zen unabhängig von der Natur der Flamme ist. Sie wandten zu letate- 
rem Zwecke folgende Flammen an, denen die von den Verfassern berech- 
neten Temperaturen beigesetzt sind: 


eine Schwefelflamme . . . 18200 C 
eine Schwefelkohlenstoffflamme . 21950 C 
eine Leuchtgasflamme . . . . 23500 C 


eine Kohlenoxydgasflamme . 30420 C 
eine Wasserstoffflamme in der Luft 32590 C 
eine Knallgasflamme . . . . 80610 C 


Die Verbindungen wurden an einem Platindraht in die Flamme ge- 
bracht; dadurch und indem man den elektrischen Funken eines Ruhm- 
korf’schen Apparates zwischen dem aus den Metallen gebildeten Elektro- 
den überschlagen liess, fand sich, dass folgende Metalle und ihre Verbin- 
dungen durch die Beschaffenheit der Flammenspectren charakterisirt sind: 

Natrium durch eine einzige helle gelbe Linie; 

Kalium durch zwei Linien, eine im äussersten Roth, die andere im 
Violett; 

Lithium durch eine helle Linie im Roth und leine sehr schwache im 
Orange; 

Strontium durch die Abwesenheit der grünen Streifen, durch seclıs rothe 
und eine blaue Linie; 

Calcium durch zwei sehr intensive Linien, die eine im Grün, die andere 
im Orange; 

Barium durch sehr charakteristische Linien im Grün. 

Diese Beschaffenheit der Spectren, hinsichtlich deren Abbildung wir 
auf die Originalabhandlung verweisen müssen, ist um so deutlicher zu er- 
kennen, je höher die Temperatur der Flamme und je geringer ihre eigene 
Leuchtkraft ist. Uebrigens sind diese Reactionen so ausserordentlich em- 
pfindlich, dass z. B. angenähert 


von Natriumsalz noch 3000000 Milligramm 
- Lithiumsalz - 1500000 os g 
- Kalisalz - T u g 
- Strontiumsalz - 1000000 a i 
- Calciumsalz - 1000000 a 
- Bariumsalz > ` S g 


mit Sicherheit erkannt werden kaun. 
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Die Verfasser des genannten Aufsatzes fanden ferner, dass auch in 
einem Gemische obiger Alkali- und alkalischer Erdsalze das Charakteristi- 
sche der einzelnen Spectra mithin der sie bildenden Körper, erkannt wer- 
den könne. Sonach empfehlen Kirchhoff und Bunsen die Beobachtung 
der Spectren von Flammen, in die man z. B. Mineralien oder die aus ihnen 
im Platintiegel mittels Fluorwasserstoffsäure dargestellten schwefelsauren 
Salze bringt, zur Untersuchung derselben auf Alkalien und alkalische Er- 
den. Die Spectra der einzelnen Körper treten hierbei wegen der verschie- 
denen Flüchtigkeit derselben oft nach einander auf. Diese neue Methode 
empfiehlt sich deswegen sehr zum Gebrauche, weil die Menge der zu un- 
tersuchenden Substanz sehr klein zu sein braucht, weil die farbigen Strei- 
fen unberührt von fremden Einflüssen erscheinen und weil sie ein genaue- 
res Mittel darbietet, sehr kleine Mengen von gewissen Substanzen aufzu- 
finden, als man bisher hatte. So führten bis jetzt die Versuche zu dem Re- 
sultate, dass nicht nur Kalium und Natrium, sondern auch Lithium und 
Strontium zu den in geringer Menge vorkommenden, aber am häufigsten ver- 
breiteten Stoffen gehören. 

Was den schon früher in dieser Zeitschrift erwähnten merkwürdigen 

Satz anbelangt, dass die hellen Streifen Licht von derselben Farbe absor- 
biren, so ist derselbe aufs Neue bestätigt worden, indem das Licht von 
einem weissglühenden Platindraht durch eine mit Kochsalz imprägnirte Al- 
koholflamme geleitet wurde; die gelbe Natriumlinie verwandelte sich augen- 
blicklich in die dunkle Frauenhofersche Linie D. Desgleichen ist es den 
Verfassern gelungen, die hellen Linien von Kalium, Strontium, Calcium, 
Barium durch Sonnenlicht in dunkle Linien umzukehren. Dr. Kant. 


IV. 
Zur Geometrie der Lage. 


Von M. SATTELBERGER, 
Lehramtscandidat zu Erlangen. 


8. 1. 


Sind 4, —0, 4 —0 die Gleichungen zweier Curven der nten Ord- 
nung, und verbinden wir dieselben nach dem Vorgange Plückers zur 
Gleichung A, + uA. O, wo a eine beliebige Constante bedeutet, so ist 
4, + u 4, = 0 die Gleichung wieder einer Curve der n Ordnung, und 
zwar geht diese durch die sämmtlichen (*) Schnittpunkte der beiden ersten 
Curven der nten Ordnung. Durch die n?Schnittpunkte zweier Curven der 
nien Ordnung gehen also stets unendlich viele Curven derselben Ordnung. 


Eine Curve der naien Ordnung ist bestimmt im Allgemeinen durch 
gint? 
+9 Punkte; es ist aber 

n(n+3) n? n.3 
ee 


3 ; 
somit ist or = oder < n? je nachdem n <, == oder > 3 ist. Es 


wird sich daher aus der oben gemachten Bemerkung, dass die n' Schnittpunkte 
zweier Curven der nen Ordnung niemals im Stande sind eine Curve dieser 
Ordnung zu bestimmen, sondern stets unendlich viele zulassen, — für die- 
jenigen Curven, deren Ordnung höher ist als die zweite, ein Satz ableiten 


n (n ＋ 3) 
2 


lassen; durch — 1 der Schnittpunkte zweier Curven der nten Ord- 


nung lassen sich stets unendlich viele Curven dieser Ordnung legen; obiger 

Bemerkung zufolge sind nun die noch übrigen der vi Schnittpunkte so be- 
; : n(n +3 | | 

schaffen, dass sie zu jenen ri hinzugezogen, gegen die Regel 
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immer noch unendlich viele Curven der gien Ordnung zulassen; man kommt 
hiedurch auf die Vermuthung, es möge folgender Satz gelten: 


Legt man durch Ss 1 der n° Schnittpunkte 


zweier Curven der nt Ordnung eine neue Curve der 
nien Ordnung, so geht diese stets durch alle jene 
n° Schnittpunkte. 


L 2 3 i 
Es ist z. B. für n = 3 nto und EED g, 
| n(n 3 
nin 3 
„ Wee hn = WE n(n) ua 


u. s. f. 
Ueberhaupt ist 
o (+3) ` 9 ia (n 1) (n— 2) 
2 2 2 
Der letzte Ausdruck ist aber für n —1 und S2 = 0, für n= oder 3 
ist er positiv. 
Der obige Satz lässt sich nun wie folgt beweisen: 


. ; n(n +3 : =. ge 8 
Die Coordinaten jener (CH — 1 ersten Schnittpunkte seien z,y, 
BU oe GY are xp) %); soll eine Curve der nten Ordnung durch diese 


Punkte gehen, und bezeichnet man die Gleichung der Curven n'* Ord- 
nung mit 
f (x, y) — 0, ° 


in dieser Gleichung vorkommenden Coeffi- 


n (n +3) 
2 


so können wir von den 


cienten einen einzigen beliebig annehmen, und zur Bestimmung der 


u — 1 übrigen haben wir die ur) — 1 Gleichungen 


f(xy’) SO, f(xy) =0, f(x" y")—=0,.... f (Py) = 0. 
Geben wir jenem ersten beliebig anzunehmenden Coefficienten jeden mig- 


n(n+3) 
2 


lichen Werth, so erhalten wir alle durch jene — 1 Punkte leg- 


baren Curven der nen Ordnung. Verbinden wir aber die Gleichungen 
A = 0, 4 = 0 der beiden gegebenen Curven nter Ordnung zur Gleichung 
A, + uA, = 0, so erfüllen die Coefficienten dieser Gleichung ebenfalls jene 
ners) * 1 Bedingungsgleichungen 

f (ay) = 0, f(xy”) =0, TSV =0,..... f (z y) = 0, 
und indem wir dem p alle möglichen Werthe beilegen, kann jenem einen 
Coefficienten ebenfalls jeder verlangte Werth ertheilt werden; die Glei- 


a 
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chungen sind bezüglich der Coefficienten linear; wir kommen also auf beide 
Weisen ganz auf die nämlichen Curven der nn Ordnung, d. h. die in der 
Gleichung 


Ay + pA, ==0 
enthaltenen Curven nter Ordnung sind alle möglichen Curven dieser Ord- 
nung, welche überhaupt durch jene u — 1 der n? Schnittpunkte leg- 


bar sind. Der obige Satz hat also in der That Gültigkeit. 
Auch ohne Zuhülfenahme der Grösse u kann.man auf diesen Satz 


SS : 3 
kommen. Nimmt man auf einer Curve der nten Ordnung LTH Punkte 


an, und setzt ihre Coordinatenwerthe in die allgemeine Gleichung der Cur- 


n (n+ 3) 
2 


ven nter Ordnung ein, so werden die erhaltenen Bedingungsglei- 


; ; i nint 3 F . 
chungen im Allgemeinen zur Bestimmung der E Coefficienten jener 
Gleichung hinreichen, und zwar auf die der gegebenen Curve entsprechen- 


n (n +3) 
2 


den Coefficienten hinführen; geht aber durch diese Punkte noch 


eine Curve der nen Ordnung, so müssen, da jene allgemeine Gleichung be- 
züglich der Coefficienten linear ist, also zwei Werthe eines Coeffieienten 


a e F . . nint 3 . 
sich nicht ergeben können — nothwendig die ur) Gleichungen unend- 


lich viele Lösungen zulassen bezüglich der Coefficienten, indem sie sich 


n (n +3) 
2 


auf wenigstens — I reduciren, so dass also eine Curve der n'e" 


— 1 der n? Schnittpunkte zweier anderer 


Ordnung, welche durch ner) 


Curven der gien Ordnung geht, jeden dieser n? Schnittpunkte enthält. 
Es werden nun verschiedene Anwendungen dieses Satzes folgen. 


L Von den den Curven höherer Ordnung einbeschriebenen Vielseiten. 
8. 2. 


Die einfachste Curve der nt" Ordnung ist das System von n Geraden. 

Zwei solche Systeme von n Geraden wollen wir ein 2n Seit nennen, 
und im Nachfolgenden unter 2n Seit nichts weiter als das verstehen. Die 
Seiten des 2n Seits sind natürlich jene 2n Gerade selbst; unter den Ecken 
des 2n Seits aber wollen wir jene n Punkte verstehen, wo immer eine Ge- 
rade des einen Systems eine Gerade des andern trifft. Sollten die Aus- 
drücke Seite der einen Art, Seite der andern Art vorkommen, so sind hiemit 
nur Gerade des einen, Gerade des andern Systems gemeint. In einigen Fi- 


guren sind die Seiten der einen Art mit (), die der andern mit (“) bezeichnet. 
6* 


84 Zur Geometrie der Lage. 


PP PR PL OPP PPP . PINON, 


Es wird nun gelten der 


Satz. Legt man jhe — 1 der vi Ecken eines 2n Seits eine 
2 
Curve der nten Ordnung, so geht sie auch durch die übrigen — 


Ecken des 2n Seits. 


Es entsteht nun aber die umgekehrte Frage, ob man einer Curve 
nter Ordnung ein solches 2n Seit einbeschreiben könne dergestalt, dass 


ners) 2) — 1 seiner Ecken auf ihr liegen; es müssten dann die übrigen 
waver?) S Ecken von selbst auf sie fallen. (Die Curven I. und I. Ord- 


nung sind natürlich von dieser Betrachtung auszuschliessen.) . 


8. 3. 


Ein beschreibung des 6 Seits in die Curve III. Ordnung. 


Um einer Curve III ein 6 Seit so einzubeschreiben, dass 8 seiner 
9 Eeken auf sie fallen, verfahre man wie folgt: 


Durch den Punkt 4 (Fig. 1, Taf. III) der Curve III ziehe man 4M und 
AN; diese mögen die Curve III noch in B und C, und D und E schneiden; 
F sei ein weiterer beliebiger Curvenpunkt, und man ziehe BF und DF, 
welche die Curve noch in G und H schneiden; zieht man jetzt noch EG und 
CH, so hat man ein 6 Seit, von welchem 8 Ecken (4, B, C, D, E, F, E, H) auf 
der Curve III liegen; es liegt also auch die Oe Ecke auf ihr, d. h. die Ge- 
raden EG und CH schneiden sich auch auf der Curve III. 

Es gilt also der 


Satz. Ist eine Curve III gegeben, so kann man zweimal 3 Gerade 80 
ziehen, dass sich 8 von den 9 Schnittpunkten je einer Geraden der einen 
Art mit einer Geraden der andern auf der Curve III befinden, der 9'° fällt 
dann von selbst auf sie. 

Von diesem Satze wollen wir nun einige besondere Fälle betrachten. 

1) Besteht die Curve III aus einer Curve II und einer Geraden, so 
geht unser Satz in den bekannten Satz von dem dem Kegelschnitte einbe- 
schriebenen gemeinen Sechsecke über. (Dass sich nämlich die Gegenseiten 
des dem Kegelschnitte einbeschriebenen gemeinen Sechseckes auf Einer 
Geraden schneiden.) 

2) Lassen wir die beiden Punkte 4 und D zusammenfallen, so erhal- 
ten wir den 

Satz. Zieht man durch den Punkt P (Fig. 2, Taf. III) einer Curve III 
zwei Gerade PM und PS, welche die Curve noch in B und C, und Fund H 
treffen, zieht man ferner BF und CH, welche die Curve noch in G und in 
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I treffen, zieht man endlich GJ und trifft diese die Curve noch in E, so ist 
PE die Tangente der gegebenen Curve III im Punkte P. 

Lassen wir die Geraden 4 BC und D FH (Fig. 1, Taf. III) allmälig zu- 
sammenfallen, so erhalten wir den | 

Satz. Zieht man an eine Curve III 3 Tangenten, deren 3 Berührungs- 
pankte in Einer Geraden liegen, so liegen auch diejenigen 3 Punkte, wo 
jede der 3 Tangenten die Curve nochmals schneidet in Einer Geraden. 

Rückt die Gerade, in der die 3 Berührungspunkte liegen, ins Unend- 
liche, so werden jene 3 Tangenten die 3 Asymptoten, und es gilt also der 

Zusatz. Die 3 Schnittpunkte einer Curve III mit ihren 3 Asymptoten 
liegen in Einer Geraden. 

Ebenso gilt der umgekehrte | 

Satz. Zieht man durch zwei von drei, in Einer Geraden liegenden, 
Punkten einer Curve III je eine Tangente an dieselbe, so geht die Gerade, 
welche die zwei Berührungspunkte verbindet, durch den Berührungspunkt 
einer durch den dritten Punkt gehenden Tangente. 

Lassen wir die 3 Punkte A, D, E in einen einzigen zusammenfallen, so 
erhalten wir den Ä 

Satz. Zieht man durch einen Inflexionspunkt einer Curve III 3 Ge- 
rade, welche die Curve III noch in B und C, Fund H und G und I schnei- 
den, und liegen B, F und G in Einer Geraden, so ist dies auch mit C, H 
und / der Fall. 

Ferner 

Satz. Zieht man durch einen Inflexionspunkt einer Curve III eine 
Gerade, welche die Curve noch in B und C schneidet, zieht man dann in 
Bund C die Tangenten an die Curve und schneiden diese noch in G und 
in I, so geht die Gerade GJ durch jenen Inflexionspunkt. 

Lassen wir endlich die 3 Geraden ABC, D FH und EG zusammenfallen, 
w erhalten wir den 

Satz. Die 3 Inflexionspunkte einer Curve III liegen in Einer Geraden. 


8. 4. 
Einbeschreibung des 8Seits in die Curve IV. Ordnung. 


Es soll der Curve IV das 8 Seit so einbeschrieben werden, dass 13 sei- 
ner 16 Ecken auf sie fallen. | 

1) Man ziehe (Fig. 3, Taf. III) 4M und AN, welche die Curve noch in 
B, C und einem dritten Punkte und D und E und einem dritten Punkte 
schneiden mögen; F liege auf der Curve, man ziehe nun ferner BF, welche 
noch in H und , und DF, welche noch in G und I schneide; dann CE, 
welche noch in W und EH, welche noch in X schneiden möge; zieht man 
nun noch IK und V V, so hat man ein get, allein auf der Curve IV lie- 
gen blos 12 seiner Eckpunkte. 
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Oder man ziehe (Fig. 4, Taf. III) MN und PO als Seiten der einen Art 
beliebig, treffen diese die Curve IV in 4, B, C und L, und in D, F, G und J, 
so ziehe man AD, BF, CG und LI; treffen die letztern Geraden noch in H 
und V und S und W, und zieht man noch HS und V W, so hat manewieder 
ein 8Seit, von dem aber ebenfalls blos 12 Ecken auf der Carve IV liegen. 

2) Wir nehmen nun eine Curve IV an, welche aus einer Curve III 
und einer Curve I besteht, geben jedoch blos die Curve III; man kann 
nun das 8Seit so verzeichnen, dass 11 seiner Ecken auf die Curve III fal- 
len; dies geschieht wie folgt: 

Man ziehe durch den Punkt 4 (Fig. 5, Taf. III) der Curve III A Mund 
AN, welche die Curve III noch in B und C, und D und E schneiden mögen, 
ziehe BF, DF, CG und EG, so dass Fund G auf der Curve III liegen; diese 
Geraden mögen die Curve III noch in X, H, Lund I treffen; zieht man jetzt 
noch X L und HI, so hat man ein 8Scit, von dessen 16 Ecken 11 auf der 
Curve III liegen; zieht man nun durch 2 der noch übrigen Ecken, z. B. 
durch X und Y, eine Gerade, so bildet diese mit der gegebenen Curve III 
eine Curve IV, und es liegen 13 Ecken unseres 8 Seits auf dieser Curve IV; 
es liegen also auch die übrigen 3 auf ihr, nämlich noch 2 Ecken fallen auf 
die Gerade X Y und die letzte Ecke fällt noch auf die gegebene Curve III. 

Wir haben also den 

Satz. Einer Curve III lässt sich stets ein 8Seit so einbeschreiben, 
dass 11 seiner Eckpunkte auf sie fallen, ein 12er fällt dann von selbst auf 
sie, und die übrigen 4 liegen in Einer Geraden. 

3) Nehmen wir eine Curve IV, welche aus 2 Curven II besteht, und 
geben wir blos die eine Curve II, so können wir dieser offenbar ein 8 Seit 
so einbeschreiben, dass 8 Ecken desselben auf sie fallen; durch 5 weitere 
Ecken geht eine andere Curve II, also liegen auf der von beiden Curven II 
gebildeten Curve IV 13 Ecken des 8 Seits. 

Es gilt also der 

Satz. Beschreibt man einer Curve II ein 8Seit so ein, dass 8 seiner 
Ecken auf ihr liegen, so liegen die übrigen 8 Ecken wieder auf einer 
Curve II. | 

4) Nehmen wir endlich eine Curve IV, welche aus einer Geraden und 
einer Curve III besteht, und geben blos die Gerade, so können wir jeder- 
zeit ein 8Seit so zeichnen, dass 4 seiner Ecken auf der Geraden liegen; 
da durch 9 der übrigen eine Curve III gelegt werden kann, so liegen auf 

der von der Geraden und der Curve III gebildeten Curve IV 13 Ecken des 
= 8Seits; wir haben also den 

Satz. Construirt man ein 8Seit, so dass 4 seiner Ecken auf Einer Ge- 
raden liegen, so liegen die übrigen 12 Ecken auf einer Curve Ill. Ordnung. 

5) Besteht die in 2 dieses § vorkommende Curve III aus einer Curve II 
und einer Geraden, so erhalten wir zum dortigen Satze den folgenden 

Zusatz. Construirt man ein 8 Seit derart, dass 8 von seinen Ecken 
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auf einer Curve II und 3 davon auf Einer Geraden liegen, so fällt auf diese 
Gerade noch ein 4'° Eekpunkt, und die 4 letzten Eckpunkte liegen wieder 
auf Einer Geraden. 

Diese Construction kann nun auf zweierlei Weise gemacht werden: 
Entweder man zeichnet in einen Kegelschnitt ein gewöhnliches Viereck 
und lässt 3 von seinen 4 Seiten um 3 in Einer Geraden liegende Punkte 
sich drehen; dies führt auf den bekannten Satz, dass sich dann auch die 
4“ Seite um einen Punkt dieser Geraden drehe; es liegen aber auch die- 
jenigen 4 Punkte, wo immer eine Seite des alten Viereckes die Gegenseite 
der ihr im neuen Vierecke entsprechenden Seite trifft, stets in gerader 
Linie. — 

Die andere Art der Construction des in Rede stehenden 8 Seits ist fol- 
gende: Man nehme auf einer Curve II die 7 Punkte 4, B, C, D, E, Fund G 
(Fig. 6, Taf. III) an; 4B und FG, sowie BC und EF mögen sich auf der Ge- 
raden m scheiden; schneiden CD und DE die m in V und , so ziehe man 
AV und GW, so werden sich diese 2 Geraden wieder auf der Curve II 
schneiden. Was die 4 andern Punkte betrifft, welche in Einer Geraden 
liegen sollen, so sind diese, wenn man den Schnitt von 4V und G W mit 
H bezeichnet, der Schnittpunkt von AB und DE, der von BC und GH, der 
von CD und FG, und der von AH und EF. 


| 8. 5. 
Gebrauch eines Doppelpunktes bei Einbeschreibung des 
2nSeits in die Curve ner Ordnung. 


Einer gegebenen Curve IV kann man im Allgemeinen nach 1 des vo- 
rigen $ das 8 Seit nicht einbeschreiben, so dass 13 seiner Ecken auf sie fal- 
len. Geht man aber biebei von einem Doppelpunkte (welchen die Curve IV 
freilich nur dann hat, wenn sie aus Curven niederer Ordnungen, z. B. aus 
einer Curve III und einer Geraden besteht) aus, so gelingt diese Einbe- 
schreibung. 

1) Im Doppelpunkte X fallen 4 Ecken des einzubeschreibenden 2n Seits 
zusaınmen. Nachdem wir die Seiten der einen Art 4B und CD (Fig. 7, 
Taf. III) gezogen haben, sind die 2 andern Seiten 4D und BC im Allgemei- 
nen bestimmt; liegen aber die 4 Punkte 4, B, C und D unendlich nahe bei- 
sammen, so kann man schon durch unendlich kleine Verschiebung oder 
Drehung der Seite AB oder CD der 3e Seite AD jede beliebige Richtung 
geben; ist dieser letzten Seite aber einmal eine bestimmte Richtung gege- 
ben, so kann man die Richtung der 4' Seite BC nur durch endliche Dre- 
bungen der Seiten 4B, CD oder AD um Endliches ändern. Wir haben also den 

Satz. Gehen wir bei Einbeschreibung des 2n Seits von einem Doppel- 
punkte der Curve aus, so dürfen wir durch ihn nicht nur 2 Seiten der einen 
Art, sondern auch noch eine Seite der andern Art beliebig annehmen, und 
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dürfen dennoch voraussetzen, dass die beiden dadurch (im Dopperpualste) 
entstehenden Eckpunkte des 2n Seits auf der Curve liegen. 


2) Gehen wir jetzt auf die zweite Figur des vorigen $ zurück; wir 
können jetzt auch den Punkt, wo sich B Fund HS schneiden, auf die Curve 
fallen lassen, sobald sie einen Doppelpunkt hat. Es sollen dann A, D, B 
und Fin diesem Doppelpunkte P (Fig. 8, Taf. III) zusammenfallen; wir wer- 
den ziehen PM und PQ; diese mögen noch in C und Z und in G und J schnei- 
den; wir ziehen nun CG und LJ; diese mögen die Curve IV noch in H und 
V und in S und W treffen; jetzt ziehen wir HS, diese treffen noch in Tund 
K; zieht man nun noch PT und PK, sowie V W, so hat man ein 8Seit, von 
welchem 13 Ecken auf der Curve IV liegen. Es liegen nämlich 3 Ecken im 
Doppelpunkte P auf der Curve IV, indem wir annelımen dürfen, dass die 
2 Ecken 4 und D, welche PM und PQ mit PT bilden, auf der Curve liegen; 
ferner können wir uns DE durch den einen der beiden andern in D noch 
liegenden Punkte B und F gehend denken. Es liegen ferner noch die 
10 Ecken C, L, G, 1, H, S, V, W, Tund K auf der Curve IV. — Es müssen 
sich jetzt auch noch PT und V W, sowie PK und VW auf der Curve IV 
schneiden. 

Im folgenden $ sollen einige besondere Anwendungen des in diesem $ 
Vorgekommenen, besonders der in 2 gemachten Construction gegeben 


werden. 
0 


F. 6. 


1) Es seien von einer Curve III die Punkte P, C, L, G, I, S und V (Fig. 9, 
Taf. III) gegeben, und zwar sollen P, C und L, ferner P, G und J, ferner C, G 
und und endlich Z, J und S immer in Einer Geraden liegen; die durch P 
gehende Gerade PN schneide die Curve III noch in T, so ist, wenn S, F 
und T in Einer Geraden liegen, PN die Curventangente in P. (S. S. 3, 
Nr. 2.) Ist dies aber nicht der Fall, so ist es leicht den dritten Schnitt- 
punkt von PN mit der Curve III zu finden. Man ziehe nämlich 7S, sie 
möge die C noch in H schneiden; zieht man nun PH, welche die LI in & 
trifft, so schneidet die VW die PN im gesuchten dritten Schnittpunkte von PN 
mit der Curve III. (Die Curve III und die Gerade PH sind nämlich als 
eine Curve IV zu betrachten, welche in P einen Doppelpunkt hat.) Und 
so kann man von jeder durch P gehenden Geraden, wenn man nur den 
einen ihrer beiden andern Schnittpunkte mit der Curve III kennt, sogleich 
durch blos lineare Construction auch den zweiten derselben finden. — 
(Auch müssen HS und V W die Curve III noch in 2 Punkten schneiden, 
welche mit P in gerader Linie liegen.) 

2) Um eine zweite Anwendung der Construction des vorigen § zu 
machen, wollen wir als Curve IV zwei sich schneidende Kreise annehmen. 
Ihr einer Schnittpunkt sei P (Fig. 10, Taf. III); so ziehe man beliebig die 
Geraden PM und PO, welche die Kreise noch in Cund L und G und I treffen 
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mögen; sodann ziehe man CG und LI, diese sollen in Hund F und S und W 
treffen; man ziehe nun HS und V W, treffen diese die Kreise noch in T und, 
A und T’ und X’, so liegen sowohl T und X’ als auch 7’ und Æ mit P in 
gerader Linie. 


3) Als drittes Beispiel wollen wir uns eine aus 4 Geraden bestehende 
Carve IV denken; zwei dieser Geraden seien MN und RQ (Fig 11, Taf. III). 
Wir ziehen durch den beliebigen Punkt P die Geraden PV, PW, PX und 
PY, welche die MN und RQ in B und C, D und E, Fund G, H und J schnei- 
den; zieht man noch BE, CD, FI und GH, so bilden die letztgezogenen 
8 Geraden ein 8Seit; schneiden sich CD und FJ in K, CD und GH in L, so 
ziehe man PX und PL, so bilden MN, RO, PK und PL eine Curve IV, 
welche in P einen Doppelpunkt hat. Von den Ecken des erwähnten 8Seits 
liegen aber 13 auf dieser Curve IV, nämlich drei im Doppelpunkte, und 
dann noch die weitern 10 Ecken B, C, D, E, F, G, H, I. K und L; es müssen also 
alle 16 Ecken auf der Curve liegen, d. h. schneiden sich GA und F1 mit 
BE in E und L, so muss K auf PK und Z auf PL liegen. 

Wir haben also folgenden 

Satz. Hat man 2 gewöhnliche Vierecke, welche 2 Gegenseiten MN 
und O R und in P den Schnittpunkt der beiden andern Gegenseiten gemein- 
schaftlich haben, so liegen die 4 Punkte K, L, A’ und L, wo immer eine 
Diagonale des einen Vierecks eine Diagonale des andern schneidet — mit 
jenem Punkte P in zwei Geraden. 


8. 7. 


Es sollte jetzt der Curve V. Ordnung das 10Seit einbeschrieben wer- 
den, so dass 19 seiner 25 Ecken auf dieselbe.fielen. Wir wollen aber, ehe 
wir an diese Aufgabe gehen, in diesem und den zwei folgenden $$ noch 
einige andere Untersuchungen machen. 

Es soll nämlich erstens untersucht werden, wie viel Ecken des 2n Seits 
man auf die Curve der mien Ordnung, wo m = = oder > 4 und n = oder > mn 
ist, verlegen kann. 

Man ziehe die Geraden aß und yò (Fig. 12, Taf. III) als Seiten der einen 
Art beliebig; sie mögen die Curve mer Ordnung in B und C, und D und E 
treffen; man ziehe BD und CE; treffen diese in F und E, und H und J, so 
ziehe man FH und EI; treffen diese die Curve in B, und C,, und D, und E, 
so ziehe man B, D, und C. E,; treffen diese in F, und G,, und A, und J., so 
ziehe F. H, und G, Ii; u. =. f. 

Auf diese Weise erhält man ein 2n Seit, wo n gerade ist; soll u un- 
gerade sein, so ziehe man, wenn aß und ré die gegebene Curve noch in 
Mund N treffen, MN, und wenn B, D, und C. E, noch in O und R treffen, Q R. 

Man sicht, dass jederzeit 4n — 4 Ecken des 2u Seits auf die Curve der 
mn Ordnung verlegt werden können. | 
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Fallen M und N in einem Doppelpunkte zusammen, und ist n gerade, 
so kann man die Seite MN so ziehen, dass sie durch B, geht und kann 
ausserdem noch den Doppelpunkt MN mit C, verbinden. Auf der ersten 
der beiden letztgezogenen Seiten liegen dann 3 Ecken. 


Wir baben also jetzt den 

Satz. Von den n*Ecken eines 2nSeits kann man auf die Curve der 
mien Ordnung, wo m == oder >4 und Zn ist, stets 4 (n—1) Ecken fallen 
lassen. Und geht man bei der Einbeschreibung von einem Doppelpunkte 
der gegebenen Curve aus, so kann man noch eine Ecke mehr, nämlich 
4n —3 auf sie verlegen. Soll z. B. der Curve IV das 8Seit einbeschrieben 
werden, so können wir hienach 4 (4 — 1) = 12 Ecken auf die Curve IV fal- 
len lassen. Mit Hülfe des Doppelpunktes 4. 4—3 13. 

Soll der Curve V das 10 Seit einbeschrieben werden, so können wir 
4 (5—1) = 16 Ecken auf die Curve V fallen lassen; es müssten aber 19 sein, 
wenn die übrigen von selbst auf sie fallen sollten. 


8. 8. 


Es soll untersucht werden, wie viele Ecken eines 2n Seits, won == oder 
> 3 ist, man auf die Curve der lII. Ordnung verlegen kann. 

Satz. Man kann auf verschiedene Weise von den n?Ecken eines 
2nSeits, wo s — oder >3 ist, 3n — 1 auf die Curve III fallen lassen. 

Beweis. 1) Man zeichne u Seiten beliebig, jedoch so, dass immer die 
folgende mit der vorhergehenden sich auf der Curve III schneide ; zugleich 
bezeichne man diese Seiten abwechselnd mit () und (); ebenso fahre man fort 
mit der n + Iten Seite bis zur 2n'°", lasse aber von dieser 2 Folge von Sei- 
ten jede zugleich durch einen zweiten auf der Curve liegenden Punkt einer 
der Seiten der ersten Folge gehen, und zwar derart, dass hiebei immer 
zwei verschiedenartig bezeichnete Seiten sich treffen. 

Man kann z. B., wenn n eine ungerade Zahl ist, da dann die n!° Seite 
dieselbe Bezeichnung erhält wie die erste, die n+ 1˙ mit der ersten, die 
n-+-2'° mit der zweiten u. s. f., die 2n'¢ mit der nten sich wieder auf der 
Curve III schneiden lassen. 

Ist n gerade, so können wir die n+1'° mit der See die n + 2'¢ mit 
der ersten, die n+ 3° mit der vierten, die n+ 4e mit der dritten, endlich 
die 21 lie mit der uten, die 3 sie mit der n - Iten sich noch auf der Curve III 
schneiden lassen. 

Und man sieht, dass immer 3n—1 Bekpunkie des 2n Seits auf die 
Curve III fallen. i 


2) Eine zweite Art der Einbeschreibung, welche gës nur stattfinden 
kann, wenn n gerade ist, besteht darin, dass man die Figur in 1) wenn man 
n Seiten gezogen hat, sich schliessen lässt; und alsdann noch ein zweites 
gemeines, sich jedoch nicht schliessendes n Seit zeichnet, dessen Seiten sich 
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zu den Seiten des ersten, geschlossenen, ebenso verhälten, wie in 1) die 
Seiten der zweiten Folge zu denen der ersten, d. h. wenn man in beiden 
gemeinen n Seiten die Seiten abwechselnd mit () und (”) bezeichnet, so lassen 
wir jede Seite des zweiten u Seits mit einer entgegengesetzt bezeichneten 
des ersten auf der Curve III sich schneiden. Auf diese Weise fallen offen- 
bar wieder 3n—1 Eckpunkte des 2nSeits auf die Curve III. 


3) Eine dritte Art der Einbeschreibung endlich ist die folgende: Man 
ziehe die Seiten MN und PO (Fig. 13, Taf. III), welche die Curve III in 4, 
B, Cund D, E, F schneiden mögen; jetzt ziehe man 4D, BE und CF; diese 
mögen noch in G, H und J schneiden; jetzt ziehe man RS, welche in 4,, B,, 
C, schneide, und ziehe nun GA, HB, IC, ; diese mögen in Ei, Hi, I, schnei- 
den; man ziehe nun beliebig TU, welche in 4., B., C: schneide, und jetzt 
G, Ae, H. B., I, C:, diese mögen noch in E:, H., I: schneiden; man ziehe 
nun V W, welche in 4,, B,, C, schneide, und dann ziehe man 6,A,, H, B,, 
I,C,, u. s. f. Will man mit Ep, Hp, Ip schliessen, so ziehe man Ep Hp als 
Schlussseite. 


Ist p gerade, so denke man sich die Schlussseite für den Augenblick 
von Ep, Hp nach E, H versetzt, und man sieht sogleich, dass man eben so 
viel mit (), als mit (“) bezeichnete Gerade hat, und zwar von jeder Art 


3 +4.2 oder 2p + 3. 
Ist aber p ungerade, so ist die Zeichnung symmetrisch bezüglich der 
mit () und der mit (“) bezeichneten Geraden, und zwar hat man von jeder Art 


1+4. er! oder wieder 2p +3. 
Man erhält also immer ein 2 (2p + 3) Seit. 

Es liegen endlich sämmtliche mit Buchstaben bezeichnete Ecken we- 
niger der einzigen Ip auf der Curve III. Auf jeder mit () oder auf jeder 
mit (“) bezeichneten Seite liegen 3 Eckpunkte auf der Curve III, mit Aus- 
nahme der letzten Seite, von welcher nur 2 Ecken auf die Curve fallen. 
Im Ganzen liegen also wieder 3n — 1 Ecken auf der Curve III. 


Anm. Die Punkte G, A, I. 61, III. II, Gy, Hg, Ii. . werden je in Einer Ge- 
raden liegen. 


8. 9. 


Ist endlich gefragt, wie viel Ecken des 2n Seits man auf eine gegebene 
Curve II. Ordnung, oder wie viel man auf eine Gerade fallen lassen kann, 
so sieht man sogleich, dass man auf die Curve II stets 2n und auf die Ge- 
rade stets nEcken verlegen kann. 

Bezüglich der Einbeschreibung des 2n Seits in die Curve der men Ord- 
nung, wo n == oder > m ist, so dass möglichst viele der n? Eckpunkte auf 
die Curve fallen, gilt also Folgendes: 
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Auf die Curve I oder die Gerade können wir fallen lassen n Ecken, 

„ „ „ II können wir verlegen 2” Ecken, 

” 99 „ III d d ” 3n—1 Ecken, 

„ un „IV. und höherer Ordnung können wir verlegen 4 n—4 Ecken; 
mit Hülfe des Doppelpunktes, bei geradem n, 4n— 3 Ecken. 


8. 10. 


Gehen wir nun dazu über der Curve V. Ordnung das 10 Seit einzube- 
schreiben, so dass 19 seiner 25 Ecken auf sie fallen. 

1) Schon am Schlusse des $. 7 sahen wir, dass man bei Einbeschrei- 
bung des 10Seits in die Curve V von den 25 Ecken desselben blos 16 auf die 
Curve V fallen lassen kann. 

2) Nimmt man eine Curve V, welche aus einer Curve IV und einer 
Geraden besteht, und ist blos die Curve IV gegeben, so können wir auf 
die letztere 16 Ecken verlegen; durch zwei der noch übrigen Ecken könn- 
ten wir die Gerade ziehen, allein es fielen dann doch blos 18 Ecken auf die 
Curve V, während wir 19 brauchen. 

Besteht aber die Curve IV aus einer Geraden und einer Curve III, 
welche einen Doppelpunkt hat, so gelingt die Einbeschreibung derart, dass 
17 Ecken des 10Seits auf die Curve IV fallen. 

Man verfahre folgendermassen: Ist V (Fig. 14, Taf. III) der Doppel- 
punkt, so ziehe man VM und VN als Seiten der einen Art beliebig, sie 
mögen die Curve III noch in 4 und B, die noch gegebene Gerade in R und 
S schneiden; nun ziehe man die Hülfslinie 42, welche die Curve III noch 
in u treffe; ferner u S und BR, diese mögen die Curve III noch in G, H und 
E, F treffen; jetzt ziehe man YH und EG; treffen diese die Curve III noch 
in C und D, so werden C und D mit 4 in gerader Linie liegen *); man ziehe 
also ACD. Schneidet die DG die Gerade RS noch in P, die CH diese Ge- 
rade noch in O, so ziehe man YP und VQ; schneiden diese die Curve III 
noch in J und A, so ziehe man endlich noch IX, so hat man jetzt ein 10 Seit, 
von dessen 25 Ecken 3 im Doppelpunkte V auf der Curve IV liegen, wäh- 
rend die übrigen auf der Curve IV liegenden sind: 4, B, C, D, E, F, E, H, R, 
8, P,Q, I und A; im Ganzen liegen also 17 Ecken auf der Curve IV; ziehen 
wir nun noch durch zwei andere Ecken, z. B. durch die zwei andern Punkte, 
wo DG und CH mit V Pund VQ sich schneiden, eine Gerade, so liegen auf 
der von dieser Geraden und der gegebenen Curve IV gebildeten Curve V 
19, folglich alle 25 Ecken unseres 10 Seits. 

3) In der vorigen Nummer wurde eigentlich die Aufgabe gelöst: 

Aufgabe. Einer gegebenen Curve III, welche einen Doppelpunkt 
hat, ein 10Seit so einzubeschreiben, dass auf sie und eine gegebene nicht 


*) Die Punkte 4, B, u, G, B, H, F. C und D liegen nämlich sämmtlich auf der ge- 
gebenen Curve III. 
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durch den Doppelpunkt gehende Gerade 17 Ecken des 10 Seits fallen; wir 
können auf die Curve III selbst 13 Ecken (3 davon im Doppelpunkte) fal- 
len lassen, auf jene gegebene Gerade aber 4; es fallen dann auf die gege- 
bene Curve III noch zwei weitere Ecken (davon eine im Doppelpunkte), 
auf jene Gerade noch eine Ecke, und die 5 letzten Ecken endlich fallen 
wieder in Eine Gerade. 

Da aber eine Curve III nur dann einen Doppelpunkt hat, wenn sie 
aus einer Curve II und einer Geraden besteht, so muss die vorige Aufgabe 
eigentlich so ausgesprochen werden: 

Aufgabe. Einer Curve II ein 10 Seit 80 a eben dass die 
15 nicht auf ihr liegenden Ecken desselben sich auf 3 Gerade vertheilen, 
von welchen 2 gegeben sind. Eine der gegebenen Gerade muss die Curve II 
schneiden, und wir müssen gestatten, dass in diesem Schnittpunkte 4 Ecken 
des einzubeschreibenden 10 Seits zusammenfallen. 

4) Nehmen wir eine Curve V, welche aus einer Curve III und einer 
Curve II besteht und ist blos die Curve III gegeben, so kann man nach §. 9 
auf die Curve III 14 Ecken des 10 Seits fallen lassen, durch 5 der übrigen 
Eckpunkte geht ein Kegelschnitt, es liegen also dann 19 Ecken auf der 
Curve V, welche dieser Kegelschnitt mit der Curve III bildet; woraus folgt, 
dass alle 25 Ecken auf der Curve III und dem Kegelschnitte liegen. 

Wir haben also den | 

Satz. Einer Curve III lässt sich stets ein 10Seit so einbeschreiben, 
dass 14 seiner Ecken auf sie fallen; es fällt dann noch ein Eckpunkt auf 
sie und die übrigen 10 bilden einen Kegelschnitt. 

5) Hat man eine Curve V, welche aus einer Curve III und einem 
Kegelschnitte besteht, und ist blos der Kegelschnitt gegeben, so kann man 
diesen stets ein 10Seit so einbeschreiben, dass 10 Ecken desselben auf ihn 
fallen; da durch die 9 der übrigen Ecken eine Curve III gelegt werden 
kann, so liegen alle übrigen auf einer Curve III. 

Es gilt also der 

Satz. Beschreibt man einer Curve II ein 10Seit derart ein, dass 10 
seiner Ecken auf sie fallen, so liegen die 15 andern auf einer Curve III. 

Ebenso ergiebt sich endlich der 

Satz. Beschreibt man ein 10Seit so, dass 5 seiner Ecken in gerader 
Linie liegen, so bilden die übrigen 20 eine Curve IV. Ordnung. 


- 


8. 11. 


Eine dem Satze in Nr. 4 des vorigen $ entsprechende Construction, 
wozu man noch 1 des $. 8 vergleiche, wäre z. B. die folgende: 

Construction. 1) Man nehme als Curve III einen Kegelschnitt und 
eine Gerade MN (Fig. 15, Taf. III). Auf dem Kegelschnitte nehme man die 
6 Punkte 4, B, C, D, E, F beliebig an und verbinde sie durch die 5 Geraden 
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AB, BC, CD, DE, EF; diese mögen die Gerade MN in den Punkten B,, Ci, Di, Zi, 
F, schneiden; man ziehe nun F2,, trifft diese den Kegelschnitt noch in G, so 
ziehe man E Ci, trifft diese noch in H, so ziehe man HD, trifft diese noch 
in J, so ziehe man IE., und trifft diese noch in X, so ziehe man A Fi, so 
wird diese Gerade den Kegelschnitt wieder in 4 treffen. 

Ferner bezeichne man die Geraden AB, CD, ... FG, GH,... der 
Reihe nach, wie man sie gezogen hat, abwechselnd mit () und (”), so werden 
die 10 Punkte, wo immer eine mit () und eine mit (“) bezeichnete Seite sich 
noch (ausser auf dem Kegelschnitte und auf MN) schneiden — auf Einem 
Kegelschnitte liegen. — 

2) Die vorhin angenommene Curve III hat, wenn die Gerade MN den 
gegebenen Kegelschnitt in V und W schneidet, in V und W einen Doppel- 
punkt; wir wollen beide benützen. In den einen V wollen wir den Punkt 
Ci, in den andern W den Punkt E. verlegen; so fallen in den ersten noch 
die Punkte B, G und B., in den andern noch E, X und Fi. Die erste Seite 
AB und die letzte X 4 wollen wir anfangs ganz aus der Construction hin- 
weglassen. Die vorige Construction geht dann in die folgende über: 

Construction. 2) Man ziehe VC, CD, DW und VH, HI, IW (Fig. 16, 
Taf. III), so dass sich CD und HI auf MN schneiden; hierauf nehme man F 
beliebig an und ziehe VF und WF, (B A und KA sind jetzt bestimmt, vgl. 
1 des S. 5.) Es müssen jetzt folgende 6 Punkte auf Einem Kegelschnitte 
liegen: 

C, VI F. C F, WI 
H, VD FV, HI FI, VC. 


Und nimmt man den Punkt 4 auf dem gegebenen Kegelschnitte so an, 
dass V A durch den Punkt geht, wo HI oder WD den zweiten Kegelschnitt 
zum zweiten Mal trifft, so liegen noch auf dem letztern die 3 Punkte: 

VA, V WA, CD 
oder 
VA, AI W 4, VH. 


8. 12. 


Eine dem Satze in Nr. 4 des §. 10 entsprechende Construction, wozu 
man Nr. 3 des §. 8 vergleiche, wäre ferner die folgende: 

Construction. Man beschreibe einer Curvell ein gemeines Sechseck 
ein, so werden sich die Gegenseiten desselben wie bekannt auf Einer Ge- 
raden schneiden; alsdann beschreibe man ihr noch ein solches Sechseck 
ein, welches mit dem ersten eine Seite gemeinschaftlich hat, und dessen 
Gegenseiten sich auf der nämlichen Geraden wie die des ersten schneiden; 
ferner bezeichne man die Seiten beider Sechsecke abwechselnd mit () und (0), 
und zwar derart, dass man der gemeinschaftlichen Seite in beiden Sechs- 
ecken entgegengesetzte Bezeichnung giebt; diese Seite endlich betrachte 
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man von nun an als gar nicht mehr vorhanden; so miissen jetzt die 10 Punkte, 
welche sich als Schnittpunkte je einer Seite des einen Sechsecks mit einer 
entgegengesetzt bezeichneten des andern ergeben, auf Einem Kegelschnitte 
liegen. 


8. 13. 


Besondere Art einer Curve III. Ordnung das 6Seit einzu- 
beschreiben. 


Fallen in der ersten Zeichnung des §. 3 die 4 Punkte 4, B, D, F in 
einem Doppelpunkte zusammen, so darf man nicht nur AMund DH, son- 
dern auch noch AN beliebig ziehen. Ist also V (Fig. 17, Taf. III) der Dop- 
pelpunkt, so ziehe man YM, VP und V N; treffen diese die Curve III noch 
in C, Hund Z, so ziehe man CH, trifft diese die Curve III noch in J, so ziehe 
man EJ, und trifft diese die Curve III noch in 6, so ziehe man VG, und 
man hat jetzt wieder ein 6Seit, von dessen 9 Ecken 8 auf der Curve III 
liegen. Drei davon liegen im Doppelpunkte auf der Curve III, der neunte, 
von selbst auf die Curve III fallende Eckpunkt ist der vierte im Doppel- 
punkt liegende. 

Haben wir z. B. einen Kegelschnitt. welcher von einer Geraden MN 
in 7 (Fig. 18, Taf. III) geschnitten wird, so ziehe man VC und YA, dann 
CH, trifft diese die MN in J, so ziehe man durch Z die EG beliebig, und 
dann noch VE und VG, so hat man der gegebenen Curve II das gemeine 
Sechseck VCHEG so einbeschrieben, dass die 3 Schnittpunkte seiner Ge- 
genseiten auf MN liegen. Im Punkte V fallen 2 Ecken und 2 Gegenseiten- 
schnittpunkte zusammen. 


8. 14. 


Setzen wir in $. 12 statt des einen Sechsecks ein solches besonderes, so 
erhalten wir folgende 

Construction. 1) Man beschreibe einem Kegelschnitte das ge- 
meine Sechseck 4 BCDEF (Fig. 19%, Taf. III) ein, dessen Gegenseiten sich 
auf der Geraden MN schneiden mögen. Trifft die MN den Kegelschnitt in 
V und W, so ziehe man VB und VC und die beliebige Gerade VH, so müs- 
sen stets die Punkte « und B, wo VH die DE und AF trifft, mit den 4 Punk- 
ten 5, ö, e, x, wo VB die CD und EF, und VC die AB und EF trifft — auf 
Einem Kegelschnitte liegen. 


2) Lässt man den Punkt e oder B mit y und x 


gen, so liegt auch B resp. « mit : und € 


in Einer Geraden lie- 
77 * 


in Einer Geraden. (Vgl. hiemit 


auch die Construction in Nr. 2 des S. 10; der Geraden dis 


Gerade RS, und dem Punkte « oder f der Punkt P oder Q.) 
3) Schneidet VH den Kegelschnitt noch in S (Fig. 19°, Taf. IIT), so 


entspricht die 
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ziehe man 8 0, trifft diese denselben noch in T, so ziehe man V 7, und suche 
nun noch folgende Schnittpunkte: die von VT mit DE und AF (a, f’), und 
die von ST mit AB und CD (u, v), so müssen diese 4 Schnittpunkte mit den 
6 vorigen auf Einem Kegelschnitte liegen; und liegen die 6 ersten auf 2 Ge- 
raden, so fällt a’ mit ß und f mit a in dieselbe jener beiden Geraden; u 
endlich fällt in die Gerade, in welcher y und x, v in die, in welcher ô und e 
liegen. 
8. 15. 


Setzt man statt der beiden gemeinen Secksecke des $. 12 zwei solche 
besondere Sechsecke, so erhält man folgende 

Construction. Man beschreibe einem Kegelschnitte das gemeine 
Viereck VB WC (Fig. 20, Taf. III) ein, ziehe dessen beide Diagonalen V IF 
und BC, welche sich in 0 schneiden mögen; durch O ziehe man die Geraden 
X Fund UZ beliebig; sie mögen den Kegelschnitt noch in Z und F, und 
S und T treffen, so ziehe man FS, VT, VE und WF. Man hat jetzt dem 
gegebenen Kegelschnitte die beiden gemeinen Sechsecke VBCST und 
W BCEF, deren Gegenseiten sich auf der nämlichen Geraden P W schnei- 
den, einbeschrieben; man suche daher folgende Schnittpunkte: 


B, VC VS, VE Sr, V 
C, VB VS, WF Sr, VC 
FTT, NE EF, VB 
VT,WF EF, VC; 
sie müssen alle 10 auf Einem Kegelschnitte liegen. 

Wurde X Y und UZ so gezogen, dass der erste, siebente und zehnte 
in Einer Geraden liegen, so liegen auch der zweite, achte und neunte in 
Einer Geraden; auf die eine dieser Geraden fallen noch der dritte und der 
sechste, auf die andere der vierte und fünfte Schnittpunkt. 


8. 16. 


Lässt man in S. 15 X und UZ in RK (Fig. 21, Taf. III) zusammen- 
fallen, so fällt der dritte Schnittpunkt mit E und S in P, und der sechste 
mit F und Tin Q zusammen; der siebente, achte, neunte und zehnte fallen 
ebenfalls in die Gerade RA; da also von dem Kegelschnitte, auf welehem 
die 10 Schnittpunkte liegen, mehr als 3 Punkte in Einer Geraden liegen, so 
muss er in 2 Gerade zerfallen; d. h. es müssen der erste, zweite, vierte und 
fünfte Schnittpunkt in gerader Linie liegen. Dies giebt den 

Satz. Beschreibt man einem Kegelschnitte zwei gemeine Vierecke 
[F BWC und VPN O] so ein, dass sie den Schnittpunkt [0] der Diagonalen 
und die eine Diagonale [ V W] gemeinschaftlich haben, so liegen die 4 Schnitt- 
punkte der Gegenseiten [(VB, WC), (VC, WB), (VP, WỌ) und (VQ, WP)] 
auf Einer Geraden. 

Zeichnet man ferner noch ein drittes gemeines Viereck E B W'C, wel- 


a 
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ches mit dem ersten die Diagonale BC gemein hat, und dessen andere Dia- 
gonale P H ebenfalls durch den Punkt 0 geht, so müssen also dessen Ge- 
genseiten sich ebenfalls auf jener Geraden schneiden, auf welcher die 4 
ersten Gegenseitenschnittpunkte liegen; dieses dritte Viereck hat aber mit 
dem zweiten VP WO nichts gemein, als den Schnittpunkt der Diagonalen. 
Wir haben also den 

Satz. Beschreibt man einem Kegelschnitte beliebig viele gemeine 
Vierecke ein, welche sämmtlich den Schnittpunkt der beiden Diagonalen 
gemeinsam haben, so haben sie auch die Verbindungslinie der Gegenseiten- 
schnittpunkte gemein. 

Dieser Satz ist bekanntlich in der Theorie der Polaren wichtig. 


8. 17. 


Einbeschreibung des 2n Seits in die Curven, deren Ordnung 
die fünfte übersteigt. 


In die Curve III konnten wir das 6 Seit stets einbeschreiben. ($. 3.) 

In die Curve IV konnten wir das 8 Seit nur mit Hülfe des Doppel- 
punktes einbeschreiben. ($. 5.) — Oder wir nahmen solche Curven IV, 
velche aus Curven niederer Ordnungen bestanden und gaben von diesen 
nur eine oder einige. (S. 4. 2), 3), 4) und 5).) 

In die gegebene Curve V konnten wir das 10 Seit nicht mehr einbe- 
schreiben, sie musste aus einer Curve IV und einer Geraden bestehen, und 
es durfte nur die erstere gegeben sein; diese musste ferner aus einer Curve II 
und zwei Geraden bestehen, von welchen die eine die Curve II schneiden 
musste. (S. 10. 1) und 2).) — Oder die Curve V musste aus einer Curve III 
und einer Curve II bestehen, und es durfte blos die erste gegeben sein, 
u. 8. w. (S. 10. 3) und 4).) 

Wir wenden uns nun zu den Curven von einer höhern als der fünften 
Ordnung; Wir benützen hiebei besonders den S. 9. 

1) Vom 2m Seite können wir im Allgemeinen auf die Curve nter Ord- 
nung, wo n = oder 4 ist, 4n—4 Eckpunkte verlegen; es müssten aber, 
n (n +3) 


damit alle Eckpunkte auf sie fallen, à 


— 1 derselben auf sie verlegt 


werden; nun ist 


n(n +3) 
2 


— 5) +6 
— 1 — (4n—4) — UD re, 
der Ausdruck rechts ist positiv für n = und > 4; d.h. Einer Curve, deren 
Ordnung die vierte oder eine höhere ist, lässt sich das 2n Seit im Allge- 


n(n+3) 
2 


meinen nicht derart einbeschreiben, dass -— 1 seiner Ecken (und 


in Folge dessen alle) auf sie fallen. 

2) Mit Hülfe des Doppelpunktes können wir vom 2nSeit 4n—3 Ecken 
auf die Curve nter Ordnung fallen lassen; und es ist 
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der Ausdruck rechts ist für n — 4 Null, für n> 4 aber positiv. D. h. 
Einer Curve IV können wir mit Hilfe des Doppelpunktes ein 2n (d. h. 


Acht-) Seit so einbeschreiben, dass . — 1 (d. h. 13) seiner Ecken (und 


in Folge dessen auch die übrigen) auf sie fallen; bei einer Curve höherer 
Ordnung geht dies aber nicht mehr. | 

3. Wir wollen nun solche Curven er Ordnung betrachten, welche aus 
einer Curve mier und einer n— mt Ordnung bestehen, von welchen beiden 
aber blos die Curve nter Ordnung gegeben sei. | 

a) Es sei m= oder >4. Wir können jetzt auf die Curve mier Ord- 
nung 4n— 4 Eckpunkte fallen lassen, dann ist aber das 2 Seit verzeichnet; 
durch 8 der übrigen können wir die Curve der n—m'™ 
Ordnung legen; es fallen also dann auf die von beiden Curven gebildete 


Curve ne Ordnung 


An — 4 + ee Ecken. 


Dieser Ausdruck wird um so grösser, je kleiner m ist; setzen wir also 
m =— 4, so wird er 
(n — 4) (n— 1) 1 ＋ 3 — 4 _n(n+3) 

2 * 2 2 o 

Man sieht, dass bei der Curve IV nur noch ein einziger Eckpunkt fehlt. 
Gehen wir also bei der Einbeschreibung von einem Doppelpunkte der 
Curve IV aus, so können wir 4n — 3 Ecken auf sie verlegen, und die An- 
zahl der auf die Curve IV und die Curve n — Aer Ordnung fallenden Ecken 
des 2nSeits wird 


= An — 4 + 2. 


= 4n — „ E 


2 

es fallen also simmtliche n?Ecken auf diese beiden Curven, und wir ha- 
ben den . 
Satz. Beschreibt man einer Curve IV ein 2nSeit ein, wo n — oder: 
> 4 ist, und geht man bei der Einbeschreibung von einem Doppelpunkte 
der Curve IV aus, so kann man 4n — 3 Ecken auf die Curve IV verlegen; 
dies sind so viele, dass noch 3 auf die Curve IV fallen (wovon eine im 
Doppelpunkte liegt), und die übrigen n (n — 4) fallen auf eine Curve n— 4er 
Ordnung. 

Dies giebt folgende Erweiterung der in Nummer 2) des §. 6 gemachten 
Construction: 

Haben zwei Kegelschnitte den Punkt P gemeinschaftlich, so ziehe man 
durch ihn zwei beliebige Gerade, von denen jede die 2 Kegelschnitte in 
noch 2 Punkten treffen wird; zweimal verbinde man 2 dieser 4 Punkte 
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aufs Neue, die beiden Verbindungslinien mögen wieder jede die beiden 
Curven in noch 2 Punkten treffen, und man verbinde wiederum 2 mal 2 die- 
ser 4 Schnittpunkte; es werden sich wieder 4 Schnittpunkte ergeben, diese 
verbinde man nochmals 2 mal; je nachdem man nun diesmal je 2 solche 
Schnittpunkte verbunden hat, welche nicht auf dem nämlichen Kegel- 
schnitte liegen, oder je zwei solche, bei denen dies der Fall ist, gehen die 
beiden Verbindungslinien wieder durch den Punkt P oder nicht. Im letz- 
tern Falle kann man die gemachte Operation wiederholen; die beiden Ver- 
biudungslinien werden nämlich vier weitere Schnittpunkte liefern, diese 
verbinde man nochmals durch 2 Gerade, und nun verbinde man von den 
4 aufs Neue entstehenden Schnittpunkten 2 mal entweder je 2 solche, wel- 
che nicht auf der nämlichen der gegebenen Curven II liegen, oder je 2 
solche, bei denen dies der Fall ist. Im ersten Falle werden die zwei Ver- 
bindungslinien wieder durch P gehen, im andern nicht, u.s.f. Man be- 
zeichne die Seitenpaare bei der Ziehung abwechselnd mit () und (“); hat man 
nSeitenpaare gezogen, so hat man auf der gegebenen Curve IV ein sich 
im Doppelpunkte wieder schliessendes 2n Seit gezeichnet; jedes Seitenpaar 
hat mit dem ihm vorhergehenden sowohl, als mit dem ihm folgenden 4 
Punkte auf der gegebenen Curve IV gemein (das erste und letzte Seiten- 
paar haben diese 4 Punkte im Doppelpunkte gemein). Die übrigen n(n —4) 
Schnittpunkte verschiedenartig bezeichneter Seitenpaare liegen auf Miner 
Curve n — Aer Ordnung. | 


b. Es sei m—3, so können wir auf die Curve mier Ordnung 3n — 1 
Ecken des 2nSeits fallen lassen; die nicht gegebene Curve n — 3° Ord- 
nung können wir durch f 

zen ee —3 
(n — 3) ( —- 3 + 3) er (n— 3) n 
2 2 
der übrigen Ecken gehen lassen; es fallen dann von den #*Ecken des 
2nSeits auf die von beiden Curven gebildete Curve air Ordnung 
jena FF 


Eeken; dies ist aber die ee Anzahl, 


Es sei ferner m==2; auf die Curve II können wir 27 Ecken verlegen, die 


nicht gegebene Curve n — 2'° Ordnung kann man durch a 
Ecken gehen lassen; und es ist 
d (n—2) (n+ 1) nun 31 — 2 gint 3) = 


2 2 2 
Es sei endlich m==1, so können wir auf die Curve I n Eckpunkte fal- 


(n — DE 1 +3) des 


len lassen, und die Curve a — Uer Ordnung durch 


übrigen Ecken gehen lassen, und es ist 
7 * 
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2 2 2 
Es gilt also folgender 

Satz. Man kann bewirken, dass von den n? Ecken eines 2n Seits auf 
die Curve I., IL, III. Ordnung bezüglich n, 2n, 3n—1 Ecken fallen, und 
dies sind so viele, dass die übrigen Ecken sämmtlich bezüglich auf Einer 
Curve n— lter, n — 21, n — 3ter Ordnung liegen. 

Oder 

Satz 1. Zeichnet man ein 2nSeit so, dass n Ecken desselben in ge- 
rader Linie liegen, so liegen die n(n—1) übrigen Ecken auf Einer Curve 
n — lter Ordnung. 

Satz 2. Beschreibt man einer Curve II ein gemeines 2n Eck ein, be- 
zeichnet dessen Seiten abwechselnd mit () und (“), und sucht alsdann die 
nicht auf der gegebenen Curve II liegenden n(n— 2) Punkte, wo immer 
eine mit () und eine mit () bezeichnete Seite sich schneiden, so liegen die- 
selben sämmtlich auf Einer Curve n— er Ordnung. 

Satz 3. Beschreibt man einer Curve III auf eine der in §.8 ange- 
gebenen Arten ein 2n Seit ein, so dass 3n—1 von dessen Ecken auf ihr 
liegen, so fällt auch die Aus Ecke auf sie, und die n(#7—3) übrigen Ecken 
liegen auf Einer Curve n — 3'° Ordnung. 

Besteht die Curve III dieses 3. Satzes aus einer Curve II und einer 
Geraden, so erhält man als den ersten Theil dieses Satzes Folgendes: 

Satz æ. Man beschreibe einer Curve II ein gemeines 2n Eck ein und 
zwar wie folgt: 

Ist n ungerade, so zeichne man zuerst n Seiten, die n + 1e, n+ 2", ... 
2n— 1'° nehme man nach einander so an, dass ihre Schnittpunkte mit be- 
züglich der 1'", zien, . . . n — Iden sämmtlich auf Einer Geraden liegen; es 
wird dann auch der Schnittpunkt der 2 uten mit der nien auf diese Gerade 
fallen. 

(Der einfachste Fall dieses Satzes ist der Satz von dem der Curve II 
einbeschriebenen Sechsecke.) 

Ist n gerade, so nehme man wieder die ersten n Seiten beliebig an, 
die n+ 1, n+2', n+3',...2n—ı'° aber der Art, dass ihre Schnitt- 
punkte mit bezüglich der 2'", Iten, Aen, zien, . nten auf Einer Geraden 
liegen; so wird auch der Schnittpunkt der 2n'°° und der n —1'*" auf dieser 
Geraden liegen. 

Satz B. Man beschreibe einer Curve II ein gemeines 2pEck ein, 
lasse 2» —1 Seiten desselben sich um 2p — 1 in Einer Geraden liegende 
Punkte drehen, so wird auch die 2p'° Seite sich um einen Punkt dieser 
Geraden drehen. 

(Der einfachste Fall dieses Satzes ist der Satz von dem dem Kegel- 
schnitte einbeschriebenen Vierecke, von dessen 4 Seiten 3 um 3 in Einer 
Geraden liegende Punkte sich drehen.) 
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IL Reciproke Sätze zu den wichtigsten Sätzen’ der ersten Abtheilung. 
( Sätze über die den Curven höhern Grades umáchsiobenen Vielecke.) 
8. 18. gi Ke Sa 
Der reciproke Satz zu dem in §. 1 aufgestellten Hauptsatze heisst: 
n(n + 3) * 


Zieht man eine Curve ven Grades, welehe —1. der n? gemein- 


schaftlichen Tangenten zweier anderer Curven des ais Grades berührt, so 


berührt sie diese sämmtlichen gemeinschaftlichen Tangenten. er 


8. 19. e 


Die einfachste Curve des n“ Grades ist das System von n Punkten. 


Zwei solche Systeme von #7 Punkten wollen wir ein 2n Eck nennen und im 
Folgenden unter 2n Eck nichts weiter als das verstehen. Die Ecken des 
2nEcks sind jene 2n Punkte; sie theilen sich in Ecken der einen () und 
Ecken der andern Art (“). Ein solches 2n Eck hat un Seiten, d. h. Verbin- 
dungslinien verschiedenartiger Ecken. 


n an 


Satz. Zieht man eine Curve des nen Grades, welche — 1 


= Zur) 
der n? Seiten eines 2n Ecks berührt, so berührt sie auch die M eve 
übrigen Seiten desselben. 

Dieser Satz enthält natürlich nur dann eine EES in sich, wenn 
n = oder > 3 ist. 

Es entsteht nun wieder die umgekehrte Frage, ob und wie man einer 


n(n +3) SCH 


Curve „ten Grades ein 2n Eck umbeschreiben könne, so dass — 1 


(n är 


seiner Seiten die Curve berühren; dann müssten die übrigen 


Seiten die Curve von selbst berühren. 


8.20. 


Sowie eine Curve ner Ordnung im Allgemeinen sich nicht selbst schnei- 
det, so wird man auch in keinem Punkte einer Curve n'e” Grades, welche 
nicht aus Curven niedereren Grades besteht, eine Tangente an die Curve 
legen können, welche dieselbe in noch einem Punkte berührt; wohl aber 
wird dies der Fall sein, wenn die Curve aus zwei oder mehreren Curven 
niedereren Grades besteht; in diesem Falle werden mehrfache Tangenten 
verhanden sein. | 

Zieht man an eine Ourve nt Grades von 2 nicht auf ihr liegenden 
Punkten 4 und B (Fig. 22 Taf. III) 4 Tangenten, so sind, wenn man jene 
2 Punkte als Ecken der einen Art eines umzuschreibenden 2nEcks be- 
trachtet, durch diese 4 Tangenten im Allgemeinen sogleich noch 2 Ecken 
der andern Art C und D jenes 2n Ecks bestimmt; fallen aber jene 4 Tan- 
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genten in Eine zusammeri; an kann man schon durch unendlich kleine Ver- 
schiebung eines jener enten Eckpunkte — normal zur Doppeltangente — be- 
wirken, dass die beiden Eckpunkte der andern Art auf der Doppeltangente 
um endliche Strecken fortrücken. Hat man aber einmal 2 Eekpunkte 
der einen und einen Eckpunkt der andern Art auf der Doppeltangente an- 
genommen tind’ verschiebt man diese 3 Punkte normal zur Doppeltangente, 
80 verschtebt sich auch der zweite Eckpunkt der andern Art nur normal 
zur“ Dofpeltangente. Es gilt also der 

“Satz. Wenn wir bei Umbeschreibung des 2n Ecks von einer Doppel- 


Lise der Curve unten Grades ausgehen, indem wir 4 Seiten in derselben 


res annehmen, so dürfen wir auf ihr 2 Ecken der einen und eine Ecke der an- 


dern Art beliebig annehmen; der zweite Eckpunkt der andern Art ist nun 
aber bestimmt und muss sich im Verlaufe der Construction von selbst er- 
geben. 
§. 21. 
(Zu 2 und 3 des 5. 6.) 

1. Construction. Es seien 2 Curven II gegeben, welche 2 gemein- 
schaftliche Tangenten haben, die eine sei p (Fig. 23 Taf. III); man nehme 
auf ihr die Punkte M und O an, und ziehe von ihnen die 4 noch möglichen 
Tangenten c, l, g und i; alsdann suche man den Schnitt von c und g und 
den von / und i; die beiden vom ersten Schnittpunkte noch ziehbaren Tan- 
genten seien À und v, die vom andern noch möglichen # und e: nun suche 
man wieder zweimal den Schnittpunkt je zweier, z. B. den von k und s und 
den von v und w; es sei die Tangente vom ersten Punkte an den ersten 
Kreis {,, die an den zweiten &, ebenso seien die vom 2ten Punkte 4, und k,, 
so müssen sich sowohl } und #,, als auch ½ und k, auf p schneiden. 

2. Satz. Hat man zwei gemeine Vierecke, welche zwei Gegenecken 
und die Diagonale p zwischen den beiden andern Gegenecken gemeinsam 
haben, so schneiden sich die vier Geraden, welche die Schnittpunkte der 
Gegenseiten des einen Vierecks mit diesen 2 Punkten im andern Vierecke 
verbinden, in 2 Punkten von p. 

§. 22. 
(Zu 2 des §. 11.) 

Man ziehe durch einen Punkt P (Fig. 24 Taf. III) zwei Tangenten v 
und w an einen Kegelschnitt und nehme auf jeder 3 Punkte an; zwei da- 
von, welche nicht auf der nämlichen dieser beiden Tangenten liegen, sollen 
auf einer beliebigen dritten b liegen; durch die 4 noch iibrigen Punkte 
ziehe man immer die zweite noch mögliche Tangente, dies gebe die Ge- 
raden c, h, d und i. Sind nun die vier letzten Punkte so angenommen wor- 
den, dass sich c und d, sowie A und i auf Einer durch P gehenden Geraden 
schneiden, so berühren folgende 6 Gerade Einen Kegelschnitt 

G (vc, wi), (fv, cd), (fw, hi), 
G (rh, wd), (fr, wi), (fn, co). 
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Zieht man an den gegebeuen Kegelschnitt noch eine weitere Tangente 
aso, dass der Punkt av auf der zweiten durch den Punkt Ai oder den 
Punkt wd an den gefundenen Kegelschnitt miglichen ‘Tangente liegt, so 
berühren den letzteren Kegelschnitt noch folgende 3 Gerade: 

G (uv, wa), (aw, cd), 
oder 
G (uv, hi), (aw, vh). 


§. 23. 
i (Zu §. 12.) 

Man beschreibe einer Curve II ein beliebiges gemeines Sechseck um, 
so werden die 3 Verbindungslinien der Gegenecken durch Einen Punkt 
gehen; man beschreibe ihr noch ein gemeines Sechseck um, dessen Ver- 
bindungslinien der Gegenecken durch den nämlichen Punkt gehen, und 
welches mit dem ersten eine Ecke gemein hat; man bezeichne die Ecken 
beider Sechsecke abwechselnd mit () und (), und zwar derart, dass man der 
gemeinschaftlichen Ecke in beiden entgegengesetzte Bezeichnung giebt; 
diese Ecke betrachte man von nun an als gar nicht mehr vorhanden; so 
müssen jetzt die 10 Geraden, welche sich als Verbindungslinien je einer 
Ecke des einen Sechsecks mit einer entgegengesetzt bezeichneten des an- 
dern ergeben — Einen Kegelschnitt berühren. 


8. 24. 


Dem in S. 13, 14 und 15 Enthaltenen entspricht Folgendes reciprok: 

Man ziehe an eine Curve II die 2 Tangentenpaare c, fund e, 9 (Fig. 25, 
Taf. III), so bilden diese mit jeder fünften Tangente v ein der Curve II um- 
beschriebenes gemeines Sechseck 45 C DEF; die Verbindungslinien der 
Gegenecken sind als in dem Punkte Z sich schneidend zu betrachten, wo 
die Gerade CF die Tangente » trifft. 2 Seiten sowohl, als 2 Gegenecken- 
verbindungslinien fallen in v zusammen. 

Setzen wir dieses besondere Sechseck an die Stelle eines der beiden 
Sechsecke des vorhergehenden §, so erhalten wir folgende 

Construction. 1) Man beschreibe einem Kegelschnitte das gewöhn- 
liche Sechseck abcdef (Fig. 26, Taf. III) um, dessen Gegeneckenverbind- 
ungslinien sich in Einem Punkte Z schneiden werden; von Z seien 2 Tan- 
genten an den Kegelschnitt möglich, die eine davon sei v; man suche nun, 
wo v die a und die b schneidet und verbinde diese 2 Punkte mit P (d, e) 
und P (b, c), bezüglich P (d, e) und P (u, F); nimmt man alsdann auf v noch 
einen beliebigen Punkt H an und verbindet ihn mit P (e, d) und (e, /). 
so berühren diese beiden Geraden mit den 4 vorigen Einen Kegelschnitt. 

2) Geht die fünfte dieser Geraden mit der ersten und vierten oder mit 
der zweiten und dritten durch Einen Punkt, so geht auch die sechste mit 
der zweiten und dritten, bezüglich ersten und vierten durch Einen Punkt. 
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3) Man ziehe ferner von H die andere Tangente s an den gegebenen 
Kegelschnitt, suche den Punkt U, wo dieselbe die Gerade c trifft, ziehe 
von diesem Punkte die andere Tangente ¢ an den Kegelschnitt und suche 
den Punkt X, wo sie die Tangente v trifft. Verbindet man nun den Punkt 
U mit den Punkten (a, f) und (b, c), und den Punkt X mit den Punkten (c, d) 
und (e, f), so berühren diese 4 weitern Geraden noch den in 1) gefundenen 
Kegelschnitt, oder sie gehen zu je zweien durch die beiden in 2) erwähn- 
ten Punkte. — Setzt man statt der beiden Sechsecke des vorigen $ solche 
besondere Sechsecke, so erhält man folgende 

Construction. Auf einer Geraden o (Fig. 27, Taf. III) nehme man 
4 Punkte an und ziehe von ihnen die 4 Tangentenpaare v, w, b,c, e, / und s, t, 
so sind v best und w bcef 2 solche besondere gemeine Sechsecke; man 
suche nun folgende Verbindungslinien: 


G (vb, we), (vs, we), (vt, we), (st, wb), 
G (vc, wb), (vs, WF), (vt, f), (st, we), 
(ef, vb), 
(ef, vc): 
sie müssen alle 10 Einen Kegelschnitt berühren. 

Nehmen wir ferner die Punkte (e, f) und (s, f) so an, dass die siebente 
und die zehnte Gerade mit der ersten dureh Einen Punkt gehen, so gehen 
auch die achte und die neunte mit der zweiten durch Einen Punkt; und 
durch den einen dieser Punkte gehen noch die dritte und die sechste, durch 
den andern die vierte und die fünfte. 


§. 25. 
(Zu 5. 16.) 

Satz. Beschreibt man einem Kegelschnitte 2 gewöhnliche Vierecke 
um, welche die Verbindungslinie der Gegenseitenschnittpunkte, sowie den 
einen Gegenseitenschnittpunkt gemeinschaftlich haben, so gehen die 4 Dia- 
gonalen der beiden Vierecke durch Einen Punkt. 

Und hieraus leitet sich einfach ab der 

Satz. Beschreibt man einem Kegelschnitte mehrere gewöhnliche 
Vierecke um, welche sämmtlich die Verbindungslinie der Gegenseiten- 


schnittpunkte gemeinsam haben, so haben dieselben auch den Schnittpunkt 
der Diagonalen gemeinschaftlich. 


§. 26. 
Reciproke Sätze zu den Sätzen « und Bin §. 17. 


Satz a. Man beschreibe einer Curve II ein gemeines 2n Eck um, und 
zwar wie folgt: 

Ist n ungerade, so zeichne man zuerst n Ecken, dien + I, n + ae, 

n+ gte... . . 2 — US nehme man nach einander so an, dass ihre Verbind- 
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ungsHnien mit beziiglich der 1'", aen, gf", ..... n — Iten sämmtlich durch 
Einen Punkt gehen; es wird dann auch die Verbindungslinie der 2m ten 
und nien Ecke durch diesen Punkt gehen. 

Ist n gerade, so nehme man wieder die ersten n Ecken beliebig an, und 
nehme dann die n+1', n +2! n+3%, n +4, ... 2n—1!° so an, dass 
ihre Verbindungslinien mit bezüglich der 2'°, Iten, Aen, 3len, . n'en sich 
in Einem Punkte schneiden; es wird dann auch die Verbindungslinie der 
2nten mit der n— 1" Ecke durch diesen Punkt gehen. 

(Der einfachste Fall dieses Satzes ist der Satz von dem dem Kegel- 
schnitte umbeschriebenen Sechsecke.) 

Satz B. Man beschreibe einer Curve II ein gemeines 2p Eck um, und 
lasse 2p—1 Ecken desselben auf 2p —1 festen Geraden, die sich in Einem 
Punkte schneiden, fortrücken, so rückt auch die 2p!° Ecke auf einer durch 
diesen Punkt gelienden Geraden fort. 

(Der einfachste Fall dieses Satzes ist der Satz von dem dem Kegel- 
schnitte umbeschriebenen Vierecke, von dessen 4 Ecken 3 Auf 3 durch Ei- 
nen Punkt gehenden Geraden fortrücken.) 


OL Anwendungen des in $.1 aufgestellten Satzes in der Lehre von 
der Berührung. 


8. 27. 


Die eine der beiden sich schneidenden Curven nter Ordnung sei eine 
Curve nter Ordnung im Allgemeinen, die andere ein System von n Geraden. 
Lassen wir die letzteren zusammenfallen, so erbalten wir folgenden 

Satz. Man ziehe eine Gerade, welche eine Curve nter Ordnung in 
n Punkten scheidet; ist n +3 gerade, so ziehe man nun eine Curve vir Ord- 


nung, welche die gegebene Curve nter Ordnung in —— — 1 jener n Punkte 
n +3 
2 


nach der nien und im ten nach der n— (ien Ordnung berührt, so berüh- 


ren sich die beiden Curven in allen n Punkten nach der nten Ordnung. (Be- 
rühren nach der nen Ordnung wird in diesem $ so verstanden, dass das 
Schneiden als ein Berühren nach der ersten Ordnung erscheint.) 

Für die Curve der III. Ordnung heisst dieser Satz: 

Satz. Berühren sich 2 Curven III in den Punkten Pond Q nach der 
III. Ordnung, und findet auf der Geraden PQ noch eine gewöhnliche Be- 
rührung zwischen beiden statt, so wird diese auch zur Berührung III. Ord- 
nung. 


8. 28. 


1) Lehrsatz. Zwei Curven II mögen sich in den Punkten P., P., P, 
und P, (Fig. 28, Taf. III) schneiden; man ziehe P, M und P, M beliebig und 
verbinde P, und D: schneiden P, M und P. NM noch in E, H und Fund J, so 
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ziehe man EF und HI; wir haben jetzt folgende zwei Curven III: die erste 
Curve II und die Gerade HJ, die zweite Curve II und die Gerade EF, eine 
dritte Curve III ist das System der 3 Geraden P,M, P,N und P,P,; diese 
3 Curven III haben die 8 Schnittpunkte PD, P., E, F, H, I, P, und P, gemein- 
schaftlich, sie müssen also auch den neunten Schnittpunkt gemeinschaftlich 
haben, d. h. EF, HI und P, P. müssen sich in Einem Punkte schneiden. 


2) Lassen wir P, und P, zusammenfallen, so erhalten wir den 

Satz. Zwei Kegelschnitte sollen sich im Punkte P (Fig. 29, Taf. III) 
berühren und noch in den Punkten P, und P. schneiden; zieht man PM 
und PN beliebig, und schneidet die erste Gerade die Kegelschnitte noch 
in E und H, die andere in F und J, so schneiden sich die 3 Geraden E F, 
HI und P,P, in Einem Punkte. 


3) Lassen wir P, und P, zusammenfallen, so erhalten wir den 

Satz. Zwei Curven II sollen sich im Punkte P (Fig. 30, Taf. III) be- 
rühren und in den Punkten P, und P, schneiden; zieht man P, M und PN 
beliebig, und schneiden diese Geraden die Kegelschnitte noch in E und , 
bezüglich F und J, so schneiden sich die Geraden EF und HI auf der bei- 
den Kegelschuitten in P gemeinschaftlichen Tangente. 


4) Lässt man P, mit P, und P, mit P, zusammenfallen, so erhält 
man den ö | 

Satz. Berühren sich 2 Curven II in P, und in P,, und zieht man die 
Geraden P, M, P, N, welche die erste Curve noch in E, I, die zweite noch 
in F und I schneiden, so schneiden sich EH und FJ auf der Tangente des 
Punktes P,- 

5) Lässt man P, mit P, und P, mit P, zusammenfallen, so ergiebt sich der 

Satz. Berühren sich 2 Kegelschnitte in P. und in P,, und zieht man 
die Geraden P. M, P. N, welche die eine Curve noch in E und H, die andere 
noch in F und J treffen, so schneiden sich EH und FI auf P, P,- 

6) Lassen wir P., P, und P, zusammenfallen, so erhalten wir den 

Satz. Osculiren sich 2 Kegelschnitte in P (Fig. 31, Taf. III) und schnei- 
den sie sich noch in P, so ziehe man PM und PN beliebig; schneiden PM 
und PN die Kegelschnitte noch in E und H, bezüglich F und J, so schnei- 
den sich EF und HI auf PP, 

7) Lassen wir P,, P. und P, zusammenfallen, so erhalten wir den ‘ 

Satz. Osculiren sich 2 Kegelschnitte in P (Fig. 32, Taf. III) und schnei- 
den sie sich noch in PD, so ziehe man DH und PN; schneiden diese Ge- 
raden die Kegelschnitte noch in E und H, bezüglich F und J, so schueden 
sich EF und HI auf der im Osculationspunkte gemeinschaftlichen Tangente. 

8) Fallen endlich P, P}, P, und P, zusammen, so ergiebt sich der 

Satz. Berühren sich 2 Kegelschnitte in P (Fig. 33, Taf. III) nach der 
gewöhnlich dritten Ordnung genannten Ordnung, und zieht man die be- 
liebigen Geraden PM und PN, welche die Kegelschnitte noch in E, Il, be- 
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ziiglich Fund Z schneiden, so schneiden sich EF uud HT auf der im Punkte 
P gemeinschaftlichen Tangente. e 


8. 29. 


Satz. Durch zwei Punkte Pund O (Fig.31, Taf. III) lege man 3 Kegel- 
schnitte, der erste und zweite mögen sich noch in P, und Q,, der erste und 
dritte noch in P, und Q,, der zweite und dritte.noch in P, und O, schneiden; 
zieht man die 3 Geraden PO, P,Q, und PO, so hat man 3 Curven III, 
die eine besteht aus dem ersten Kegelschnitte und T. O., die andere aus 
dem zweiten Kegelschnitte und 7. O:, die dritte aus dem dritten Kegel- 
schnitte und P, O;; sie gehen alle drei durch die 8 Punkte 1, Q, Pi, O1, T., Os, 
P,, Os, es müssen also auch ihre 3 neunten Schnittpunkte zusammenfallen, 


d. h. die 3 Geraden PO, P. Os, P39, gehen durch Einen Punkt. 


§. 30. 

Ebenso folgt 

Satz. Schneidet eine Curve II eine Curve III in den Punkten 4, B, 
C D, E und F (Fig. 35, Taf. III) und man zieht die Geraden AD, BE und 
CF, welche die Curve III noch in €, Hund J schneiden, so liegen G, H und 
J in Einer Geraden. 

Lassen wir die 3 Punkte 4, Bund C zusammenfallen, so erhalten wir den 

Satz. Osculirt eine Curve II eine Curve III in P (Fig. 36, Taf. III) 
und schneidet sie dieselbe noch in D, E und F, und man zieht die 3 Ge- 
raden PD, PE, PF, welche die Curve III noch in G, Hund I schneiden, so 
liegen G, H and Jin Einer Geraden. 


§. 31. 
Reciproke Sätze zu den Sätzen von §. 28 und 2. 


Satz. Haben 2 Kegelschnitte die 4 gemeinschaftlichen Tangenten p,, 
Pe: P3, Ps; Zieht man von dem beliebigen Punkte M der ersten Tangente 
die beiden andern Tangenten e und h, eben so von einem beliebigen Punkte 
N der zweiten die beiden andern Tangenten f und i, so liegen der Schnitt- 
punkt von e und f und der von k und i mit dem von p, und p, auf Einer 
Geraden. 

Satz. (Wir lassen p, und p, zusammenfallen.) Zwei Kegelschnitte 
mögen sich im Punkte P berühren, und ausserdem noch die Tangenten p, 
und p, gemeinschaftlich haben; man ziehe von einem beliebigen Punkte 
von p, die beiden noch möglichen Tangenten e und A, und ebenso von 
einem beliebigen Punkte von p, die Tangenten fund i, so liegen der Schnitt- 
punkt von e und f und der von A und i mit dem Berührungspunkte P auf 
Eiuer Geraden. 

Satz. (Wir lassen p, und p, zusammenfallen.) Berühren sich 2 Kegel- 
schnitte, ist die im Berührungspunkte gemeinschaftliche Tangente p, und 
haben sie ausserdem noch die Tangenten p, und p, gemeinschaftlich, so 
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ziehe man von einem beliebigen Punkte von p die beiden noch möglichen 
Tangenten e und A, von einem andern Punkte von p die Tangenten F und i, 
so liegt der Schnittpunkt von p, und p, mit dem von e und F und dem von 
h und i in Einer Geraden. 

Satz. (Wir lassen p,, De und p, zusammenfallen.) Osculiren sich 
2 Kegelschnitte, ist die im Osculationspunkte gemeinschaftliche Tangente 
p, und die andere noch gemeinschaftliche Tangente p., so ziehe man von 
2 beliebigen Punkten von p die Tangentenpaare e, h und f, i, so liegen der 
Schnittpunkt von e und f, der von k und i und der von p und p, in Einer 
Geraden. 

Satz. (Wir lassen p,, p, und p. zusammenfallen.) Osculiren sich 
2 Kegelschnitte, ist die im Osculationspunkte gemeinschaftliche Tangente 
p, und die andere noch gemeinschaftliche Tangente p,, so ziehe man von 
einem beliebigen Punkte der ersten die beiden noch möglichen Tangenten 
e und h, von einem beliebigen Punkte der andern die Tangenten f und i, 
so liegen der Schnittpunkt von e und f und der von A und i mit dem Oscu- 
lationspunkte in Einer Geraden. 

Satz. (Wir lassen p,, pz, Pa und p, zusammenfallen.) Es sollen sich 
2 Kegelschnitte nach der gewöhnlich dritten Ordnung genannten Ordnung 
berühren, p sei die im Berührungspunkte gemeinschaftliche Tangente; man 
ziehe von 2 beliebigen Punkten von p die Tangentenpaare e, h und f, i, 80 
liegen der Schnittpunkt von e und f und der von k und i mit dem Berühr- 
ungspunkte der beiden Kegelschnitte in Einer Geraden. 

Der reciproke Satz zu dem Satze des 5. 29 lautet: 

Satz. Man beschreibe dem Winkel pq (Fig. 37, Taf. III) drei Kegel- 
schnitte ein, der erste und zweite sollen noch die gemeinschaftlichen Tan- 
genten p, und g,, der erste und dritte p, und 9,, und der zweite und dritte 
p, und q, haben, so liegen der Schnittpunkt von p, und o, der von p, und g: 
und der von p, und g, in Einer Geraden. 

Lassen wir in diesem Satze die beiden Tangenten p und g, und im 
Satze des §. 29 die beiden Punkte P und Q zusammenfallen, so erhalten 
wir den | , i 
Satz. Berühren sich 3 Kegelschnitte in Einem Punkte, und hat der 
erste mit dem zweiten noch die Punkte P., O, und die Tangenten p, und gs 
der erste mit dem dritten noch die Punkte P,, O, und die Tangenten ps, gs 
und der zweite mit dem dritten noch die Punkte P, Oi und die Tangenten 
Pı, Ji gemein, so schneiden sich die 3 Geraden P. O., P. O., P. O, in Einem 
Punkte, und die 3 Punkte p, 91, De dax 239s liegen auf Einer Geraden. 


V. 
Ueber den mittlern Fehler der Kettenmessungen. 
Von Prof Dr. A. WINKLER in Gratz. 


Die vielfachen Anwendungen, welche die Messkette, mancher unver- 
kennbaren Vortheile wegen, täglich findet, obgleich nicht wenige Prak- 
tiker sich unbedingt gegen dieselben ausgesprochen haben, waren wohl 
die Veranlassung, dass die Frage nach der Genauigkeit, welche jenes Mess- 
werkzeug gewührt, auf sehr verschiedenen und auch in den Resultaten nicht 
mit einander übereinstimmenden Wegen zu beantworten gesucht wurde. 
So wurde aus den in alle Lehrbücher der praktischen Geometrie überge- 
gangenen Formeln, welche meines Wissens zuerst im ersten Bande (S. 154) 
des Werkes von To b. Mayer mitgetheilt worden sind, der Satz abge- 
leitet, dass der Fehler einer Kettenmessung der Länge der gemessenen 
Linie direct, der Länge der Kette aber indirect proportional sei; manche 
Erfahrungen schienen diesen Satz zu bestätigen, manche aber widerspra- 
ehen ihm offenbar. Aus anderen Betrachtungen erhielt man zwar keinen 
Aufschluss über die Einwirkung der Kettenlänge auf den Messungsfehler, 
dagegen stellte sich heraus, dass derselbe proportional mit der Quadrat- 
wurzel aus der Länge der gemessenen Linie wächst; aus der Combination 
wirklicher und sorgfältig angestellter Beobachtungen schien dagegen das 
überraschende Resultat zu folgen, dass der Fehler überhaupt nicht mit der 
Länge der Linie wachse, sondern in einer längern Linie geringer sei, als 
in einer kürzern. U. s. w. 

Gegen die bis jetzt bekannten theoretischen Erörterungen dieser 
Frage, welche keineswegs ohne Interesse ist, lässt sich mancherlei ein- 
wenden. Setzt man nämlich, wie dies nothwendig geschehen muss, voraus, 
dass die Messung unter normalen Umständen stattfinde, welche keine der 
gewöhnlichen Fehlerquellen unwirksam machen oder grobe Fehler begiin- 
stigen, und berechnet man den möglichen Einfluss, welchen jede einzelne 
Fehlerquelle, soweit sich dieselbe überhaupt verfolgen lässt, auf einen 
Kettenzug ausüben kann, so ist hierdurch die Frage durchaus noch nicht 
beantwortet, denn hiezu ist erforderlich, dass die Grösse des Fehlers be- 
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stimmt werde, welcher aus der Concurrenz aller jener Fehlerquellen her- 
vorgehend, sowohl in dem einzelnen Kettenzug als in der ganzen Linie zu 
befiirchten ist. Diese Bestimmung aber macht die allgemeine Formulirung 
des Ausdrucks für den mittlern Fehler in ähnlicher Weise nöthig, wie 
ich dieselbe in dem Aufsatze „Ueber die Genauigkeit einer besondern Art 
von Nivellirinstrumenten“ im 4. Bande: dieser Zeitschrift entwickelt habe. 
— Ich wende mich zur Sache. : 


1. 


Um in der angegebenen Art die mittlere Gesammtwirkung der mög- 
licherweise influirenden Fehlerquellen bestimmen zu können, müssen die- 
selben zunächst einzeln betrachtet werden, wobei, wie sich von selbst ver- 
steht, die Voraussetzung gemacht wird, dass die Messnng von geübten Ge- 
hilfen und nicht unter aussergewöhnlichen Umständen ausgeführt werde. 

1. Wenn der hintere Kettenzieher seinen Kettenstab nicht genau im 
richtigen Punkte einsteckt, oder es nicht verhindert, dass derselbe durch 
den Zug der Kette aus seiner Stelle, wenn auch nur um ein Geringes, ge- 
rückt werde, oder wenn er den Kettenstab, um diese Verrückung abzuhal- 
ten, zu fest an sich heranzieht und nach rückwärts neigt, so entsteht aus 
diesen Ursachen ein Fehler in der Lage des Anfangspunktes der 
Kette, welcher seiner Natur nach ebenso leicht eine Vergrösserung, als 
eine Verkleinerung des Messungsresultats zur Folge haben kann und daher 
unter die unregelmässigen Beobachtungsfehler gehört. Da er sowohl 
positiv als negativ gedacht werden kann, so möge er durch Vx bezeichnet 
werden. i 

2. Die Justirung der Kette kann immer nur auf eine bestimmte Span- 
nung derselben bezogen werden, und zwar liefert sie nur dann die richtige 
Kettenlänge, wenn der Kette genau diejenige Spannung ertheilt wurde, 
welche bei der Messung einer Linie ebenso leicht überschrit- 
ten als nicht erreicht wird. Dieser Forderung wird wohl nie ganz 
scharf entsprochen werden können und daher der Werth von /, welcher 
durch das Verfahren der Justirung sich für die Kettenlänge ergiebt, mit 
einem constanten Fehler, welcher durch c vorgestellt werden mag, be- 
haftet sein, so dass also / + c die richtige Länge der Kette ist. 

3. Bei der Messung einer Linie wird die Länge der Kette grösser oder 
kleiner als I＋ e sein, je nachdem die soeben bezeichnete normale Span- 
nung überschritten oder nicht erreicht wird. 

Um den Betrag dieser Aenderung zu bestimmen, muss man erwägen, 
dass, obgleich die Kette nicht aus einem einzigen Stücke besteht, sondern 
aus einzelnen Stäben und den sie verbindenden Ringen zusammengesetzt 
ist, dieselbe dennoch, wenigstens näherungsweise, als ein elastischer Draht 
gedacht werden darf, welcher, wie diess aus der Theorie der elastischen 
Körper bekannt ist, bei gleicher ausdehnender Kraft, eine seiner Länge 
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direct proportionale Ausdehnung annimmt. Da nun diese Längenänderung 

ebensowohl positiv als negativ sein kann, so werde ich sie durch /. jy be- 

zeichnen, so dass nunmehr die Länge / eines Kettenzuges unter der Form: 
TI Te TVT T1. / 

erscheint. 

4. Liegen die Endpunkte der Kette nicht genau in der Richtung der 
zu messenden Linie, wie diess im Allgemeinen angenommen werden muss, 
so kann die Abweichung des einen Endpunktes, unabhängig von jener des 
andern, obensowohl auf die rechte als auf die linke Seite der Linie fallen, 
und es mögen daher diese Abweichungen durch Yz und yt bezeichnet wer- 
den. In Folge derselben ist aber für den Kettenzug nicht /, sondern nur 
deren Projection, nämlich: 

Ti OY 
zu setzen, und ist daher der Messungsfehler v eines Kettenzuges bestimmt 
durch die Gleichung: 
v [l + e Va T- T= 
um deren Aufstellung es sich vor Allem gehandelt hat. 


2. 


Man erhält sofort das mittlere Quadrat dieses Beobachtungsfehlers, 
wenn man, nacheem derselbe in die zweite Potenz erhoben und die Ent- 
wiekelung der einzelnen Glieder ausgeführt worden ist, alle diejenigen 
Glieder weglässt, welche wegen des Wurzelzeichens ebensowohl positiv 
als negativ sein können. Bezeichnet man dieses mittlere Fehlerquadrat mit 
u’, so ergiebt sich zunächst: 

Le e+ nl WEN r 
—21.V[lLbetVa + lly)? —[V: ＋ yt]? 
Man kann diesen Ausdruck, wenigstens näherungsweise, in rationeller Form 
darstellen. Die Wurzelgrösse lässt sich nämlich in eine Reihe entwickeln 
und es reicht hin, wenn man blos die drei ersten Glieder derselben beibe- 
bilt, welche zusammen den Ausdruck: 
kd Ok (Vz + Vi)‘ 

CHAT TE eye HI EUR Ve RTT 
bilden, wovon man, weil e, x, y gegen ! sehr klein sind, wieder nur die 
Glieder zweiter Ordnung beizubehalten braucht, so dass man im Ganzen 
erhält: | 

= (+e)? TT — (+0 +2 
zt 2+61+1 
—270＋0 5 ar re ] 
oder, da dieser Ausdruck einer Vereinfachung fähig ist: 


2 62 2 
ur G ＋ + l'y + un + ae 
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Es ist kein Grund vorhanden, anzunehmen, dass der mittlere Fehler, wel- 
cher beim Einrichten des einen Kettenstabes in die Linie zu beftirchten ist, 
grösser oder kleiner sei, als er beim andern war; man muss daher (=z 
setzen, und erhält schliesslich: 
Cpa pity + E | 

Um nun den mittlern Fehler M einer unter u Umständen mit 
der Kette gemessenen Linie Z zu bestimmen, muss man bemerken, dass 
die Messungen der nKettenzüge, aus welchen die Linie besteht, insge- 
sammt von einander unabhängig sind, dass aber gleichwohl der mittlere 
Fehler für jeden derselben y ist, und also“) 


“= | [e+e E | 
oder, da hinreichend genau: 
L = nl, oder also n =" 
gesetzt werden kann: 


VE 


welches nun die verlangte Form für den mittlern Fehler der Kettenmes- 
sung mit Rücksicht auf alle wesentlichen Fehlerquellen ist. 


y + TS) 


3. 


Es ist nicht ohne Interesse, diesen Ausdruck etwas näher zu betrach- 
ten, weil sich dadurch ergeben wird, von welchen Umständen das Wach- 
sen oder Abnehmen des mittlern Fehlers der Kettenmessung vorzugsweise 
abhängt. Man findet: 

1. Der mittlere Fehler der Kettenmessungen ist nicht geradezu der 
Länge L der gemessenen Linie, sondern nur deren Quadratwurzel pro- 
portional. 

2. Der aus der ungleichmässigen Spannung der Kette entspringende 
Theil des mittlern Fehlers ist um so grösser, je länger die Kette ist, und 
zwar wächst ‚derselbe, wenn man von allen übrigen Fehlereinflüssen ab- 
sieht, im Verhältnisse der Quadratwurzel der Kettenlänge. 

3. Der Einfluss des Fehlers in der Justirung, und in der Lage des 
Anfangspunktes der Kette, sowie wegen der Abweichung vom Alignement 
ist um so geringer, je länger die Kette ist. Obgleich sich diess voraussehen 
liess, so muss doch bemerkt werden, dass diese Abnahme keineswegs im 


einfachen Verhältnisse der Kettenlänge, sondern in geringerm Maasse statt- 
findet. 


*) Gauss, Theoria combin. observ. errorib. min. obnoxiae. Art. 18. 


Von Dr. A. WINCKLER. 113 


A. 


4. Der mittlere Fehler M erreicht für eine den übrigen Umständen 


1 aM 
entsprechende Kettenlänge ein Minimum. Setzt man nämlich —— = 0, 


dl 
so ergiebt sich zur Bestimmung von! die folgende Gleichung vierten Grades: 
1) 6!!! RR 
y y y 


S S e ii aM 
welche immer wenigstens eine positive Wurzel hat, fiir welche IR einen 


positiven Werth erhält. 

Durch die nähere Bestimmung dieses Werthes von I, welcher, wie man 
sieht, von den durch die Umstände bedingten Messungsfehlern abhängt, 
erhält die vielfach aufgeworfene, aber nicht gelöste Frage nach der vor- 
theilhaftesten Länge der Kette vorläufig wenigstens ihre theoretische Be- 
antwortung. 

Allerdings sind in der vorstehenden Erörterung nicht alle beim Ge- 
brauche der Kette vorkommenden Unregelmässigkeiten berücksichtigt wor- 
den. So z. B. hat ohne Zweifel jeder Geometer die Bemerkung gemacht, 
dass sich unter sonst gleich bleibenden Umständen, nach anhaltendem Ge- 
brauche der Kette, ja selbst beim Messen einer längern Linie mit dersel- 
ben, sei es, weil sich nach und nach eine grössere Gleichmässigkeit im 
Spannen der Kette durch die Gehilfen einstellt, oder sei es, dass sie nur 
bis zu einer gewissen Grenze eine bleibende Ausdehnung annimmt, — ein 
geringeres Schwanken der Messungsresultate als im Anfange der Messung 
oder bei kleineren Linien zeigt. Ist diese Bemerkung allgemein richtig, so 
liegt der Schluss nahe, dass der mittlere Fehler M nicht einmal im Ver- 
hältnisse der Quadratwurzel aus der Länge der Linie, sondern noch lang- 
samer wächst. Es braucht indessen nicht bemerkt zu werden, dass sich 
der eben berührte Umstand ebensowenig als mancher andere von geringe- 
ter Bedeutung in die Rechnung ziehen lässt. 


4. 


Da die mittleren Werthe z, y, z, sowie der constante Fehler c nicht ge- 
trennt von einander, sondern nur aus directen Kettenmessungen, — deren 
es mindestens vier sein müssen, — gefunden werden können, so muss man, 
insbesondere für den Fall einer überschüssigen Anzahl von Beobachtungen, 
jede irgend erlaubte Abkürzung der aın Schlusse des Art. 2 für M erhalte- 
nen Formel eintreten lassen. Die beiden letzten Glieder derselben 


cz 2 
| ete 
sind aber gegen die ersten aus doppeltem Grunde sebr klein; einmal, weil 
die Abweichung z bei einiger Aufmerksamkeit der Gehilfen immer nur ge- 
ring ausfällt, und dann, weil zwei Glieder die zweite und dritte Potenz 


von / im Nenuer enthalten, also höherer Ordnung als die ersten Glieder 
Zeitschrift f. Mathenalik u. Physik. VI, 2. ° 8 
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sind. Dieselben können daher weggelassen werden, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, man darf z —0 setzen, und findet unter dieser Annahme: 
ch 
L | u +1. v] 
oder, wenn man diese Gleichung nach den Unbekannten z und y ordnet: 
l 
41 147.97 (e — jar) =o. 

Um dieser Bedingung möglichst entsprechend, die x und y zu bestim- 
men, nehme ich an, es sei eine längere Linie mit einer zuvor justirten 
Kette und dann auch mit Stäben wiederholt gemessen worden. Ist die eine 
Messungsart eben so oft wiederholt worden als die andere, so kann das 
arithmetische Mittel der mittelst der Stäbe gefundenen Resultate im Ver- 
gleich zu jenem der Kettenmessung als die wahre Länge der Linie dar- 
stellend betrachtet werden. Diese Annahme muss wohl, obgleich sie nicht 
in voller Strenge stattfindet, aus praktischen Rücksichten und um die Rech- 
nung nicht unnöthig zu compliciren, gemacht werden. Vermöge derselben 
ergiebt sich der genäherte Werth des constanten Fehlers c der Kette un- 
mittelbar dadurch, dass man jene wahre Länge von dem arithmetischen 
Mittel der durch die Messung mit der Kette erhaltenen Resultate abzieht“) 


M= 


| l 
und die Differenz mit 7 multiplicirt. 


Wenn man ferner jene Länge von dem Ergebnisse jeder einzelnen 
Kettenmessung abzieht und die Differenzen in das Quadrat erhebt, so lie- 
fert uns die Quadratwurzel aus dem arithmetischen Mittel aller dieser Qua- 
drate den dieser Beobachtungsreihe entsprechenden genäherten Werth 
von M. Was endlich ! betrifft, so ist dafür jedesmal die bei der Justirung 
der Kette gefundene Länge zu setzen. 

Sind mehrere Beobachtungsreihen gegeben, welche sich unter sonst 
gleichen Umständen auf andere Linien und Kettenlängen beziehen, so gel- 
ten diese Bemerkungen hierfür in gleicher Weise. — 

Obgleich in der für M abgeleiteten Formel die wesentlichsten Febler- 
quellen berücksichtigt sind, so wird sie doch, wie man auch z und y wäh- 
len möge, schon darum nicht vollkommen genau allen Beobachtungen ge- 
nügen können, weil die Werthe von M und c nur angenähert bekannt und 
manche Unregelmässigkeiten nicht in die Rechnung gezogen worden sind. 
Indessen erhält man nach bekannten Principien **) die plausibelsten Werthe 
von x und y, wenn man sie so bestimmt, dass die Summe der Quadrate der 


Ausdrücke: 
2 
u = É ac + y] 


*) Gauss. Theoria combin. observ. Art. 5. 
**) Gauss. Theoria combin. observ. Art. 21. 
@ 
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ein Minimum wird. Wendet man die Gauss’sche Bezeichnung: 
a, + a t... t a = la], 
a,b, F a,b, +... + a,b, = [ad] 


an, so ergeben sich für z und y die folgenden Gleichungen: 
D 
1) (ale + HN e 
2) [LIT + (L2]y = DH (M? — 100 


womit nun der theoretische Theil der Frage erledigt ist. 


5. 


Die vorhergehenden Betrachtungen können erst Geltung erlangen, 
wenn sie sich an wirklich angestellte Beobachtungen enge genug an- 
schliessen lassen. Es braucht nicht näher ausgeführt zu werden, dass hier 
diejenigen Beobachtungen vorzuziehen sind, welche ausschliesslich zum 
Zwecke der Lösung der vorliegenden Frage angestellt, von allen nicht un- 
mittelbar zur Sache gehörenden Einflüssen frei sind, und so vorliegen, wie 
sie gemacht wurden. Hierzu sind, wie ich glaube, die Messungsresultate, 
welche Herr Prof. Gerling im 6. Bande des Archivs von Grunert S. 375 
veröffentlicht hat, die geeignetsten. Indem ich dieselben wähle und der 
Vollständigkeit wegen hier zusammenstelle, versteht es sich von selbst, 
dass deren Combination auf die vorangehenden Erörterungen sich gründen 
and daher von jener des Herrn Prof. Gerling verschieden sein wird, sowie 
auch zu anderen Schlussfolgerungen führt. — 

Jene Beobachtungen beziehen sich auf fünf verschiedene Linien, wo- 
von jede mit Ketten von 5, 3, 2 Ruthen Länge je zehn Mal, und dann auch 
zehn Mal mit Stäben gemessen wurde, so dass im Ganzen 200 directe Mes- 
sungen vorliegen, aus welchen sich alle diejenigen Grössen ableiten lassen, 
die zur Ermittelung der, in der Formel für M vorkommenden Zahlenwerthe 
nöthig sind und den Umständen entsprechen, unter welchen jene Beobach- 
tungen gemacht worden sind. 

Wenn man, wie bereits bemerkt wurde, die aus der zehnmaligen Mes- 
sung mit Stäben hervorgegangenen Mittelwerthe für die wahren Längen 
der Linien setzt, so genügt hier die blose Angabe jener Mittelwerthe. 

Nur in Hinsicht der Abweichungen, welche sich durch die wiederhol- 
ten Justirungen der Kette ergeben haben, wäre eine grössere Vollständig- 
keit der a. a. O. mitgetheilten Resultate zu wünschen gewesen. Es wären 
dadurch nicht nur Vergleichungen mit den Werthen von c möglich gewor- 
den, sondern es hätten für die / durchgehends die gehörigen Werthe, statt, 
wie es nun geschehen muss, einfach nur die Werthe 5, 3, 2 benutzt werden 
können. 


85 
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Gemessene Linien. I. II. III. IV. V. 


20,324 | 49,506 | 64,934 | 79,910 | 100, 000 

20,322 | 49,517 | 64,985 | 79,880 99,991 

20,353 | 49,500 | 64,956 | 79,912 | 100,030 

20,327 | 49,512 | 65,000 | 79,891 | 100,000 

Länge der Kette: 20,330 | 49,468 | 65,034 | 79,895 | 100,030 
5 Ruthen. 20,330 | 49,460 | 65,000 | 79,850 | 100,050 
20,342 | 49,450 | 64,970 | 79,844 | 100,010 

20,331 | 49,477 | 64,955 | 79,850 | 100,020 

20,346 | 49,450 | 64,925 | 79,885 | 100,030 

20,334 | 49,440 | 64,930 | 79,851 | 100,000 


Mittelwerth der Kettenmessnng | 20,3339 | 49,4780 | 64,9680 | 79,8768 100, 0161 
Länge der Linie . . | 20,3572 | 19,5430 | 64,9932 | 80,0065 | 100,1694 


Constanter Fehler e ..... 0, 00574 | 0,00656 | 0,00187 | 0,00815 | 0,00765 


20,360 | 49,467 | 64,900 | 79,860 | 100,065 

20,340 | 49,490 | 64,920 | 79,850 | 100,115 

20,340 | 49,480 | 64,900 | 79,860 | 100,050 

20,340 | 49,510 | 64,910 79,873 100,025 

Länge der Kette» 20,345 | 49,490 | 64,960 | 79,860 09,965 
3 Ruthen. , 20,315 ı 49,500 ! 64,900 ! 79,850 100, 065 
20,330 | 49,530 | 64,890 | -79,875 | 100,070 

20,320 | 49,535 | 64,920 | 79,860 | 100,120 

20,335 | 49,550 | 64,960 | 79,855 | 100,037 

20,320 | 49,490 | 64,960 | 79,850 | 90,060 


Mittelwerth der Kettenmessung | 20,3345 | 40,5042 | 64,9220 | 79,8593 | 100,0472 
Länge der Linie . . | 20,3572 | 49,5430 | 64,9932 | 80,0065 | 100,1694 


Constanter Fehler . . | 0,00187 | 0,00235 | 0,00321 | 0,00552 | 0,00366 


20,355 | 49,400 | 64,880 | 79,885 | 100,000 

20,330 | 49,470 | 64,920 | 79,885 | 100,001 

20,320 | 49,440 | 64,860 | 79,900 | 100,004 

20,350 | 49,445 | 64,875 | 79,875 | 99,006 

Länge der Kette: 20,320 | 49,460 | 64,880 | 79,915 | 100,020 
2 Ruthen. 20,330 | 49,453 | 64,870 | 79,880 | 99,990 
20,340 | 49,435 | 64,910 | 79,862 | 100,005 

20,335 | 49,443 | 64,905 | 79,856 | 99,905 

20,330 | 49,465 | 64,890 | 79,850 | 99,991 

20,330 | 49,485 | 64,880 | 79,865 | 100,000 


Länge der Linie 20,3572 | 49,5430 | 64,9032 | 80,0065 | 100,1694 
Constanter Fehler ..... | 0,00228 | 0,00341 | 0,00327 | 0,00330 | 0,00337 


Mittelwerth der Kettenmessung | 20,3340 | 49,4586 | 64,8870 | 79,8743 | 100,0002 


Von diesen Messungen hat Herr Prof. Gerling jene der Linie V, mit 
der 3 Ruthen langen Kette gemessen, „nach dem Erfolg ausgeschlossen, 
weil ein eingetretenes Regenwetter den Boden erweichte und die Genauig- 
keit beeinträchtigte.“ Für die vorliegende Art der Betrachtung würde 
jedoch, wie es scheint, der Ausschluss jener Beobachtungsweise nicht ge- 
rechtfertigt sein, weshalb ich sie unverändert beibehalte. 
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Die Werthe des constanten Fehlers e, nach Art. 4 berechnet, sind in 
der obigen Zusammenstellung schon angegeben. Ich ermittle nun in früher 
angegebener Weise die Werthe von M* und stelle die Resultate der beque- 


mern Uebersicht wegen, wie folgt, zusammen: 


0,00000552 
0,00199720 


0,00190600 


0,00001163 


0,00744520. 


0,00715715 


0,00000350 


0,00173558 


0,00169013 


0,00001030 
0,00576644 


0,00554321 


0,00001069 
0,01153444 


0,01118706 


0,00006642 
0,01743485 


0,01637200 


0,00003047 
0,02173895 


0,02092634 


0,00001089 
0,01705775 


0,01662212 


0,00005852 
0,02381978 


0,02264735 


0,00001340 
0,01753440 


0,01708712 


0,02812619 


Um auch die übrigen zur Berechnung von x und y erforderlichen Zah- 
len darzulegen, füge ich noch die folgende Tabelle hinzu: 


L 20,3572 | 49,5430 64,9932 80,0065 100, 1694 
2! 414,416 | 2454,509 4224,116 | 6401,044 | 10033,912 


61362,72 
98,18 


L 
5 
Lime Te) 


1,123833 


105602, 90 
168,96 


7 (Mt — 7 e) 0,044953 
PE 3720,74 22090, 58 57609, 40 | 90305, 21 
2 
e 46,05 | 272,72 | 46935 | 711,23 | 1114,88 
3R. 
2m — Že) 0,040233 | 0,283288 | 1,080812 | 5,022724 | 5,134821 


1657,66 


25604,18 


0,570536 


40135,65 


8 103,60 1600,26 | 2508,48 

2R. L 
L1(M* — Te) | 0,024605 27657751 5, 634768 
7 U — Zéi 0,006518 | 0,048465 0,664938 | 1, 408692 
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Hieraus erhält man sofort die Werthe: 
Il == 70583, 99, 


L 
[Z? 1°] = 894063,68 , DH (M? — 7 eil == 41,14264, 
d L L Ä 
RB = 437,34, | (M? — Zan] = 4,56111. 


Die Gleichungen 1) und 2) des Art. 4 können nur bezüglich z und y 

aufgelöst werden , und man erhält: i 
x == 0,00033974 , 
y == 0,000019196. 

Hiernach ist also der mittlere Fehler Meiner Linie, deren 
Lange L Ruthen beträgt und welche mit einer Kette vonder 
Länge l Ruthen (mit dem constanten Fehler e) unter denselben Um- 
ständen wie die zu Grunde liegenden fünf Lir’en gemessen 

S 3 ; 79: 
wird, durch die Gleichung: 


cf + 0,00033974 


M = ( 
Í l 


+ 0,000019196 . d 


dargestellt. 

Diese setzt, wie man sicht, die Kenntniss des constanten Fehlers c 
voraus, welcher zu / addirt die richtige Kettenläuge giebt. Ist eine längere 
Linie, etwa durch Messung mit Stäben, auf dem Felde genau bestimmt = A 
gegeben, so braucht man nur, nach Art. 4, um c zu erhalten, jene Linie 
mit der betreffenden Kette mehrere Male zu messen, von dem arithme- 
tischen Mittel dieser Messungsresultate die gegebene wahre Länge der- 


Linie abzuziehen und die Differenz mit SA multiplieiren. 


Angenommen z. B., man habe unter den oben vorausgesetzten Um- 
ständen für eine Kette gefunden: 
c == — 0,006, c? = 0,000036, wobei 7==5 Ruthen, 
und es sei hierauf eine Linie von der Länge L = 100 R. mit derselben 
Kette gemessen worden. Man erhält alsdann aus der oben erhaltenen 
Gleichung: 
M? = 0,0238, M = 0,15 Ruthen. 

Uebrigens darf nicht unbemerkt bleiben, dass c* in allen zu Grunde 
liegenden Messungen so klein ist, dass es gegen den Posten 0,00033974 fast 
ohne Fehler ganz weggelassen werden könnte. Diess wird wohl immer der 
Fall sein, wenn die Kette mit gehöriger Sorgfalt berichtigt worden ist. 


T. 


Ich habe in Art. 3 bemerkt, dass diese Erörterungen auch zur Beant- 
wortung der Frage führen, welcher Kettenlänge unter gegebenen 
Umständen der Messung der geringste mittlere Fehler ent- 
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spreche. Die in jenem Artikel für diese vortheilhafte Länge J gefundene 
Gleichung 1) geht, da z == 0 gesetzt worden ist, in die folgende: 


„„ oder E E 
y H ` 
über. — Wenn, wie diess in der Regel der Fall sein wird, c? gegen x 


ausser Acht gelassen werden darf, so kann man genihert auch 


x 
== 
setzen, jedenfalls aber den hieraus hervorgehenden Werth als erste An- 
näherung benutzen. 
Um auch hierfür einen bestimmten Fall zu betrachten, will ich die 


Werthe von x und y, welche den bisher betrachteten Messungsresultaten 
entsprechen, zu Grunde legen. Man findet dann: 


ees et == 4,206 Rth. 

Dieser Linge der Kette entspricht aber, der ersten Tabelle des Art. 6 
gemäss, durchschnittlich ein Werth von c* = 0,00004; man erhält also jetzt 
genauer: 

‚/ 31974 
1920 

Dieses Ergebniss, welches zeigt, dass hier weder sehr lange, noch 
sehr kurze, sondern etwa 4'/, Ruthen lange Ketten am vortheilhaftesten ge- 
wesen wären, gehört, wie mir scheint, zu den bemerkenswerthesten Fol- 
gerungen, welche sich aus den vorausgeschickten theoretischen Betrach- 
tungen im Vereine mit den Messungsresultaten ziehen lassen, deren Vor- 
bereitung und Veröffentlichung Herrn Prof. Gerling zu verdanken ist. 


== 4,447 Rth. 


— 


VI. 


Ueber die Controverse zwischen Doppler und Petzval, 
bezüglich der Aenderung des Tones und der Farbe 
durch Bewegung. 


Von Dr. Ernst Maca in Wien. 


In dem Folgenden soll in Ktirze die sowohl fiir die Physik, wie fir 
die Astronomie interessante Controverse zwischen Doppler und Petz- 
val bezüglich der Aenderung des Tones und der Farbe durch Bewegung 
dargelegt werden. Ich will mich bemühen, die ziemlich unklaren Streit- 
punkte in ein helleres Licht zu setzen und werde zu diesem Zwecke zwar 
die historische Ordnung Ana aber nur die wesentlichsten Punkte 
herausheben. 

I. Im Jahre 1849 erschien eine kleine Abhandlung von Doppler: 
„Ueber das farbige Licht der Doppelsterne“, worin behauptet wird, dass 
Tonhöhe und Farbe durch schnelle Bewegung der Wellenquelle oder des 
Beobachters geändert werden. Doppler leitet dies durch eine ganz ein- 
fache Betrachtung ab, indem er annimmt, dass von der Wellenquelle in 
gleichen Zwischenzeiten Impulse ausgehen, welche, mit bestimmter Ge- 
schwindigkeit fortschreitend ‚ Auge oder Ohr treffen. Je nachdem nun der 
Beobachter sich gegen oder von der Quelle bewegt, werden für ihn die Im- 
pulse schneller oder langsamer auf einander folgen, d. h. eben der Ton 
wird höher oder tiefer, die Farbe rückt gegen das Violette oder Rothe. 
Aehnliches findet statt, wenn sich die Quelle allein bewegt oder Quelle 
und Beobachter zugleich in Bewegung sind. Mit Hinweglassung der sehr 
einfachen Rechnung will ich blos die Formel angeben, zu welcher man auf 
diese Art gelangt. 

Ist x die Geschwindigkeit der Wellenquelle, c die des Beobachters, 
y die der Welle, ferner x die Schwingungsdauer der Quelle und ¢ die 
scheinbare Schwingungsdauer, so hat man 

1 2 . — = 
y—c 
wobei x und c positiv zu nehmen sind in der Richtung von der Quelle zum 
Beobachter, negativ in der entgegengesetzten. 
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Doppler verwendet den angegebenen Satz zur Erklärung der Erschei- 
nungen an farbigen Sternen, indem er annimmt, die Geschwindigkeit die- 
ser Sterne sei nicht verschwindend gegen die Lichtgeschwindigkeit. 

Die Doppler’sche Behandlungsweise des Gegenstandes genügt wohl 
nach den gegebenen Andeutungen nicht den Anforderungen der strengen 
Wissenschaft, sondern kann nur als erster Versuch einer Theorie gelten. 
Wir besprechen später die von Petzval vorgebrachten Einwürfe speciell. 
Ist aber auch die Doppler'sche Ableitung ungenau, so scheint doch das ge- 
wonnene Resultat richtig zu sein. Es wurden nämlich zur Deutung des er- 
wähnten Satzes zahlreiche Experimente angestellt, welche fast sämmtlich 
zur Befriedigung ausfielen. Dass der einzige Gegenversuch von Angström *) 
(mit dem Spectrum des elektrischen Funkens) gar nicht entscheiden könne, 
glaube ich in einer früheren Abhandlung **) dargethan zu haben, in wel- 
cher ich auch eigene Experimente anführe, die mir noch mehr als die ältern 
für den Doppler’schen Satz zu sprechen scheinen. 


Es dürfte demnach, wenigstens für den Augenblick nicht nöthig sein, 
auf die Experimente näher einzugehen, wir können uns auf die theoreti- 
sche Seite des Streites beschränken. 


II. Doppler’s Ansicht wurde von Professor Petzval angegriffen in der 
Schrift: „Ueber ein allgemeines Princip der Undulationslehre, Gesetz der 
Erhaltung der Schwingungsdauer“. Sitzungsberichte der k. k. Akademie 
der Wissenschaften VIII. Bd. S. 134. 


Ich will mit Uebergehung des für eine mathematische Abhandlung 
allzu reichen oratorischen Schmuckes den wesentlichen Inhalt dieses Auf. 
satzes darlegen. 


Es giebt drei Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems 
von materiellen Punkten, das 3 Elasticität nach allen Seiten besitzt: 


dE is dE, dis d d are 
“ade ae apt a Sda dy dy dx dz’ 
dro E d'E dg 
"de" T tt da dy d 
ZE. 7 ag „4 „ d% d'n 
Pat aa ag as dadi dyd: 


Diese T sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dass selir 
nahe an einander liegende Punkte auch nahezu dieselbe Bewegung an- 
nehmen, was auch bei sehr heftigen Bewegungen stattfindet, wenn nur die 
Continuität der Masse nicht verletzt wird. Die Gleichungen gelten dann 
auch für diese heftigen Bewegungen. 


*) Optische Untersuchungen. Pogg. Ann. 94. Bd. 8. 141. 
**) Ueber die Aenderung des Tones und der Farbe durch Bewegung von Dr. 
a Mach. Sitzungsberichte der k. k. Akademie der Wissenschaften zu Wien 
Bd. 8. 543. 
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„Sollten auch künftighin andere Bewegungsgleichungen aufgestellt wer- 
den, welche sich der Erfahrung genauer anschliessen, so werden sie doch 
mit den obigen drei Eigenschaften gemein haben: 

1. die lineare Form; 
2. E, n, & gehen undifferentiirt in die Gleichungen nicht ein, weil nur 
der Unterschied der Verschiebung benachbarter Theile Molecularkräfte 


weckt; 
3. nur die zweiten Differentialquotienten von &, 7, £ nach “ sind in den 
Gleichungen enthalten. Re 


Aus diesen ganz allgemeinen Ejgenschaften der Gleichungen lassen 
sich nun schon Schlüsse ziehen. Es ist z B. eine unmittelbare Folge der 
linearen Form der Gleichungen, dass, wenn die Functionen 9, , 9, .. 
für sich genügen, auch die Summe 2C,@, Genüge leistet, wo C eine Con- 
stante bedeutet. i 

Aus der linearen Form der Gleichungen folgt also das sogenannte 
Princip der Coexistenz der elementaren Bewegungen. Wird in einem 
elastischen Medium zugleich eine Strömung und eine Undulation erregt, so 
legen sich beide Bewegungen über einander, ohne sich zu stören; much 
werden alle Elemente, welche die Undulation charakterisiren, also auch 
die Schwingungsdauer und im Zusammenhange damit Ton und Farbe durch 
die Strömung in keiner Weise afficirt. | 

Petzval begnügt sich nicht mit dieser ganz allgemeinen Ableitung, 
sondern stellt specielle Differentialgleichungen auf für die Bewegung eines 
Mediums, in welchem sich irgend eine permanente Strömung mit einer Un- 
dulation combinirt. Er untersucht, welche Schwingungsweise sich legen 
lasse über eine mit der Zeit unveränderliche Strömung, deren Geschwin- 
digkeitscomponenten u, v, w also nur Functionen der Coordinaten und nicht 
der Zeit sind. Die der Undulation angehörigen 5, 7, £ werden nicht auf 
ein bestimmtes Theilchen, sondern auf einen bestimmten Ort bezogen. 
Petzval findet, dass man den aufgestellten Gleichungen genügen könne, 
indem man für die Undulation setzt: 

F Seri, q Sei Y, e SE 

wobei s eine Constante ist, welche die Schwingungsdauer bestimmt; X, Y, Z 
werden nur als Functionen von xyz betrachtet. — Substituirt man diese 
5, ), ¢ in die von Petzval aufgestellten Gleichungen, so fällt nämlich mit 
der Exponentielle zugleich das ¢ heraus, es bleiben nur X, F, Z zurück und 
lassen sich immer von einer solchen Form wählen, dass sie der Gleichung 
genügen. Ein constantes s in den Ausdruck für 5, , £ gesetzt, d. h. eine 
constante Schwingungsdauer befriedigt demnach die Gleichung. Es lässt 
sich also über eine permanente Strömung eine Schwingungsweise mit an 
allen Orten constanter Schwingungsdauer legen. 

Würde man im Gegentheil s als variabel betrachten, so fällt ¢ nicht 
aus der Gleichung und man wird zu einem Widerspruche geführt, indem 
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man X, T, Z als unabhängig von / vorausgesetzt hat und doch eine Abhän- 
gigkeit bestehen müsste, weil zugleich mit X, Y, Z auch tin der Gleichung 
erscheint. — Nun wird noch gezeigt, dass eine schwingende Fläche 
p (r, % 2) o in einem von permanenten Strömungen durchzogenen Me- 
dium nur eine Schwingungsweise mit aller Orten constanter Schwingungs- 
dauer erregen könne. — Betrachten wir den Petzval’schen Gedankengang, 
so finden wir, dass er auf den Doppler’schen Fall gar nicht passt, sondern 
diesen im Gegentheil a priori ausschliesst. Petzval spricht von einer aller 
Orten constanten Schwingungsdauer. Doppler’s Satz behauptet aber gar 
nichts über die Schwingungsdauer an diesem oder jenem Orte, welcher 
eben als mit der Zeit variabel betrachtet wird. Die Tonhöhe hängt ja nach 
Doppler nicht von der Entfernung des Beobachters von der Tonquelle, son- 
dern von seiner Geschwindigkeit ab, von dem Differentialquotienten der 
genannten Entfernung nach der Zeit genommen. 

In einem schwingenden Medium sind die E, , & im Allgemeinen Func- 
tionen der Zeit und der Coordinaten, denn sie sind sowohl zu verschiede- 
nen Zeiten, als auch an verschiedenen Orten verschieden. So lange x, y, 2 
dieselben sind, betrachtet man offenbar die Schwingung an einem und dem- 
selben Orte; will man die Schwingung für einen bewegten Beobachter un- 
tersuchen, so sind alle irgendwie in &,n, £ enthaltene x; y, z als Functionen 
der Zeit zu betrachten. In Petzval’s Ausdrücken z. B.: 


DË „ 
wären eben die in X, Y, Z enthaltenen z, y, 2 als mit £ variabel zu betrach- 
ten, auch beim Differentiiren nicht als independent variabel, sondern 
sämmtlich als Functionen von { zu behandeln. Da Petzval diess alles nicht 
rücksichtigt, so behandelt er eben den Doppler’schen Fall nicht. — Die 
ganze Anlage von Petzval’s Rechnung scheint auf einem Missverständnisse 
zu beruhen. Betrachtet man einen einzigen Punkt in einem Medium, so ist 
es offenbar gleichgültig, ob man den Punkt als bewegt und das Medium 
als ruhend betrachtet, oder umgekehrt. Hingegen wird es nie gelingen, die 
relative Bewegung zweier Punkte gegen einander durch eine Strömung des 
Mediums zu ersetzen. Wenn also Petzval glaubt, er behandle den Dopp- 
ler’schen Fall, indem er statt Quelle und Beobachter gegen einander zu 
bewegen, beide ruhen lässt und das Medium in Strömung versetzt, so 
irrt er. 

Wollte man die Sache kurz in allgemein verständliche Worte zusanı- 
menfassen, so würde man sagen: 

1. Petzval hat durch seine Deduction gezeigt, dass windiges Wetter 
keinen Einfluss übe auf die Tonhöhe. 

2. Doppler untersucht, wie die Tonhöhe durch die relative Bewegung 
von Quelle und Beobachter afficirt wird. 

Die Resultate beider Untersuchungen können sich nicht widersprechen. 
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Der durch Petzval's Aufsatz eingeleitete Streit führte nun, wie dies 
wohl gewöhnlich ist, zu keinem andern Resultate, als dass jede Partei auf 
ihrer Aussage beharrte. Doppler berief sich auf das Experiment, Petzval 
auf die Deduction. Keinem fiel es ein, die Gründe des Andern genauer zu 
prüfen. 

III. Hierauf erschienen noch zwei Abhandlungen“) von Petzval, bei 
deren Betrachtung wir finden, dass die Streitfrage in eine neue Phase ge- 
treten sei. Petzval macht nun nicht sowohl den Satz der Erhaltung der 
Schwingungsdauer, als vielmehr ganz andere und untergeordnete Gründe 
gegen Doppler geltend. Petzval weist eigentlich blos nach, inwiefern der 
Doppler’sche Satz mangelhaft deducirt sei, und leitet zuletzt sogar selbst 
eine der Doppler’schen Formel entsprechende aus den Gleichungen der 
Mechanik ab, indem er aber auch gegen diese jene untergeordneten Gründe 
geltend macht. Betrachten wir die einzelnen Punkte etwas näher, so finden 
wir folgende Haupteinwiirfe: 

a. Doppler betrachtet die Welle als ein Individuum, statt die Elemen- 
tarwellen in Rechnung zu ziehen. 

ß. Es wird stillschweigend vorausgesetzt, dass die progressive Be- 
wegung der Tonquelle keinen Einfluss übe auf das Medium, was 
unstatthaft ist. | 

y. Endlich kann man bei Auswerthung der Doppler’schen Formel auch 
negative und unendlich hohe Töne erhalten, was absurd ist. 

Was sich gegen diese Einwürfe wieder vorbringen lässt, habe ich be- 
reits in der oben citirten Abhandlung angeführt; im Allgemeinen sind sie 
wohl richtig, beweisen aber nur, dass der Doppler’sche Satz mangelhaft 
deducirt sei. Welche Modificationen die Doppler’sche Formel erfahren 
würde, wenn man alle diese Nebenumstände in Betracht ziehen wollte, 
kann Petzval ebensowenig angeben als Doppler, da keiner von beiden die 
Rechnungen durchgeführt hat. — Es hätte gar keinen Sinn, wenn man, 
wie Petzval immer wünscht, Doppler’s Satz durch Petzval's Princip er- 
setzen wollte. Beide Sätze beziehen sich auf ganz verschiedene Fälle und 
der eine kann dem andern ebensowenig substituirt werden als ein Lehn- 
stuhl einem Droschkenpferde. > 

Den meisten Nachdruck legt Petzval auf die Veränderung des Me- 
diums durch die progressive Bewegung der Tonquelle; denn er giebt zu, 
dass der Doppler’sche Satz eine gewisse Giltigkeit hätte, wenn diese Ver- 
änderung nicht wäre, wenn man sich.die Quelle als imaginären Punkt 
denken könnte, der, indem er sich bewegt, das Medium nicht afficirt. Für 
diesen Fall leitet Petzval selbst eine der Doppler’schen Formel nahekom- 
mende ab, und zwar aus der Gleichung für die plane Welle in einem ela- 


*) Ueber die Unzukömmlichkeiten gewisser populärer Anschauungen in der Un- 
dulationslehre etc. Sitzungsberichte VIII Seite 567 und IX Seite 699. 
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e 
stischen Medium. Hieraus ist schon klar, dass diese Formel dem Principe 
nicht widerspreche; nur Petzval widerspricht sich selbst, denn er verfuhr 
in der ältern Abhandlung von Doppler abweichend, indem er nur die 
Schwingungsdauer an beliebigen, der Zeit nach unveränderlichen Orten un- 
tersuchte, und verfährt in den folgenden Arbeiten mit Doppler überein- 
stimmend, indem er auf die Bewegung Rücksicht nimmt. 

Die Gleichung, welcher eine auf der Achse der X senkrechte Plan- 
welle genügt, ist: 


dE 475 
| dt da’ 
ihr Integrale: 
E=f(c—st) + F(x+s, 


wobei /, F willkürliche Functionen sind. Diese f, F werden hier so ge- 
wählt, dass f(z), F(z) nur für solche 2, welche von 0 wenig abweichen, 
von der Null verschiedene Werthe haben. Die Constante s bezeichnet die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Setzt man nun eine Reihe von sehr klei- 
nen Erregungen des Mediums voraus, welche das Gesetz sink d d befol- 
gen, wobei ® die Zeit ist und die mit der Geschwindigkeit c fortschreiten, 
so ist für den Ort x und die Zeit ¢ die aus den Elementarwellen resultirende 
Erregung: 


t 
E — 7 x—ch—s ( — 0) ! sin dd 
/ 


t 
+ Flz—co+s(—08)}snk9 de, 


0 
Durch Ausfiihrung der Integration ergiebt sich: 
> k B . k 
SE a re e 


wobei 4, B constante Grenzintegrale bezeichnen. Dieses Resultat stimmt 
bezüglich der Wellenlänge augenscheinlich mit dem Doppler’schen überein, 
giebt aber zugleich auch Aufschluss über die Intensität der Welle. 

Offenbar ist diese Ableitung viel schöner, vollständiger und strenger, 
als die Doppler'sche, doch erklärt Petzval dieselbe für unbrauchbar, weil 
auf die durch die progressive Bewegung der Tonquelle erregte Strömung 
keine Rücksicht genommen wird. Ich habe in der früher citirten Abhand- 
lung zu zeigen versucht, dass diese Strömung, bei bewegten Körpern von 
kleinem Querschnitte, wo das Medium zur Seite ausweichen kann, die Er- 
gebnisse des Calciils nicht bedeutend afficirt. Die Petzval'sche Formel wird 
im Gegentheil in den meisten Fällen sich der Wahrheit sehr nähern und in 
manchen speciellen streng richtig sein. 

Es scheint mir, dass Petzval seme Analysc blos deshalb als unbrauch- 
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bar verwirft, weil er nicht eingestehen will, dass die Ausdehnung des 


Satzes der Erhaltung der Schwingungsdauer auf den Doppler'schen Fall 
unberechtigt war. 

IV. Fassen wir die Hauptpunkte unserer Untersuchung noch einmal 
zusammen, so können wir Folgendes als constatirt ansehen: 

1. Doppler’s Ansicht wird durch die Experimente bestätigt. 

2. Petzval's Satz der Erhaltung der Schwingungsdauer darf auf den 
Doppler’schen Fall nicht ausgedehnt werden. 

3. Petzval zeigt, dass Doppler's Formeln ungenügend deducirt seien. 

4. Petzval leitet auf strengere Weise den Doppler'schen Formeln nahe 
kommende ab, die er zwar selbst für unbrauchbar erklärt, die aber 
nichtsdestoweniger in den meisten Fällen anwendbar sind. 

‚Die von Petzval vorgebrachten Gründe können also Doppler’s Ansicht 
eher bestätigen als widerlegen. Dagegen bleibt für die vollständige mathe- 
matische Erklärung des Factums, mit Berücksichtigung aller Nebenum- 
stände, noch viel zu leisten übrig, und es ist der letzte Zweck dieses Auf- 
satzes, diese Arbeit von Neuem anzuregen. 

Man würde das Problem beiläufig auf folgende Art angreifen: 

Denkt man sich eine begrenzte Ebene in einem elastischen Medium 
senkrecht zu sich selbst mit constanter Geschwindigkeit fortschreitend, so 
wird diese, einen bestimmten Anfangszustand vorausgesetzt, dem Medium 
nach einer gewissen Zeit einen gewissen Dichtenzustand beigebracht haben. 
Ueber dieses Medium von überall bekannter Dichte kann man nun die von 
der Ebene ausgehenden Schwingungen legen. 

Diese Betrachtung führt zu ziemlich complicirten Differentialgleichun- 
gen, deren Integration mir aber hoffentlich noch gelingen wird, falls nicht 
zum Vortheile der Wissenschaft ein gewandterer Mathematiker die Lösung 
dieser Aufgabe übernehmen sollte. 


Kleinere Mittheilungen. 


IX. Ueber die Berechnung des Integrallogarithmen und einiger mit 
ihm zusammenhängenden anderen Functionen. Von C. A. BRETSCHNEIDER, 
Professor am Realgymnasium zu Gotha. 

Die unter dem Namen des Integrallogarithmus bekannte transcendente 


Function 
+-/z 
+1 [die _ Iz (iz)? (LP (en 
eo +i: =y +E) I. ntaa 4 3.31 T 4.41 


hat durch die eigenthümlichen Schwierigkeiten, welche sie einer umfassen- 
den Untersuchung ihrer Eigenschaften entgegengesetzt, eine gewisse Be- 
rühmtheit erlangt. Schon vor länger als vierzig Jahren haben sich Sol d- 
ner und Mascheroni*) mit ihr beschäftigt und gezeigt, dass der Werth 
der Constante y, wenn das Integral für 2 — 0 selbst Null werden soll, auf 
die Constante der natürlichen harmonischen Reihe zurückkommt. Beide 
Analysten, sowie bald darauf auch Bessel **), bemühten sich Reihenent- 
wickelungen aufzufinden, die möglichst stark convergirten und somit be- 
quem zu numerischer Berechnung der Function gebraucht werden könnten. 
Die Resultate dieser Untersuchungen, die meistens das Ergebniss besonde- 
rer analytischer Kunstgriffe waren und deshalb sehr wenig innern Zusam- 
menhang zeigten, habe ich in einer, vor länger als zwanzig Jahren in 
Crelle’s Journal ***) erschienenen Abhandlung zusammengestellt und aus 
einer gemeinsamen Quelle abgeleitet, zugleich aber auch nachgewiesen, 
dass alle die Hilfsmittel, welche die Theorie der Potenzreihen und der 
K ettenbriiche zur Entwickelung und Untersuchung transcendenter Integral- 
functionen darbieten, im vorliegendén Falle entweder geradezu unbrauch- 
bar sind, oder nur Resultate geben, die nichts Erhebliches erkennen lassen 
und namentlich für numerische Berechnung nur sehr geringe Hilfe gewäh- 
ren. In diesem Stadium befindet sich die Theorie des Integrallogarithmus 


| 
i 


: *) Soldner, théorie ct tables d'une nouvelle fonction transcendante ; à Munic, 

1839. — Mascheroni, adnotationes ad calculum integralem Enleri; Ticini 1790. 
*) Bessel, Königsberger Archiv für Mathematik und Naturwissenschaften. 

* Theoriae logarithini integralis lineamenta nova; Crelle’s Journal Bd. 17, 


' 
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noch bis auf den heutigen Tag. Da nun auch nicht eine einzige analytische 
Eigenschaft oder Relation zwischen Functionenwerthen verschiedener Ar- 
gumente hat aufgefunden werden können und es fast scheint, als ob der- 
gleichen für diese Transcendente gar nicht existirten, so ist die numeri- 
sche Berechnung derselben vor der Hand wohl das Wichtigste, was für sie 


zu leisten ist. 

Nun hat zwar Soldner bereits eine Tafel der Integrallogarithmen ge- 
geben; allein abgeschen von ihrer geringen Ausdehnung ist sie, seiner eig- 
- nen Angabe zu Folge, olıne alle Controlen berechnet, und so darf es nicht 
Wunder nehmen, dass einzelne Werthe aus ihr, bei zufälliger Prüfung der- 
selben durch andere Rechner, selır erhebliche Abweichungen von den Re- 
sultaten der letzteren zeigten. Unter diesen Uinständen darf ich hoffen, 
durch Mittheilung des Nachfolgenden den Gegenstand vor der Hand zu 
einer Art von Abschluss zu bringen. 

Die Theorie unserer Transcendente liefert, streng genommen, nur 
zwei Reihenentwickelungen, die so convergent sind, dass sie sich zu nume- 
rischer ee eignen, gees 


(x), If (x)* 
1) ve Ir, T 2.21 T 3.31 T 4.411 
2) ä —8 (% 1 + OP 4, ＋ Wl Ate. | 
TER 5 Be u, 


n n(n+1) T siet (n+2) 

Die erste Reihe Béi die Functionenwerthe für diejenigen æ, welche sich 
nicht allzuweit von der Einheit entfernen, während die zweite dazu dient, 
um von bereits gefundenen Functionenwerthen zu denen nahe liegender 
Argumente fortzuschreiten. Die Letztere ist um so bemerkenswerther, als 
alle bis jetzt geführten Untersuchungen, von wie verschiedenen Stand- 
punkten sie auch ausgehen und wie verschiedene Methoden und Kunst- 
griffe der Entwickelung sie auch anwenden mögen, schliesslich immer die 
Reihe 2) als Endresultat geben. 

So erträglich nun auch beide Reihen beim ersten Blicke für die nume- 
rische Rechnung gebaut zu sein scheinen, so unerhört lästig wird die wirk- 
liche Ausführung der letzteren. Bei der höchst miissigen Convergenz jener 
Ausdrücke muss man, sobald x sich nur um ein Geringes von der Einheit 


T ; ; 
entfernt oder der Bruch S den Werth 0,1 übersteigt, fast immer zwischen 


zehn bis zwanzig Glieder zusammennehmen, um das Resultat auf zehn De- 
cimalstellen genan zu erhalten. Ist schon die Berechnung so vieler auf 
einander folgender Potenzen eines natiirlichen Logarithmen beschwerlich, 
so wird die Mühe noch um ein Bedeutendes durch die erforderlichen Multi- 
plicationen mit den Coefſicienten 4 gesteigert, und zum Schlusse hat man 


noch obendrein die Berechnung des Logarithmen eines Logarithmen auszu- 
U 
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führen. Es lässt sich zwar die Reihe 2) so umformen, dass das Glied 


l 170 wegfällig wird; man findet dadurch: 


3) t (a+a)= Ka +a| =R 5. ＋ + Käl Sol 


1 1 — (n—1) By 
B, = ja? Ba <= me 
aber dennoch bleibt für jede einzelne Werthbestimmung immer noch so viel 
Arbeit übrig, dass auch die hartnäckigste Geduld dadurch erschöpft wird. 


Um diesem Uebelstande zu begegnen, habe ich statt des Integrales 

= vd 
f = das verwandte Integral f SCH angewendet, und damit die Berechnung 
von li z auf die von li. e zurückgeführt. Setzt man nämlich in die Glei- 


T 
chung 3) e° anstatt a und bezeichnet D + =) mit v, so erhält man: 


li (e = li. ei Ae pa 10 + Ge C. + —- Fe 


=}; CN de, 
a a 
oder wenn man, um die Multiplication der in der Klammer stehenden Reihe 
mit e* zu ersparen, diesen Factor gleich mit den einzelnen Coefficienten 
verbindet und jeden der letzteren noch durch die ihm zugehörige natür- 
liche Facultät dividirt: 


4) li (e4 li a = wv . D. + (WY D, + () D, + (l) PD. 


gs 1 es n 
D, -; D ER —-D ) 
8 n+1\a.n! a2 


Diese Reihe ist in der That sehr brauchbar, um die Integrallogarithmen 
aller beliebigen, namentlich sehr grosser oder sehr kleiner Zahlen zu be- 
rechnen. Nimmt man nämlich eine Tafel der Werthe e* zu Hilfe, so 
braucht man nur x gleich dem im Zahlen werthe von e“ vorkommenden De- 
cimalbruche (letzteren natürlich negativ genommen), oder gleieh der deka- 
dischen Ergänzung dieses Bruches zu setzen, um den Werth von (e“ ＋ x) 
in eine ganze Zahl zu verwandeln. Dadurch wird: man zugleich in den 


0. . 


Stand gesetzt, den Werth von v — 1 + 7 der Einheit so nahe zu bringen, 


als man will, und kann demnach /v so klein machen, dass wenige Glieder 

der Reihe 4) hinreichen, das Resultat auf 7 bis 10 Decimalstellen genau zu 

geben. Ein Paar Beispiele werden genügen, die Sache anschaulich zu 

machen. Es werde verlangt li 10, li 11, li 12 etc. zu berechnen. Man hat: 
e? == 9,97418 also 10 = e°? + 0,02582 v= 1,00258 lv — + 0,0025767 
et — 11,02318 11 = e — 0, 02318 v= 0,99789 lv — — 0,0021122 
e®— 1194120 12 == % 4 0,05874 v= 1, 00492 lv= + 0,0049179. 

Je grösser die Zahlen sind, deren Integrallogarithmen gefunden werden 

Zeitschrift für Mathematiz u. Physik. VI, 2. 9 
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sollen, desto kleiner werden die 4, so dass die Arbeit immer rascher von 
Statten geht, je weiter man in derselben vorschreitet. So wird z. B. 
e — 9096, 600 und e = 22026, 47 und damit ergiebt sich: 

10000 S e°?! ＋ 3,400 v= 1, 00034 lv == + 0,000340 

22026 =e — 0,47 v= 0,999978 Iw — — 0,0000211. 
Endlich ist auch klar, dass man keineswegs genöthigt ist, immer diejenige 
Potenz von e zu wählen, welche der gegebenen Zahl am nächsten liegt; 
man kann vielmehr zu einem und demselben Werthe von “ verschiedene 
x nehmen, und dadurch die einmal gefundenen Coefficienten D für die Be- 
rechnung mehrerer Integrallogarithmen benutzen. So wird z.B. e = 20, 08553 
und man erhält damit: 


20 — e — 0,08553 lv = — 0,00426 | 21 = e + 0,91446 iv + 0, 04452 
19 == e — 1,08553 Jy == — 0, 05556 22 — e? + 1,91446 Iv — + 0, 09104 
18 == e’ — 2,08553 lv — — 0, 10963 u. 8. w. 


Das Einzige, was bei dieser Art von Berechnung nathwendig vorausgesetzt 
werden muss, ist die Kenntniss der Integrallogarithmen für alle diejenigen 
Werthe von e*, welche man bei den eben besprochenen Zerlegungen anzu- 
wenden hat. Die Berechnung derselben geschieht, so lange a nicht grösser 
ist als 5, am bequemsten nach der Formel 

2.21 3.31 T T. 1 E 
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die das Resultat mit verhältnissmässig grosser Schnelligkeit finden lässt. 
Wächst hingegen a über 5 hinaus, so wendet man bequemer die nachste- 
hende Reihe an: 


6) ner. Hei GC +uF, ＋ 1 F, T 1 F. +. 


ee —1 1 es n ) 
n+i\a.n! a „ 
welche aus der Gleichung 2) dadurch entsteht, dass man in letzterer bezie- 
hungsweise e und e+“ anstatt a und u einsetzt. Die nachfolgende Tafel 
der Werthe von lie“ ist zum grössten Theile auf diese Art berechnet wor- 
den. Da jedoch die Glieder der Reihe 5), auf die gehörige Weise verbun- 
den, zugleich die Werthe der cyclischen und hyperbolischen Integral- 
Cosinus und Sinus finden lassen, so habe ich mich der zum Theil sehr 
grossen Mühe unterzogen, die ganze Tafel noch einmal mittelst der For- 
mel 5) zu berechnen und die bereits gefundenen Werthe von lie“ als Con- 
trolen zu verenden; Zu dem Ende suchte ich die Summen der vier Reihen 


a a a‘ 


a? a? aê S ao 
I= l eee oe — — — mue ae aoe 
Pera 1780817 III 2 21 ＋ 8.61 T 10. 101 T 
a a a? aè a’ alt 
II == — —— — — eee — — — 2 2 „6 „ 
I. 11 T 5.51 T f. 81 IV 3.31 T ; 71 H ies 


für die einzelnen Werthe von a und erhielt damit: 
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ae cosa. =I — II 
li ea — I 4 III + II + IV, 
, 22 — eg da 
S1 fn +1v 


sia= f sna. =- 
Hess I + III — II — IV. 
War die Rechnung nech 5) richtig, so musste der damit gefundene Werth 
von lie” mit dem aus der Formel 6) erhaltenen übereinstimmen. Da der 
Werth a==1 gewissermassen als Fundament für die ganze Tafel anzusehen 
ist, so wurden die obigen vier Reihen für ihn auf 40 Decimalstellen ent- 
wickelt. Dies gab, wenn die Constante y*) gleich | 
y == 0,57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 

gesetzt wird, folgende Resultate: 

lie == + 1,89511 78163 55936 75546 65209 34331 63426 90 

li e—1== — 0, 21938 39343 95520 27367 71637 75460 12164 90 

Ci 1 — + 0,83786 69409 80208 24089 46785 79435 75630 99: 

Sil — + 1,05725 08753 75728 51457 18423 54895 87795 90 

ci 1 == + 0,33740 39229 00968 13466 26462 03889 15076 99: 

si 1 == + 0,94608 30703 67183 01494 13533 13823 17965 78 
Hier wie im Folgenden ist die letzte Decimalziffer stets ungeändert gelas- 
senses ist ihr aber, wenn die nächst folgenden Ziffern zwischen 33... und 
66... lagen, ein Punkt, und wenn sie zwischen 66... und 99... lagen, ein 
Colon beigefügt worden. In ähnlicher Weise habe ich die nachfolgenden 
Fonctionenwerthe für a = 2 u. s. w. bis a==10 auf 23 Decimalstellen be- 
rechnet und das Resultat nach Gleichung 6) geprüft. 


) Der hier gebrauchte Werth von y ist aus der Abhandlung von Gauss über 
die hypergeometrische Reihe 1 + ze x+ etc. entnommen; die Berechnung dessel- 


ben ist von Nicolai und zwar auf doppelte Weise bewirkt worden, so dass die Ueber- 
einstimmung der so erhaltenen Resultate die Richtigkeit der hier aufgenommenen 
40 Decimalstellen verbürgt. Soldner hat y auf 22 Decimalen berechnet, die voll- 
ständig mit Nicolai’s Werth übereinstimmen; Mascheroni’s Rechnung giebt 32 Stel- 
len, von denen jedoch nur die ersten 19 richtig, die übrigen total falsch sind. — In 
neuerer Zeit hat Lindmann, der wahrscheinlich die Werthbestimmung Nicolai’s 
nicht kannte, sich durch die eben besprochene Differenz zu einer Wiederholung der 
Rechnung veranlasst gefunden , und dabei gleichfalls Soldner’s Rechnungsresultat be- 
stätigt erhalten. Vergl. Grunert’s Archiv, Bd. 29, S. 240. 
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X. Ueber Dreiecke und Tetraeder, welche in Bezug auf Curven und 
Oberflächen zweiter Ordnung sich selbst conjugirt sind. Von Dr. Wırn. 
FIEDLER. 

Im letzten Juni- Heft der ,, Nouvelles Annales de Mathématiques‘ von 
Terquem und Gerono wurde folgender Satz von M. Faure zum Beweise 
vorgelegt: „Die Tangente, welche man vom Centrum einer Ellipse an den 
Kreis ziehen kann, welcher einem in Bezug auf sie sich selbst conjugirten 
Dreieck umschrieben ist, ist der Sehne des elliptischen Quadranten gleich.“ 
Der Versuch, ihn auf Oberflächen zweiter Ordnung auszudehnen und ana- 
loge Sätze für andere Curven zweiter Ordnung zu suchen, lag nahe. Eine 
briefliche Bemerkung des Rev. George Salmon bezeichnete mir eine 
ebenso einfache als allgemeine Beweismethode für die angedeutete Gruppe von 
Sätzen. Indem ich sie verfolgte, bin ich zu den nachstehenden Resultaten 
gelangt, welche man vielleicht der Mittheilung nicht unwerth findet. We- 
nige Bemerkungen werden genügen, in den Mittelpunkt der Sache zu 
führen. 

Wenn die allgemeine Gleichung zweiten Grades in der Form 

af; + % Te F gg Te + 24 T1 t, + 24,3 Xg + 24 . 2 0 
geschrieben und durch 


S 0 
symbolisch bezeichnet wird, so repräsentiren bekanntlich die Gleichungen 
dS dS dS 


de, day? day 
oder 
gu Ti E ayy Ty + als = 0, 
a1 i T ges Ly + 4,32, =0, 
ats À a Fast; — 0 
die in Bezug auf den durch sie ausgedriickten Kegelschnitt genommenen 
Polaren der Eckpunkte des Fundamental- Dreiecks 
1 = 0 „ c, = 0, 7, = 0; 
und diese drei Polaren gehen durch einen Punkt, d. i. der durch die allge- 
meine Gleichung dargestellte Kegelschnitt degenerirt in ein Paar von ge- 
-raden Linien, wenn 
411 4 dis 
Ay, Ay, des | = 0 ist. 
Ass Eye, Ass 
Wenn sodann durch S, = 0 die allgemeine Gleichung eines zweiten Kegel- 
schnitts 
A. i: + Age K + A r ＋ 2 A: 4 . ＋ 24 * ＋ 2 4. K. T = 0 
bezeichnet wird, so dass 
. kS + S.: SO oder 
(kan + yy) *. ＋ (Kat A.:) * ＋ (kas F As) 4, + 2 (kart Ar) , 
+ 2 (Kais ＋ Ai) , ＋ 2 (Kays + Ar) . ds == 0 
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alle die Kegelschnitte bezeichnet, welche mit den beiden ersten durch die 
nämlichen vier Punkte gehen, so dient die Vergleichung der entsprechend 
gebildeten Determinante mit Null zur Bestimmung der drei Paare gerader 
Linien, welche jene vier gemeinsamen Punkte verbinden, oder der Durch- 
schnittssehnen der Kegelschnitte aus der allgemeinen Gleichung. Die Be- 
dingung 

kan + As K a + Aye, Kais + Au 

kasr + Aie, K a + An, K , ＋ Ags | = 0 

kast dis, Kar + Aan: kas + Ass 
liefert eine Gleichung, welche in Bezug auf die zu bestimmende Constante 
k vom dritten Grade ist; ihre drei Wurzeln &., Iz, Ex sind die Coefficienten, 
durch deren Einführung in die allgemeine Gleichung dieselbe die drei Sy- 
steme der Durchschnittssehnen respective darstellt. Die Gleichung ist in 
vollständiger Entwickelung die folgende: 

k? (411 ges F ges Gul F 4, 4 — 411 42 gan — 2 47 4, a4) ＋ EI Läu (4. — 

geg d,) ＋ Arr (as — gan 4%) ＋ Ass (4 — gu d:) F 2 Aa Lu 423 — 2015) 

$2415 (42 4 — 475 Giel + 2 Aie (ass 4 — 413 4:5)] + & lan (Ass! — de Ass) 

+ gen (4. — Ass Alt) + ass (A.: — An Ar) + Zëss (4 Ars —- Ais 433) 

+ 247 (Age Ais — Air Aas) + 2 4 (Ass An — Apa 423)] ＋ 411 Ars? ＋ 41: 412 

+ AA. A411 dan Ass — 2 Aie 4,3 493 = O, 
und sie soll zur Abkiirzung durch 

*. 4＋T K. OTT. O, + 4—=0 

bezeichnet werden. Darin sind nach einer bekannten Bezeichnung 4 und 
4, die Discriminanten der beiden Kegelschnittsgleichungen, und es ist nicht 
schwer, die geometrische Bedeutung der Coefficienten-Verbindungen 6 und 
8, zu erkennen. Man findet, *) dass l 

9, =0 
die Bedingung ausdrückt, unter welcher der zweite Kegelschnitt die Ecken 
eines in Bezug auf den ersten sich selbst conjugirten Dreiecks enthält; und 
dass ebenso 8 =0 
die Bedingung ist, unter welcher der zweite Kegelschnitt die Seiten eines 
in Bezug auf den ersten sich selbst conjugirten Dreiecks berithrt. 

Die Functionen 6, 6,, ebenso wie 4, 4. sind Invarianten und alle 
unveränderlichen Beziehungen beider Kegelschnitte auf einander können 
durch dieselben ausgedrückt werden. 

Wenn der eine Kegelschnitt ein Kreis ist, so findet man leicht den 
Satz von M. Faure und eine Reilıe von analogen Sätzen. Zum Beweise des 
ersteren bildet man die Discriminante von 


lat + Wr] + ,t E= 


*) Man vergleiche hierzu meine deutsche Bearbeitung von Rev. Salmon's 
„Treatise on Conic Sections“, welche socben erschienen ist. Leipzig, B. G. Teubner. 
(Siehe Art. 360, 362, Zusatz VI, p. 602.) 
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und findet f 
s prg p E E Se) eee) 
SES Se? ah? 
ar + 1)? — (c 8? r’) 1 
. m ab? ath? 


Man sieht, sobald der als zweiter Kegelschnitt gedachte Kreis einem in 
Bezug auf die Ellipse sich selbst conjugirten Dreieck umschrieben ist, wird 
a’ + 0? = "+ —r, 

d. i. es gilt der Satz von M. Faure. 

Setzt man an Stelle der Ellipse auch einen Kr eis vom Halbmesser R, 
so wird 
2R*— (+ Bt— r’) 

a? b? i 
also für den umschriebenen Kreis (r) des sich selbst conjugirten Dreiecks 
in Bezug auf einen Kreis ( R) 
2 R? = a* + B*—r'*; 


©, = 


und ebenso 
Geng R‘— R*(B*+a!* zen): 
F 
also für den eingeschriebenen Kreis (r) des sich selbst conjugirten Dreiecks 
in Bezug auf einen Kreis (R) 
R* (ag. — 7) — . 
Beides sind Relationen, welche sich auch leicht in Sätzen aussprechen 
lassen. 
Man überträgt ferner die vorigen Relationen auf die Hyperbel, indem 
man das Vorzeichen von H verwechselt, so dass 
En at — — (ot + B?— rt) 
EES ou 
und für den umschriebenen Kreis 
er EP, 
9 eee Cm 
a? b? 
sowie für den eingeschriebenen Kreis 


ar h — g (rt — B) +p (at—r?) 


wird. 
Für a = b erhält man die auf die gleichseitige Hyperbel bezüglichen 
Relationen a? ＋ §* — 1 — 0 


in Bezug auf den umschriebenen Kreis, und 

ar — 5 = a 
in Bezug auf den eingeschriebenen Kreis, d. i. für jedes Dreieck, welches 
in Bezug auf eine gleichseitige Hyperbel sich selbst conjugirt ist, geht der 
umschriebene Kreis durch den Mittelpunkt der Curve und der Mittelpunkt 
des eingeschriebenen Kreises liegt in der Curve. 


Kleinere Mittheilungen. 143 


— BOL LP LPL —XUX— . ͤ—— — LLL LP LPL LP PLP LLP LE L AL LEAD PL PSE LAM. 


Machen wir endlich dieselbe Entwickelung in Bezug auf die Parabel 
y= pr, 


6, =p (a+), S pf r-; 


somit für den umschriebenen Kreis 


so wird 


a = — p D 
. 4 
und für den eingeschriebenen 
l pr — 1 = pa, 


d. i.: der Mittelpunkt des Kreises, welcher einem in Bezug auf eine Para- 
bel sich selbst conjugirten Dreieck umschrieben ist, liegt in der Directrix 
— und für den einem in Bezug auf eine Parabel sich selbst conjugirten 
Dreieck eingeschriebenen Kreis ist die vom Fusspunkt seiner Mittelpunkts- 
Ordinate an ihn zu legende Tangente der entsprechenden Parabel-Ordinate 
gleich. 

Offenbar sind diese Entwickelungen noch bedeutend zu vermehren; 
es ist aber nicht nöthig, dabei zu verweilen. 

Aber wir bemerken, dass sie sich sofort auf Oberflächen zweiter Ord- 
-nung übertragen und dann analoge Ergebnisse für sich selbst conjugirte 
Tetraeder liefern. 

Wenn wir die allgemeine Gleichung zweiten Grades in der Form 

41 * Fanar F 45, ＋ d c“ ＋ 2 4 * + 24 K, + 24% a, &. 
+ 2a, Ly + 24. Tz. F 2 4 K. = 0 

schreiben, so ist ihre Discriminante das Resultat der Elimination der Ver- 
änderlichen zwischen den Gleichungen 

Ay, Ly E gun Za T gun K, + %% . = 0, 

ar ＋ dr. La T ars Xs Frau = O, 

a ＋ ars Ly ＋ ass £3 + 4% T. = 0, 

Gu Zi ＋ a: Fay Xs + auti = O, 


oder 
411142 413 414 
a Fez, Ges: On 
Os rss Ay, 43. 
414 Orts 484 Ay 
und die Bedingung 
; 4==0 
driickt aus, dass die durch die allgemeine Gleichung reprisentirte Ober- 
fläche zweiten Grades eine abwickelbare Regelfliche sei, 
Die Verbindung zweier Oberflächen zweiter Ordnung 
—=0,%=0 
(wobei wir in der Gleichung der zweiten die Coefficienten a durch 4 ersetzt 
denken) liefert in 
kS 4+ S, S 0 
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die Gleichung aller der Oberflächen zweiter Ordnung, welche mit den bei- 
den ersten die nämliche Durchschnittscurve gemein haben, und die Ver- 
gleichung der Discriminante von 
kS+S,=0 
mit Null, oder die Gleichung 
Kou + As, kat Ar Kais + An, ka ＋ As 
kart Ar, K di + Aggy Kat Ags, Kaut Aa 
kat As, kar + Ags, kas ＋ Ay, Kay + Au 
ka + As, kaut Au, kayt Ay, kaut Au 
liefert, als Bestimmungsgleichung für k betrachtet, diejenigen Werthe von 
k, für welche diese Oberfläche zweiter Ordnung eine abwickelbare Regel- 
fläche wird. Da sie vom vierten Grade ist, so können durch die Durch- 
dringungscurve zweier Oberflächen zweiter Ordnung vier Kegelflächen 
zweiter Ordnung gelegt werden. 
Wenn wir die obige Gleichung nach den Potenzen von k geordnet in 
der Form 


= 0 


ki, Atk O+ kh? KTK. 0 ＋ 4. SO 
schreiben, so drückt | | 
9=0 
die Bedingung aus, unter welcher die zweite Oberfläche die Flächen eines 
in Bezug auf die erste sich selbst conjugirten Tetraeders berührt, und 
6, =0 | 
die Bedingung, unter welcher die zweite Oberfläche die Ecken eines in 
Bezug auf die erste sich selbst conjugirten Tetraeders enthält. Lässt man 
die dem. Tetraeder eingeschriebene oder umschriebene Oberfläche eine 
Kugel sein "oder j 
S= 0 
die Form 
(-e + (y —8) +@ 7) =r 

haben, so ergeben sich aus der näheren Betrachtung der Formen, welche 
die Grössen 6, ©, nun annehmen, die dem Satz von M. Faure analogen 
Sätze für Oberflächen zweiter Ordnung. : | 

Unter jener Voraussetzung hat man folgende Werthe der Coefficienten: 
gu = gy = ds, = 1, ya, = , = 0, au = + P+ y'—r’, a.—=—a, 

ay—=— B, au =— y. 

Wenn man nun die gegebene Oberfliche zweiter Ordnung zugleich als 
ein auf seine Hauptachsen bezogenes Ellipsoid voraussetzt, so dass die 
Gleichung 


die Form 


annimmt, so hat man ferner: 
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— 


— ee 


1 1 1 S 
Au = 2? dee = Ss ds , du = — 1, 4 = A, = Au == Au = Ay 
= An O, 
und die allgemeine Discriminante wird: 
1 
k+ 0, 0, — ku 
1 
0, : ET 5 0, l —kß 
7 
1 ; 
0, 0, k+, —ky 


— ka, —kß, —ky, * ( +R +y —7) —1 
und somit durch Entwickelung : 
(QUEUE PAE LE N= KEK Near 
Ari, oe 
— (6? + c*) at — ( + at) b* B® — at bt ct 
(++) ( + B® + 7) — (at he 4 ptt ＋ aa 
| a? b? cè en 
— (ata? +b B? + ye . 
a’ b 
pa b. KHE KEK 2 A 
a? b? c? a? b? c?’ 
also für die umschriebene Kugel 
a? + B? La = at + b? +e, 
das Analogon des Satzes von M. Faure. 
Für a = b = ¢ = R, 
d. i. wenn das dreiachsige Ellipsoid in eine Kugel übergeht, wird 
Ge ef Lë +y—3r— R? 
ES , 


+, 


sonit für die eingeschriebene Kugel 
af ＋ B? ＋7— * Rar. | 
Wenn man in den allgemeinen Ausdrücken das Vorzeichen von c? in 
das entgegengesetzte verwandelt, so überträgt man die erhaltenen Resul- 
tate anf das einfache und durch die Vertauschung der Vorzeichen von a? 
und & auf das zweifache Hyperboloid. | 
Für ; . ＋ bc 
wird 
a +8 vn, 
= ae 
d. i. die umschriebene Kugel geht durch den Mittelpunkt; ete. 
Für die beiden Paraboloide, oder die Gleichung 


y | 
——-97-—0 
+ 5 2 


6, 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. VI, 2. 10 


146 Kleinere Mittheilungen. 


— PPL — . . 


OL PLP PLP PPL LLL PL IL 


hat man ` 
Kr. (a + b) (a + B*— 7) S EE 
a 
arß'— 7 — 25 (a T b) Tab -, 2y+at5— 1 
ZP, ab wer co 
und damit hat man für die umschriebene Kugel 
2y = — (a + b), oder y=—"<#", 


d. i. der Mittelpunkt der umschriebenen Kugel eines in Bezug anf ein Pa- 

raboloid sich selbst conjugirten Tetraeders liegt in einer festen Ebene. 
Für das hyperbolische Paraboloid und a = b hat man 

7 —=0, 

d. i. der Mittelpunkt der umschriebenen Kugel liegt in der durch den Mittel- 

punkt der Oberfläche senkrecht zu ihrer Hauptachse gelegenen Ebene. 
Ferner ist für denselben Fall und in Bezug auf die eingeschriebene 

Kugel 


H 


ei 2 


a Po 
d. i. der Mittelpunkt der eingeschriebenen Kugel gehört der Oberfläche an. 
Man sicht, wie die Sätze über die Oberflächen zweiter Ordnung denen 
über die Curve zweiter Ordnung völlig analog sind. Das Mitgetheilte mag 


genügen, um die Reihe derselben zu vergegenwärtigen. 


XI. Elegante Ableitung der Formeln für den sphärischen Excess. Von 
Dr. Oscar WERNER. 

Die Seiten eines ebenen Dreiecks seien p, 9, r und die diesen Seiten 
gegenüberstehenden Winkel P, 0, R, die 180° nicht übersteigenden Seiten 
eines sphirischen Dreiecks dagegen a, b, c und deren Gegenwinkel 4, B, C. 
Diese beiden Dreiecke mögen in einem solchen Zusammenhange zu einan- 
der stehen, dass 

p = cos ġa . cos 4 b, 9 = sin 14. sin } b und de 
Unter diesen Umständen ist 
r = p 4+ g? — 2pq.cosR, 

oder cos? 4c = cos ġa. cos? $b + sin? 14. sin? 10 

— 2 cos 14. cos 10. sin I. sin 30. cos R, 
folglieh, wenn wir die goniometrischen Formeln 
me, cos Le == 1 Fe x 
und Sing 2 sin i. cos 3 
benutzen, 

4101 + cos c) = } (1 cos a) (1 + cos b) + $ (1 — cos a) (1 0 


— À sin a sinb cos R, 


sin? I = 
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oder 
2 -+2 cos c = 1 +4 cos a + cos b + cos a cos b + 1 — cos a — cos b 
+ cos a cos b — 2 sin a sin b cos R; 
d. i. | 
cos c == cos a cos b — sin a sin b cos R. 
Nach einer bekannten Grundtorme! der sphirischen Trigonometrie ist 
aber 
cos c= cos a cos b + sin a sin b cos C, 
folglich 
| cos R = — cos C; d. i. R = 180 — C. 
Ferner ist nach Principien der ebenen Trigonometrie 
cos A (a+b) 
lang 4 (P— 0 5 eil = ala) 
und nach einer der Neper’ hs Analogien 
col 3 (A+B) = RCE) sang LC: 
cos 4 (a — b) ` j 
daher erhalten wir durch Vergleichung 
tang 4 (P—Q) = cot 4 (4+ B); d. i. § (P—Q) = 90°— } (4+4 B). 
Nehmen wir hierzu noch 


P + O = 180 — R =C oder 4 (P4 0) 1. 


tang A C 


so folgt 
__A+B+C 
—— 2 
oder, wenn wir den sphärischen Excess, d. i. den Ueberschuss der Summe 
der drei Winkel des sphärischen Dreiecks über 180° durch E bezeichnen, 
PSD C- AE und OSE. 

Führen wir jetzt die Werthe für die Bestandtheile des ebenen Drei- 

ecks in die bekannten Formeln der ebenen Trigonometrie 


P = 90 — — 90° 


sin =, ACTE TR DCE EC TE TE) 

oer TU GED PFE 
i 6070 E, 

aoe OHA 

C0051 P= ptet MERE D 


10* 
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und 
„%% Tr) (-) 
TE PEIE troo) 
ein, und berücksichtigen dabei, dass 
p +g +r = cos 4 (a — b) + cos $ c= 2 cos } (a+ c— b) cos} (b + c—a), 
q + r— p = cos 3c cos 1 (a + b) =2sin} (a + b + c) sin} (a + b— ce), 
. p+r—q = cos 120 + cos } (a +L) ==2 cos (a + b— c) cos} (a + b — c), 
p +q —r = cos } (a—b)— cos à c = 2 sin} (a + c— b) sin} (b + c— a), 
daher | 
(p+g+r) (atr—p) (r-) (petar) 
sind (a+b-+c) sin À (re- a) sin L (a + c—b) sin q (ab-) 
und 
g+r—pt— cos*4c — (cos: ka cos! 16 — sin? q a sin? b) 
== cos" $c — cos § (a + b) cost (a— b) 
= cos? bc — cos? La + sin? 10 = == Lh cone core Zen, 
p'+r—g = cos c (cos a cos? } b — in' I a sin? § b) 
== cos! Le + cos (a + b) cos à (a—bd) 
= cos! le E cost ha—sint 5% s, 
so erhalten wir | 
1) 
ETH EE EE 
ee m | 2 sin 3 a sin ; b cos qc 
snl Ka ICRA lee Nen VHD =e) 
a 2 cos q a cos 30 cos 40 
2 
A. 1 + cos e— cos a — cos b 
pes 4 sin 1 asin b cos 10 
11 5. 1 cos a ＋ cos b ＋ cos c 
at 4 cos J a cos 1b cos 0c 
3) 


ee mu 


sin À a sin d STEE 


cos 4 a cos A b cos à c 


4) 
j E Ae e here Den FORT, 


sin A a sin 3 b cos Ic 


cosh E = V cos} Bee oe Ss) cos} (Tea) cos} (a -b) cos (+) 


cos J acos 3 0 cos 4c 
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Aus den letzten beiden Formelsystemen erhalten wir endlich dureh Divi- 
sion die eleganten Ausdrücke: | 
5) 


966-1 ie 


tg 4 (a+b +c) g}(ato—ce)’ 
tg J E=—V ig} (a+b + c)tg4 (L + c—a) tg (a+ce—b) ty} (a+b—c). 
Anmerkung. Aus den Formeln 5) ergiebt sich 
| _ = 
tang (101 E) __ lang À (b + c—a) lang } (a+ c—b) 


lang 4 E 
und durch Vertauschung der Buchstaben 


tang (4 B—} E) = — ee 


Bowie 
n — b) tan a+ -e 
tang (14 — 1 = ena ere SE ` a, 

Hieraus leitet man folgendes Verfahren ab, um aus den drei Seiten 
eines sphärischen Dreiecks die Winkel zu berechnen: 

Man bestimmt zunächst vermittelst der zweiten Formel unter 5) die 
Grösse LE und vermittelst der darauf folgenden Formeln die Winkel 4, B 
und C. 

Als Controle für die Richtigkeit der Rechnung hat man alsdann 

A+ B+C—1800— E. 
(Aus den Mélanges mathématiques et astronomiques T. II.) 


XIL In den Monatsberichten der kénigl. preussischen Akademie der 
Wissenschaften 1859, S. 783 ist nachgewiesen, dass das bereits bekannte 
Verbalten der Gase im glühenden Zustand in inniger Beziehung mit der 
Eigenschaft von Flammen steht, die an und für sich ein discontinuirliches 
Spectrum geben, dunkte Streifen an der Stelle der hellen Linien erscheinen 
su lassen, sobald man durch die Flammen Licht hindurchgehen lässt, wel- 
ches an sich ein Spectrum ohne Streifen liefert. Um diesen Satz auch theo- 
retisch abzuleiten, wird erstens gezeigt, dass für dieselbe Wellenlänge des 
Lichtes oder der Wärme und für eine bestimmte Temperatur alle Körper 
ein gleiches Verhältniss ihres Ausstrablungsvermögens zum Absorptions- 
vermögen besitzen; zweitens wird angedeutet, dass das Absorptionsver- 
mögen der Flammen für gewisse Strahlen sehr gross sein müsse. 

Um den unter 1. angegebenen Satz zu beweisen, nimmt Kirchhoff an, 
dass ein Körper C in Gestalt einer unbegrenzten Platte einem andern ebenso 
gestalteten Körper c gegenüber gestellt sei. Die einander gegenüber liegen- 
den Oberflächen beider Platten mögen sich gegen gewisse Strahlen wie 
vollkommene ebene Spiegel verhalten. Der Körper C möge nur Strahlen 
von der Wellenlänge A aussenden und absorbiren, so dass Strahlen ande- 
rer Wellenlänge von seiner Oberfläche vollkommen gespiegelt werden. Der 
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Körper c soll von allen auf ihn fallenden Strahlen einen Theil absorbiren, 
einen Theil wieder aussenden. Wenn sich in diesem Systeme einmal Gleich- 
heit der Temperatur eingestellt hat, so muss jeder Körper durch Absorption 
so viel Wärme aufnehmen, als er durch die Ausstrahlung verliert. Aehn- 
liches muss natürlich in Bezug auf Lichtschwingungen gelten. Alle Strah- 
len von der Wellenlänge KZA, die c aussendet, werden von C ohne Ab- 
sorption reflectirt, erleiden an der Oberfläche von c Absorption und Re- 
flection etc., so dass der Körper schliesslich alle Strahlen wieder aufnimmt, 
die er aussendete und die eine von A verschiedene Wellenlänge hatten. 
Eine Bedingung für das Gleichbleiben der Temperatur kann demnach nur 
aus den Strahlungsverhältnissen der Strahlen von der Länge A hervor- 
gehen. Um diese Bedingung aufzustellen, sei E das Emissionsvermögen 
‚der Platte C, d. h. die Strahlenmenge von der Wellenlänge A, welche die frei- 
stehende Platte C nach einer Seite hin aussendet. Ferner sei A das Ab- 
sorptionsvermögen der Platte C, d. h. wenn die Strablenmenge 1 auf die 
Platte C auffällt, so wird von derselben die Strahlenmenge A absorbirt. 
Diese Grössen mögen e und a für die Platte c und für Strahlen von der 
Wellenlänge A sein. Es findet nun in Bezug auf Strahlen von der Länge 
A folgender Vorgang statt: | 

Von C wird ausge- Von c wird absor- Von c wird ausge- Von C wird absor- 

sendet: birt: sendet: birt: 
E ak (1—a)E A(1—a)E 

. (1—4) (i-) E all—Allma)E (1—4) (I—aE A(1—4)(1—a) E 
(1—4) (1—af E a(1—4)(1—aŸE (1—4}(1—a}E  A(1—4)*(1—a)*E 


etc. 
er ie e Ae 
(1— 4 e a(i—4)e (1—4)(1—a)je A4(1—4)(1—a)e 
(i—4) (1—a)e a(1—4)'(1—a)je (1— A! (1—a)*e 4(1—4} (1—a)'e 
etc. 


Der Ausdruck für die Menge der Strahlen, die ursprünglich von C aus- 
gingen und dann von c absorbirt werden, ist nun, wenn man der Kürze 
wegen die Bezeichnung (1 — 4) (1 — a) = k einführt: 


E 
4E (IT TTT ET . ) us. 


Von den Strahlen jedoch, die c ursprünglich aussendete und nach und 
nach wieder absorbirte, beträgt die Menge: 
a (1 — e 
a1 — He (ITX TNT. „ua 


Daher ist die Bedingung, dass die lebendige Kraft der Aetherschwin- 
gungen von c dieselbe bleibt: 


_ GE , a(i—Ae 
GE ju 
oder, indem man den Werth von k wieder einsetzt: 
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1—(1—a)(1— 4) —a(1— 4) a E 
d 1—k |= 1—k’ 
d. i. e E 
a 4 


d. b. das Verhältniss des Emissionsvermögens zum EE ist 
bei beiden Körpern gleich. Ebenso findet man leicht als Bedingung in Be- 


treff des Körpers C am 
rp g— 40 aE a Ae 


S 1—k 1—k 
oder E 1—(1—a) (1—4) —A(1—a)]__s 4e 
[ 1—k j= 
oder e __Æ 
aA’ 


d.h. die Zustände beider Körper erfordern, dass bei derselben Wee 
und für dieselbe Wellenlänge das Verhältniss des Emissionsvermögens zum 
Absorptionsvermögen bei beiden Körpern ein und dasselbe sei. Was nun 
ad 2. die Anwendung obigen Gesetzes auf die Gase anbelangt, so bemerkt 
Kirchhoff, dass das Verhältniss beider Vermögen eine Function der Wellen- 
länge und der Temperatur sei und dass, wenn es für sichtbare Strahlen 
anfange, sich von Null zu unterscheiden, der Körper anfange, Licht von 
der Farbe dieses Strahles auszusenden, ausgenommen, wenn der Körper 
ein verschwindend kleines Absorptionsvermögen habe. Bei der Tempera- 
tur nun, bei welcher die festen Körper erglühen, muss dieses Verhältniss 
schon einen bemerkbaren Werth haben, weil sie viele Strahlen aussenden. 
Die Gase erglühen bei dieser Temperatur noch nicht, indem sie ein ver- 
schwindend kleines Absorptionsvermögen und Emissionsvermögen haben. 
Erhitzt man die Gase über diese Temperatur hinaus, so erglühen sie end- 
lich auch, das Verhältniss beider Vermögen ist bei ihnen gewachsen, ihr 
Emissionsvermögen ist merklich gross geworden, demnach ist auch das Ab- 
sorptionsvermögen merklich grösser geworden. Dies ist die Erklärung, die 
aus Kirchhoffs Artikel in den Berliner Berichten für die Erscheinung hervor- 
zugehen scheint, dass bunte Flammen Licht ihrer eigenen Farbe absorbiren. 


XIII. Eine neue Art. elektrischer Ströme von G. Quincke In 
zwei Aufsätzen dieses Titels Pogg. Ann. Bd. 107, S. 1 und Bd. 110, 
S. 38 hat der Herr Verfasser durch mühevolle experimentelle Arbeiten ge- 
zeigt, dass beim Durchpressen destillirten Wassers durch poröse Körper 
von zwei Platinplatten elektrische Ströme angezeigt werden, von denen die 
eine (nach der Strömungsrichtung des Wassers gerechnet) auf der Bergseite 
des porösen Körpers, die andere auf dessen Thalseite in das destillirte 
Wasser eingesenkt war und die durch Drähte mit einem Multiplicator in 
Verbindung gesetzt waren. Die Richtung dieser Ströme war dieselbe, wie 
die des strömenden Wassers. Die porösen Körper waren entweder Platten 
von gebranntem Thon oder von Bunsen’scher Kohle, oder über einander 
gelegte Platten reiner Seide, oder folgende gekleinte Körper, in ein plan- 
parallel an den Enden abgeschliffenes Glasrohr gebracht und durch an den 
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Enden angebrachte Scidenplatten zusammengehalten: Elfenbeinsägemehl, 
Glaspulver, reiner Quarzsand, Schwefelpulver, Kienen -, Linden-, Eichen- 
holzsägespähne, Graphit, Eisenfeile, Platinschwamm, Porzellanpulver, 
Schellackpulver, Talkpulver, oder es dienten durch Seidenfäden zusam- 
mengeschnürte Bündel Asbest als Diaphragmen. Alle diese Körper wur- 
den mit Siegellack an den Endpunkten zweier Glasröhren angekittet, deren 
eine die Verlängerung der andern bildete. Das Wasser, welches man 
später durch einen geeigneten, mit Windkessel. versehenen Druckapparat 
hindurchpresste, gelangte von der einen Röhre durch das Diaphragma zur 
andern Röhre, aus der es ausfloss. Der Druck, der das Wasser hindurch- 
trieb, betrug bis zu 3 Atmosphären. Die elektromotorische Kraft, welche 
hierbei von den Platinplatten angezeigt wurde, zeigte sich unabhängig 
vom Querschnitt und der Dicke der Platte, aber proportional dem Drucke. 
Der Verfasser oben genannter Aufsätze hat die Grösse dieser elektromo- 
torischen Kräfte gemessen und fand, dass, wenn man die elektromotorische 
Kraft der Daniell’schen Kette = 100 setzt, bei folgenden Substanzen als 
Diaphragmata die elektromotorischen Kräfte bei einem Drucke von 1 At- 
mosphäre durch die nebenstehenden Zahlen repräsentirt werden. 

1. Schwefel . . . . 977,07 

2. Quarzsand. . . . 620,49 

3. Schellackpulver . 330,01 

4. Seide . 115,45 

5. Gebrannter Thon. 36,15 

6. Asbest . . . . . 22,15 

7. Porzellanmasse . . 19,86 

8. Elfenbein. 3,1 

9. Thierblase (ganz) 1,51. 

Aus diesen Zahlenwerthen geht hervor, dass die elektromotorischen 
Kräfte bei einigen Substanzen sehr bedeutend sind, während sich die In- 
tensität der Ströme wegen der geringen Leitungsfähigkeit des destillirten 
Wassers nur sehr gering zeigte. Diesem letzteren Umstande kann man 
nicht abhelfen, indem man verdünnte Säuren, Alkalien oder Salzlösungen 
durch die Diaphragmen presst, denn diese bewirken, in geringer Menge 
dem destillirten Wasser beigemengt, schon eine bedeutende Verminderung 
der elektromotorischen Kräfte. Diesem Umstande ist es jedenfalls zuzu- 
schreiben, dass ein Versuch in grösserem Massstabe, wobei das Wasser 
einer Wasserleitung durch ein Schwefeldiaphragma zu fliessen genöthigt 
wurde, keine bedeutende elektromotorische Kraft ergab. 

Bei dem Durchpressen von destillirtem Wasser konnte auch, wie sich 
erwarten lässt, mittels des Condensators freie positive Elektrieität an der 
Thalelektrode, freie negative Elektricität an der Bergelektrode nachge- 
wiesen werden. 

Diese durch den Druck hervorgebrachten Ströme sind Thatsache, ohne 
dass es dem Verfasser der genannten Arbeiten gelungen wäre, sie mit be- 
kannten Erscheinungen in Verbindung zu setzen; hingegen hat sich aus 
den Versuchen ergeben, dass diese Ströme weder durch etwa erregte Rei- 
bungselektricität zwischen dem Wasser und dem Diaphragma entstehen 
konnten, noch dass es Thermoströme sind. Vielleicht ergäbe sich irgend 
ein Gesetz, wenn der Verlust an lebendiger Kraft des Wassers beim Durch- 
pressen durch die Diaphragmen mit der elektromotorischen Kraft der er— 
regten Ströme verglichen werden könnte. Dr. Kanu. 


VII. 
Ueber sphärische Kegelschnitte. 


Von Dr. HEILERMANN, 
Director der Provinzial- Gewerbeschule zu Coblenz. 


Von Herrn Steiner ist vor einigen Jahren eine Reihe von wichtigen 
Eigenschaften der ebenen Kegelschnitte aufgedeckt worden. (Crelle’s Jour- 
nal Bd. 37 und 45.) Einige neue Sätze, welche mit denen des Herrn Stei- 
ner in innigem Zusammenhange stehen, habe ich in der letzten Zeit hinzu- 
gefügt. (Crelle’s Journal Bd. 56 und diese Zeitschrift Bd. 5.) Hierdurch 
ist zu der Frage, wie sich die sphärischen Kegelschnitte oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, die Kegel zweiten Grades in dieser Beziehung verhal- 
ten, hinreichende Veranlassung gegeben. Ich habe die Beantwortung ver- 
sucht und erlaube mir im Nachfolgenden diejenigen Ergebnisse meiner 
Untersuchung, welche einigermassen wichtig zu sein scheinen, den Lesern 
dieser Zeitschrift vorzulegen. 

Für die Entwickelung derselben benutze ich das Verfahren meines 
unvergesslichen Lehrers Gudermann, durch welches die analytischen 
Untersuchungen der Sphärik den planimetrischen ganz ähnlich werden. 
Die Sätze und Formeln, welche zur Anwendung kommen, sind von dem- 
selben in der „analytischen Sphärik‘ hergeleitet worden. 


8. 1. 


Um die Lage eines Punktes m auf der Oberfläche einer Kugel zu be- 
stimmen, wendet Gudermann zwei Quadranten von Hauptkreisen CD und 
CE als Coordinatenachsen an (siche Fig. 1 Taf. IV). In ihrem Schnitt- 
punkte C, dem Anfangspunkte der Coordinaten, bilden sie im Allgemei- 
nen einen beliebigen Winkel, der jedoch im Nachfolgenden immer als 
Rechter angenommen ist. 

Durch die Hauptkreise Dm und Em, welche die Achsen in X und L 
schneiden, wird nun der Punkt m auf die beiden Achsen bezogen, und zwar 
sind CL und CK die Coordinaten des Punktes m. Da jedoch diese durch- 
gehends nur mittels der trigonometrischen Tangenten in Rechnüng kom- 
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men, so werden auch für diese die einfachen Zeichen gewählt und der 
Punkt m durch (xy) bezeichnet, wenn 
z=IiIngCL,y=ingCK. 
In dieser Bezeichnung ist 
ae y? 
1) ing a + ing o = 
die Gleichung eines Kegelschnittes, dessen Halbachsen a und b sind, und 
zwar fallen die Achsen des Kegelschnittes in die Hauptkreise CD und CE. 
Die Excentricität e dieses Kegelschnittes ist bekanntlich unter der Voraus- 
setzung, dass a > , durch die Gleichung 


cos a 
cos e = 
: cos b 
bestimmt. Soll nun ein zweiter Kegelschnitt 
a: 
2) re Yt 


ing'a, ing b 
mit dem obigen die Brennpunkte gemeinsam haben und jenen in dem 
Punkte (xy) schneiden, so müssen die Halbachsen desselben der Glei- 
chung 2) und der Bedingung 
cos a, cos a 
cos b, cos b 


genügen. . 
Um hieraus die Halbachsen a, und b, zu bestimmen, setze man 
3) cosa cos“ Sa 
cos a cosb „ 
mithin 
Ing! a - ing Ing" a ing u eln ge K 
ing a, = „ing b, = 
g 4 1 + ing IT 190; 1 + ing? p 
und statt der Gleichung 2) 
T? 1 
4) ge + „ =~, 
ng - Ing a ing b inge n 1+ing'u 


rer diesem ergiebt sich nun zunächst 
1+2* sida À cot 
11 ＋ y? i 
sin u == sin*a sin h. (1+ xè colta + y? cot*b), 
cos* u = cos*a cos?b . (I +r? +y’). | 
Die Halbachsen des Kegelschnittes 2) sind danach in folgender Weise be- 
stimmt: 


Ing" u = tng?a ing°b. 
5) 


Ing’a—ing!b x! Ing! e 


t 2 = tes — 2 

6) es 1+ ing°b ‘ing'a ing a ae 
ing ö. = ing*b — tng* a Vie , 

oo Tinga ‘ing'b ingo 


Diese Ausdrücke zeigen, dass a, real und b, imaginär ist, wenn a >b 
und der Schnittpunkt der Kegelschnitte 1) und 2) { nämlich (ry), real ist. 
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Da diese Curven mit der ebenen Ellipse und Hyperbel darin übereinstim- 
men, dass innerhalb der halben Kugelfläche, deren Mittelpunkt der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, die erstere aus einer geschlossenen Linie 
und die letztere aus zwei getrennten Zweigen besteht, so wird nach Guder- 
mann jene eine sphärische Ellipse und diese eine sphärische Hyperbel ge- 
nannt. 

Wenn der Schnittpunkt (xy) der Kegelschnitte 1) und 2) in einem 
Scheitel der kleinen Achse B B, (Fig. 2 Taf. IV) der Ellipse 1) liegt, so ist 
x , y = + ing b, 

ing a, = O, ing b, = + sin e y l. 
Wenn zweitens der Punkt (ry) ein Scheitel der grossen Achse 4 A, ist, also 
r= + ing a, =, 
so ist 
ing a, = + ing e, ing b. 0, R 

mithin iida sich der confocale Kegelschnitt 2) auf die beiden Brenn- 
punkte des Kegelschnittes 1). Nehmen wir nun an, dass x > tnga, so 
wird der Schnittpunkt (xy) imaginär, weil unter dieser Voraussetzung nach 


Gleichung 1) 
Ing? b 


negativ ist; mithin sind jetzt beide Halbachsen des Kegelschnittes 2) real. 


Wenn insbesondere 
ting? a Ing?b 
YS ine? —1, 


ing € 
so ist 
a = a, b =b, 

oder es fällt der Kegelschnitt 2) mit dem ursprünglichen zusammen. Wird 
zuletzt 

z = ~N ud y= — , 
so folgt daraus 

a, = zA und b = x, 
d. h. der confocale Kegelschnitt 2) geht in den Hauptkreis DE (Fig. 2 Taf. IV) 


iiber. 


* 


ing? a 
Zwischen diesen speciellen Werthen x = 0, z ing a, £ = J 


Ing e 
und x = ~ liegen nun der Reihe nach die Werthe, für welche der confo- 
cale Kegelschnitt 2) eine Hyperbel, oder eine vou der Ellipse 1) einge- 
schlossene, oder eine dieselbe einschliessende Ellipse ist. 


8. 2. 


Die Hauptkreise, welche die confocalen Kegelschnitte 1) und 2) in 


ihrem Schnittpunkte (xy) berühren, sind : 
11 


* 
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x 
7) „ 
T y 
+ pa 
Ve ing! a, ers Por 


und der Winkel, welchen sie bilden, ist nach S. 11 der „analytischen Sphä- 
rik“ ein Rechter, denn | 
at y? 
ing?a tng?a, + tng?bing?b, ie 
wie sich sogleich aus den Gleichungen 1) und 4) durch Subtraction ergiebt. 
Da nun hiernach die confocalen Kegelschnitte, auf der Kugel eben so, wie 
in der Ebene, sich unter rechten Winkeln schneiden, so ist die Berührende 
7) eine Normale des Kegelschnittes 2) und die Berührende 7*) eine Normale 
des Kegelschnittes 1). Setzt man in die Gleichung der letzteren die Werthe 
von ing a, und ing b., so erhält man durch einige Umformungen 
8) sin?a u HIM v 


sin’a—sintb’z ' sin?b—sin?a ` y SE 
als Gleichung des Hauptkreises, welcher im Punkte (xy) den Kegelschnitt 
1) unter rechtem Winkel schneidet. 


Damit in dieser Normale der Punkt n = (x,y,) liege, muss 


9) m Sin! a—c r sin b— c 
' sinta santa” 


wo die Länge des Bogens, welcher von dem Punkte n = (2,y,) und den 
Fusspunkt der Normale m = (xy) begrenzt ist, durch die Grösse c be- 
stimmt wird. Bezeichnet man diesen Bogen mn mit d, so ist nach §. 6 


der „analytischen Sphärik“ 
1+ rx, + yy, 


Vita tp I T ty? 
nun erhält man aber durch Einsetzung der Werthe von x, und y, 


IT tyy = (l—c) (+a? ＋ /), 


cos d = 


folglich 

Iets 
d= + (1—c) / , 
SC ag ) 1141 Hy? 


ETS 1+-2? cotta 4+ y? cot! 
SERES Pa 
c 1+ x? cot“ a＋ y? cot! 
t = + — y — — 
und das Zeichen + ist jedes Mal so zu wählen, wie es die Länge des Bo- 
gens d erfordert. Setzt man c = — , so liegt nach den Gleichungen 9) 
der Punkt n = (, i) in dem Hauptbogen DE, mithin ist nach 10) 
2 4 
momia 55 colta + yf cot! b 
1+ 2*+ * 
wenn der Schnittpunkt der Normale 8) und des Hauptbogens DE mit R be- 
zeichnet wird. 
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Hierdurch ist nun zugleich das Stück der Normale bestimmt, welches 
durch eine vom Anfangspunkte C darauf gefällte Senkrechte begrenzt wird, 
denn es ergänzt den Bogen m R zu einem Quadranten; es ist also, wenn die 
Tangente desselben mit E bezeichnet wird, 


` è Der 1 +. + y’ a 
12) een col*b’ 
und somit entsteht aus Gleichung 10) 
Ä e 


Wenn man denselben Werth in die Gleichung 5) einsetzt, so ergiebt 
sich noch 
14) ing „ EE", 


8. 3. 


Für den Punkt O, wo die Normale des Punktes m in die grosse Achse 
einschneidet, ist wegen der Gleichungen 9) 


c == sin*b, 
folglich nach der Formel 13) 
| ing®b 
15) ing m 0 = ` | 
Eben so ist für den Einschnitt P in die kleine Achse 
c == sin*a, 
und 
(ig To 
15*) , ingmP= Bo 
Nimmt man nun noch hinzu, dass 
1 
ngmR=-, 
á ë 
so erhält man 
i 2 2 
ing m P. ing m O. ing n 


Dazu ist nach $. 71 der analytischen Sphärik der Kriimmungshalbmesser A 
des Kegelschnittes 1) für den Punkt (xy) mittels der Gleichung 
2 
sg k= ing ` une 

zu bestimmen, folglich ist auch 

16) ing m P. ing m O. ing m R ing h. 
Da jede Seite des dreirechtwinkligen Dreieckes CD E als Achse des Kegel- 
schnittes 1) angesehen werden kann, so ist durch diese Gleichung folgende 
Eigenschaft der sphärischen Kegelschnitte dargestellt: 

Das Produkt aus den Tangenten der drei Abschnitte 
wolche auf einer Normalen eines sphärischen Kegelschnittes 
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einerseits durch ihren Fusspunkt und andererseits durch die 
drei Achsen begrenzt werden, ist gleich der Tangente des 
zugehörigen Krümmungshalbmessers. 

Berücksichtigt man nur die Werthe von tng m P und ing mQ, so ergiebt 
sich durch Umkehrung des Zusammenhanges, welchen die Gleichungen 15) 
ausdrücken, folgender Satz: Werden die Schenkel eines rechten 
Winkels von einem Hauptkreise geschnitten und in dem letz- 
tern ein Punkt so bestimmt, dass die Tangente jedes Ab- 
schnittes, multiplicirt mit der Tangente des Abschnittes, 
welcher durch die vom Scheitel des rechten Winkels gefällte 
Senkrechte begrenzt ist, ein constantes Produkt bildet, so 
liegt jener Punkt in einem Kegelschnitte, für welchen jene 
Produkte die Quadrate der Tangenten der Halbachsen sind, 
und jener Hauptkreis ist eine Normale desselben. 

Die Voraussetzungen, welche in diesem Satze gemacht werden, sind 
auch durch die beiden Hauptkreise 7), welche die Kegelschnitte 1) und 2) 
im Punkte m = (xy) berühren und von den Achsen derselben in den Punk- 
ten O und O,, P und P, geschnitten werden, erfüllt: es ist nämlich nach 
den Gleichungen 7) 


ing*a, ing a 


ing CO = 


ing CO, = 


x 
und durch die vom Punkte m auf die Achse 44, gefällte Senkrechte mL 
wird der Bogen CZ abgeschnitten, von welchem 
ing CL = &, 
folglich ist 
ing CO. ing CL = ing a, ing CO, . ing CL = ing ia. 
Es liegt mithin der Mittelpunkt C in einem Kegelschnitt, dessen Achsen 
2a und 2a, sind und in den Bertihrenden 7) liegen, und die Axe 44, ist 
eine Normale desselben. Bezeichnet man mit E und ņ die Tangenten der 
Coordinaten des Punktes C in Bezug auf die Hauptkreise 7) als Coordinaten- 
achsen, so ist dieser Kegelschnitt 
E? ei 
ES ing?a Me | 
Dasselbe gilt in Bezug auf die Achse BB, und zwar ist sie eine Normale 
des Kegelschnittes - 


17%) E E 
ing: bing b. : 

von welchem sie im Punkte C geschnitten wird. 

Auch diese Kegelschnitte sind confocal und zwar ist nach der Glei- 
chung 3) der Bogen p ihre gemeinsame Excentricität. 

Hiernach haben die sphärischen Kegelschnitte mit den ebenen auch 
folgende Eigenschaft gemeinsam. 

Werden um den Schnittpunkt zweier confocalen Kegol- 


— EH 
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schnitte zwei neue Kegelschnitte beschrieben, welche die 
Berührenden des Schnittpunktes als Achsen enthalten und 
die Achsen derselben imMittelpunkte berühren, so sind auch 
diese Kegelschnitte confocal. 


§. 4. 
Aus den Gleichungen 9) folgt sogleich, dass auch der Punkt n = (z, ), 
dessen Coordinaten 


Sina bein b - e 
AT ginta NST gin Y 
sind, in einem Kegelschnitte 
x 2 y 2 
18 — — 

) inge a ing 8 i 

liegt und zwar sind die Halbachsen desselben 
sin? a— c sin? b—c 
I; OR ee 


Aus diesen Werthen erhält man dann zur Bestimmung der Excentricität & 
dieses Kegelschnittes 

` (1—c)* + c? cot?b 
cos 2 = cose Y er rents 

a a (1 — c) — & cot®a cot 
19) sina = sine Bean, © 
se (1 -c) — & cot a col 
PPT (Sc 

Wird nun noch in der Normalen 8) auf der entgegengesetzten Seite 

des Fusspunktes ein zweiter Punkt n, = Lex pl durch die Coordinaten 


e Sina +c, Sin b+, 
177 sin?a daks? 
bestimmt, so liegt dieser in dem Kegelschnitte 
20) x y? 1 
ingra, ing B: 


dessen Halbachsen die Gleichungen 
n Ce 2 
gm aTi ing B, a b+c, 
gin a COS a sinb cos b 
angeben. Sollen nun die beiden Punkte n und n, von dem Fusspunkte m 
der Normale gleiche Entfernungen haben, so muss nach Gleichung 10) der 


Bedingung 


Ing a, = 


- € 6e 
Le Le 
Genüge geschehen. Wenn aber diese Bedingung erfüllt ist, so haben auch, 
wie die Ausdrücke 19) zeigen, die Kegelschnitte 18) und 20) dieselbe Ex- 


centricität. 
Werdon also auf einer Normale eines sphärischen Kegel- 
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schnittes vom Fuss punkte aus nach beiden Seiten gleiche 
Stücke abgeschnitten, deren Tangenten mit der Tangente 
des Abschnittes, welchen die vom Mittelpunkte auf die Nor- 
male gefällte Senkrechte begrenzt, Produkte von constanter 
Grösse bilden, so sind die Ortscurven der Schnittpunkte zwei 
confocale Kegelschnitte. 

Die Punkte m, n und n, sind entsprechende Punkte in den Kegel- 
schnitten 1), 18) und 20), denn es verhält sich: 

‚sin’a—c ` sin‘a+c, 
n Cu? 
y: a = y wor “1 y = tng b : tng B: ing B,- 
Wenn man diese Beziehung umkehrt und den vorhergehenden Satz hin- 
zunimmt, so ergiebt sich folgende Eigenschaft der confocalen Kegel- 
schnitte : 

Der Hauptbogen, welcher zwei entsprechende Punkte 
zweier confocalen Kegelschnitte verbindet, istin allen La- 
gen Normale desselben drittten Kegelschnittes und wird 
durch diesen halbirt. 


~L==Inga:tnga:inga,, 


§. 5. 
Nach den Gleichungen 19) und 13) liegen die gemeinsamen Brennpunkte 
der Kegelschnitte 18) und 20), für nn 
e 
Fe 1 = 
in der grossen Achse des Kegelschnittes 1), wenn 
& ing d < tng a ing b; 
sie liegen aber in der kleinen Achse desselben, wenn 
Sing d ing a ing b 


und fallen mit dem Mittelpunkte zusammen, wenn 
$ ing d = tng a ing b. 


= Eingd, e 


In dem letzten Falle ist 
c 
1— e TA rm Cy 


== ing a ing b, 
mithin 
21) din a sin b à din a sinb 
cos (a5) 1 cos (a+ b)’ 
und durch diese Werthe nehmen die Punkte n und n, besondere Lagen an, 
welche mit r und r, bezeichnet seien; und zwar sind nach 9) die Coordina- 
ten dieser Punkte 
Ing (a +b) S ing (b T a) 
ing a ngb "` 
Die Punkte r und r, liegen also in den Kreisen 
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22) x? + y? = ing? (a + b), 
oder: Werden um den Mittelpunkt einer Ellipse mit der Summe 
und Differenz der Halbachsen Kreise beschrieben, so wird 
von diesen jede Normale der Ellipse in zwei Punkten ge- 
schnitten, welche dem Fusspunkte entsprechend und von dem- 
selben gleich weit entfernt sind. 

Der Bogen mr == mr, selbst, welcher durch diese Kreise abgeschnit- 
ten wird, ist nach 13) 

23) tng mr = tng mr, 2, 
und wegen der Gleichung 14) ist 

mr = mr = u. 
Da nun, wie oben erwähnt, p die Excentricität der confocalen Kegel- 
schnitte 17) ist, so ergiebt sich für diese auch folgende Eigenschaft: 

Werden fürirgend einenPunkt einer sphärischen Ellipse 
die Kegelschnitte gezeichnet, welche die Normale und Be- 
rührende dieses Punktes als Achsen enthalten und die Ach- 
sen der Ellipse im Mittelpunkte berühren, so liegen die ge- 
meinsamen Brennpunkte dieser Kegelschnitte in den Kreisen, 
welche um den Mittelpunkt der Ellipse mit der Summe und 
Differens ihrer Halbachsen beschrieben worden sind. 

Da nach den Gleichungen 15) und 23) | 

24) tng? mr = ing? mr. = ing m P. ing m O, 
so liegen die Punkte r und r, harmonisch gegen P und O; oder: 

Jede Normale einer sphärischen Ellipse wird von den um 
ihren Mittelpunkt mit der Summe und Differenz der Halb- 
achsen beschriebenen Kreisen in zwei Punkten geschnitten, 
welche dem Fusspunkte der Normale entsprechen und gegen 
dieinden Achsen gelegenen Punkte derselben Normale har- 
monisch liegen. 

Wenn man die oben hergeleiteten Werthe von ing m und tng mr in 
die Gleichung | 
ing mP ing mr 
1 ＋ Ing m P. ing inr 


einsetzt, so entsteht 
mie Bs (ing a — tng b) § ing a 


E? ing a ing 
und 


(ing a — ing b) £ tng a 


sin r P = Yng a FE 7 FE ying a ngth +E Ying d lag + E ingth + EE 
Eben so findet sich 


(Inga + tngb) Eing a 
Gees Vingt u + & Vingt a ing b +E” 


sinr, 
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(ing a — ing b) E ing b 

tng‘ b + E Ving a tng? b + DA 
(ing a — ing b) E ing b 

Ving. d +E b +E? Yin a tng? b + FE 


sin 10 = 


sin r, 0 = 


folglich ist 

25) r P : sin r, P= tng a — tng ö: tng a + ing b = sin (a — b) : sin (a + b), 
- Csin rO: sin r, Q = tng a — ing b : ing a + tng b = sin (a —b) : sin (a + b). 

Aus diesen Proportionen ergiebt sich nun zur Ergänzung des vorhergehen- 

den Satzes folgende Eigenschaft der sphirischen Kegelschnitte: 

Werden um den Mittelpunkt einer Ellipse mit der Summe 
und Differenz der Halbachsen Kreise beschrieben, so wird 
das Stück jeder Normale, welches durch die ihrem Fuss- 
punkte entsprechenden Punkte dieser Kreise begrenzt ist, 
von den Achsen derEllipse so getheilt, dass die Sinus der Ab- 
schnitte in einem constanten Verhältnisse stehen. 

Die besonderen Werthe unter 21) sind die wichtigsten, welche die 
Grössen e und c, annehmen können; einige andere sollen nur eben erwähnt 
werden. 


Setzt man . 
g et 1, al Cu = , 
1—c „ sa 
so geht die Ellipse 20) in den Hauptkreis D E über und die confocale 18) in 
25 y 


=l. 


; cot? 2a cot?2b 
Dieselben Linien erhält man durch 
€ == en: — — — =o 
=<" tne 1, also c = ©, Ou = A, 
indem der Kegelschnitt 18) in den Hauptkreis und der zugehörige 20) in 
die vorstehende Ellipse tibergeht. 


Wenn 


c C, 
ie” (E da 
so ist nach der Gleichung 10) der auf der Normale abgeschnittene Bogen d 
ein Quadrant und die beiden confocalen Kegelschnitte 18 und 20) fallen in 
den einen 


= ©, also c== — ei = 1, 


x 91 
cot a col 
zusammen, welcher von dem ursprünglichen die reciproke Curve ist, d. h. 
von allen Hauptkreisen, welche die Ellipse 1) berühren, die Mittelpunkte 
enthält. 


==] 


8. 6. 


Der Bogen mQ, welcher einerseits durch den Fusspunkt der Normale 
und andererseits durch ihren Einschnitt in die grosse Achse begrenzt wird, 
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ist durch die Gleichung 15) bestimmt. Wird derselbe mit e bezeichnet und 
mittels der Gleichung 14) die Grösse & eliminirt, so ist 
27 nee ing b tng p 
Ing a 
Durch Einsetzung dieses Werthes kann man den Halbachsen des Kegel- 
schnittes 2), welcher durch den Fusspunkt der Normale geht, und den Co- 
ordinaten ihres Fusspunktes folgende Form geben: 
tng? b — Ing? /ing* b — Ing’ a tng? @ 
uO 08 Vs SE Ing? a SE o ing bi =} 155 b + tng? a dug 
_ tinga ing? b — Ing? ọ 1g din a mfg — tng‘ b 
: ing Vs b + ing? a Ing? go’ Tin e ing? a ing? ọ + inge b 
Zugleich ist wegen der Gleichung 7*) der Bogen CQ, welcher von dersel- 
ben Normale auf der grossen Achse abgeschnitten wird, durch die Glei- 
chung 


e ` 2 
ing CO ing? o 
x 


bestimmt. Wenn man noch den Werth von x einsetzt, so entstelit 
28) ing C0 3 ing e Va ee. = a SEN 
ing a ing? b + ing? a Ing? o 
Man denke sich nun um den Punkt mit dem Halbmesser g einen Kreis K 
beschrieben; dieser berührt den Kegelschnitt I) in zwei gegen die grosse 
Achse symmetrisch gelegenen Punkten m und mi, und der Hauptbogen mm, 
het die grosse Achse in einem Punkte Z, so dass 


ing CL = tnga.tnga, __ Ing a ls b — mg 29 S y 
tng e ing e ing? b+ ing? a tng? o 
Man sieht sogleich, dass 
30) ing CQ. ing CL == tng? ai, 


folglich ist der Mittelpunkt eines Kreises, welcher einen Kegel- 
schnitt in zweigegen die erste Achse symmetrisch gelegenen 
Punkten berührt, in Bezug auf den confocalen Kegelschnitt, 
welcher dureh die Berührungspunkte geht, der Pol des ahs 
kreises, in welchem die Berührungspunkte liegen. 

Der grösste Werth, welchen der Halbmesser ọ des doppelt berühren- 
den Kreises A annehmen kann, ist 

eb 
und zwar ist dann zugleich 
Be = sin e —1, s= , lig b. 
c0=0,CL=0, 

mithin berührt dieser Kreis die Ellipse 1) in den Scheiteln der kleinen 
Achse. Der kleinste Kreis, welcher die Ellipse in zwei realen, gegen die 
grosse Achse syınmetrisch gelegenen Punkten berührt, ist bestimmt durch 
inge b 


ing o = nya 
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zugleich ist 
a, = e, b = 0, x = ing a, = 0 


ing’ e 
ing CO = 105 CL =a; 


es fallen also die beiden Berührungspunkte in einen Scheitel der grossen 
Achse zusammen und für diesen ist der zugehörige Werth von e der Krüm- 
mungshalbmesser. Wenn endlich der Halbmesser 

e=0 
gesetzt wird, so ist 


ing’ a ing 5 
4 a, b b, & g 9 = + g — 1, 


ge d sin e 
Ing a 
ing e 
Es geht also in diesem Falle der doppelt berührende Kreis X in einen 
Brennpunkt und der Hauptbogen, in welchem die Berührungspunkte des- 
selben liegen, in die zugehörige Directrix über. 

Jenachdem nun 


CO = e, ing CI 


tng? b ' 


ing a 


tng b ing ọ > 


oder 


ing” b 
60 > ing q> tngo, 


findet zwischen dem Berührungskreise X und der Ellipse 1) eine Berührung 
in zwei realen oder imaginären Punkten statt. 


8. 7. 


Der Hauptbogen r = nQ, welcher einen beliebigen Punkt n = (x, y.) 


N ; Ing! a 
des Keglschnittes 1) mit dem Punkte 0 = = 


L d in der grossen Achse 


verbindet, ist mittels der schon mehrfach angewandten Formel zu bestim- 
men, nämlich 


1+ = ‚Inga, 
VITA T Vir ee -a * 


Nun ist aber nach der Gleichung 6) 
me ting a ＋ * tinge 
TE nn 
g a 


cos r = 


und 


ing a + xx, Inge 


1 
1 — . ing a, = 


weil dazu der Punkt n = (x, yi) in der Ellipse 1) liegt, so ist auch 


7 
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e __ingfa+ x inge 
Ir ees Ing? a cos? b 
und durch Einsetzung dieser Werthe entsteht 
ng a cos b (ing? a + xx, Ing? e) 

Wenn nun insbesondere der Punkt n == (pl mit dem Punkte m= (ry), 
wo der Kreis X den Kegelschnitt 1) berührt, zusammenfallt, so geht der 
Bogen nQ Der in den Halbmesser o über, mithin ist zunächst 
ing” a + x*tng’e 
ing a + a ing! e 
und weiter e 

cos r ing’ a + 22, inge e | 

cos Ving? a + zu? tng e y ing? a + x? ing’ e 
Man beachte nun zuerst, dass nach den Gleichungen 6) 

xing e ER ing a 

Ving? a + 27 ing! e 


Ving? a + ing e 
setze dann nach Analogie dieses Werthes 


— . LL LA El APL AP LDP LT GL EL BOLL I 


cos r == 


cos ọ = tng a cos b 


sin a, = 


2 


Li 


ing e 
ing 9 = ing a 


also 
x, tng e ree ing a 
ying? a + x? ing’ e Vingi a + x! ing? e 
und berücksichtige ferner noch, dass der Quotient cos r: cos o auch der 
Cosinus der vom Punkte n = (x,y,) an den Kreis gezogenen Berührenden 
ist. Hierdurch erhält man aus der vorstehenden Gleichung 
cos == Cosa, COS Q; + Sina, sin p,, 


gin ꝙ = 


oder 

31) i= + (a, — 9); 
wo das Zeichen + so zu verstehen ist, dass der Werth von f immer posi- 
tiv wird. 

Da nun a, und e in den Hyperbeln, welche mit der Ellipse 1) die 
Brennpunkte gemeinsam haben und durch die Punkte m == (zy) und 
n= (z,y,) gehen, die realen Halbachsen sind und die eine von beiden ne- 
gativ zu nehmen ist, wenn diese Punkte m und n auf verschiedenen Seiten 
der kleinen Achse liegen, so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung 
folgender Satz: - | 

Wird eine sphärische Ellipse von einem Kreise in zwei 
gegen die grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten m 
und m, berührt und von einem beliebigen Punkten der Ellipse 
an diesen Kreis eine Berührende gezogen, soist diese Linie 
gleich der Summe oder Differenz der realen Halbachsen der 
Hyperbeln, welche mit jener Ellipse confocal sind und die- 
selbe in den Punkten m und schneiden, jenachdem.diese 
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Punkte auf verschiedenen oder derselben Seite der kleinen 
Achseliegen. 

Von diesem Satze will ich hier nur zwei besondere Fälle hervorheben. 
Wenn zuerst x = 0 also auch a, = 0 ist, so geht die Gleichung 31) über in 
l= Q, 
oder: Die Berührende, welche von einem beliebigen Punkte 
einer Ellipse an den über der kleinen Achse beschriebenen 
Kreis gezogen wird, ist gleich der realen Halbachse der Hy- 
perbel, welche durch diesen Punkt geht und mit der Ellipse 

confocal ist. 

Wenn zweitens der Bogen p = 0 oder der Punkt n = (z,y,) in einen 
Scheitel der kleinen Achse liegt, so ist 

l= 4, 
d. h.: Zieht man einen Kreis, welcher eine Ellipse in zwei 
gegen die grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten be- 
rührt, von einem Scheitel der kleinen Achse eine Berührende, 
so ist diese gleich der realen Halbachse der Hyperbel, welche 
durch jene symmetrischen Punkte geht und mit der Ellipse 
confocal ist. 

Ich nehme jetzt an, dias die Ellipse 1) von zwei Kreisen in je zwei 
gegen die grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten m, mi und p, pi 
berührt wird, und bezeichne die realen Halbachsen der Hyperbeln, welche 
durch diese Punktenpaare gehen und mit der Ellipse 1) confocal sind, durch 
a, und a, Wird nun von einem beliebigen Punkte n = (z, yi), welcher in 
der Ellipse 1) so liegt, dass 
tng e 
ing a , 
an jeden dieser Kreise eine Berührende gezogen und diese mit ¢ und 4 be- 
zeichnet, so ist nach der Gleichung 31) 

t= + (a,—g,) und 4 = + (a. — gp), 
und daraus ergiebt sich sogleich 

32) (Est (a, +4). 

Die Eigenschaft der Kegelschnitte, welche diese Gleichung darstellt, kann 
man in folgender Weise ausdrücken: 

Wenn eine sphärische Ellipse von zwei Kreisen in je zwei 
gegen die grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten m, m, 
und p, pi berührt und von einem beliebigen Punkten der El- 
lipse an diese Kreise Berührende gezogen werden, so ist die 
Summe oder Differenz dieser Linien constant, jenachdem der 
Punkt n zwischen den Hauptbogen mm, und pp, liegt oder 
nicht. 

Diese constante Grisse ist die Summe oder Differenz der realen Halb- 
achsen der Hyperbeln, welche durch die Punkte m uud pıgehen und mit 


ing 9, = 


17 
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der Ellipse 1) confucal sind, jenachdem diese Punkte auf verschiedenen 
oder derselben Seite der kleinen Achse liegen. 

Für den speciellen Fall, wo die beiden Berührungskreise in die Brenn- 
punkte übergehen, ergiebt sich aus dem vorstehenden Satze die allbekannte 
Eigenschaft der Brennstrahlen eines Kegelschnittes. 


8. 8. 


Nach der Gleichung 31) ist 

gees a, cos Q, Inge 
Le “inga (& -i). 
Wenn man noch von dem Punkte n = (: ) auf den Hauptbogen mm, wel- 
cher durch die beiden Berührungspunkte des Kreises X geht, eine Senk- 
rechte s fällt, so ist nach S. 13 der analytischen Sphärik 


sin t + cos a, cos g, (irg. a: — ing y.) = 


SE T—T, E aA = 
sins = BATI Vite i (z ,) 


Aus der Verbindung dieser Gleichungen ergiebt sich 


sin ting e co . en 
„„ 7 z? 
sin s "uge cosb } oz 
oder weil 
ing e sine Ing a 
ing a cos b sin a ying’ a + x! ing? e 
so ist ; 
33) 2u y 14r? 
` sins cosa ing ot Af ing e 


Diese Gleichung zeigt, dass das Verhältniss sin “: sins von der Lage des 
Punktes n == (z,y,) unabhängig ist, und enthält also folgende Eigenschaft 
der sphärischen Kegelschnitte: 

Wird eine Ellipse von einem Kreise in zwei gegen die 
grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten m und m, be- 
rührt, von einem beliebigen Punkte der Ellipse an diesen 
Kreis eine Berührende gezogen und auf den Hauptbogen, 
welcher durch die Berührungspunkte m, m, geht, eine Senk- 
rechte gefällt, so stehen die Sinus dieser Linien in einem 
constanten Verhältnisse. 

Der Exponent dieses constanten Verhältnisses, welcher bei den ebenen 
Kegelschnitten auch von der Lage oder Grösse des doppelt berührenden 
Kreises unabhängig ist, nimmt auf der Kugel für verschiedene Kreise ver- 
schiedene Wertlie an. Um dies deutlich zu zeigen, gebe ich der Gleichung 
33) durch einige Umformungen mittels der im §.6 entwickelten Werthe eine 
Gestalt, welche die Abhängigkeit des Verhältnisses von dem Halbmesser 
des doppelt berührenden Kreises angiebt; eine solche ist: 


sin i sin e i 55 re 


sin a ing? a — tng? b ` 
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Hieraus sieht man sogleich, dass dies Verhältniss desto kleiner ist, je 
grösser der Halbmesser ọ des doppelt berührenden Kreises ist. 
Wenn zuerst | 

„ 

also die Berührung in den Scheiteln der kleinen Achse stattfindet, so ist 
sin (sin e 
sins sin a 

Wenn zweitens 
Ing! b 
ing a 
und somit, wie oben erwähnt, die Berührungspunkte in einen Scheitel der 
grossen Achse zusammenfallen, so ist 

sin! sin e 1 

sins sin a cos 
Den grössten Werth erreicht das Verhältniss, wenn der doppelt berührende 
Kreis in einen Brennpunkt übergeht und zwar ist dieses Maximum 

sin sine y Ing? a ing b 
sins sin a ing? a — Ing! bh 

Wenn nun eine sphirische Ellipse von einem Kreise in zwei realen, gegen 
.die grosse Achse symmetrisch gelegenen Punkten berührt, so liegt das Ver- 
hältniss sin t : sin s zwischen dem ersten und zweiten dieser speciellen Wer- 
the, d. h. es ist | 


i ing o = 


sine sin Sin e 

sina ~ sins sin a cos b 
Für alle Kreise aber, welche eine Ellipse in zwei imaginären Punkten be- 
rühren, liegt dasselbe Verhältniss zwischen dem zweiten und dritten Wer- 


the, oder 
Sin e sint sine ) / Ing! a tng*b 
——— < — < —. 1+ 5 
sina cosb ` sings ~ sina ing? a — inge b 


Nach der Gleichung 33) kann auch leicht der doppelt berührende Kreis 
bestimmt werden, für welchen, wie bei einer ebenen Parabel, 


sin t 
— = l oder t = S; 
sins 
setzt man nämlich diesen Werth in jene Gleichung ein, so ergiebt sich 
34) x = + cote. 


Wird also eine sphärische Ellipse in zwei (realen oder 
imaginären) Punkten, welche von einem Brennpunkte um. 
einen Quadranten abstehen, von einem Kreise berührt und 
von einem beliebigen Punkte der Ellipse an diesen Kreis eine 
Berührende gezogen, so ist diese gleich der Entfernung des- 
selben Punktes von dem Hauptkreise, dessen Mittelpunkt 
jener Brennpunkt ist. 
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Die vorstehende Bedingung 31) kann wegen der Gleichung 6) auch 

durch 
ing a. ing a, I oder a +a, =ġ4x 

ersetzt und somit für die zuletzt erwähnte Eigenschaft der Kegelschnitte 
ein etwas veränderter Ausdruck gegeben werden. 

Da, wie oben erwähnt, das Verhältniss sin t: sin s sein Maximum er- 
reicht, wenn 
ing! a 
so giebt es nur dann einen doppelt berührenden Kreis, für welchen 
sin t = sin 3, wenn 

10 5 a 


e = 0, also x = 


= cote oder a Z x. 


Wenn insbesondere a = = so ist, wie auch bei der ebenen Parabel, jeder 
Punkt des Kegelschnittes von seinem Brennpunkte ebenso weit entfernt, 
als von der zugehörigen Directrix. 


8. 9. 


Der Bogen mP, welcher durch die kleine Achse der Ellipse auf der 
Normale des Punktes m = (ry) begrenzt wird, sei dem Vorhergehenden 
entsprechend mit g, bezeichnet; es ist mithin nach den Gleichungen 14) 
und 15*) 

Ing a Ing u 

35) ing Qi = ing d 
Die Halbachsen a, und b, des confocalen Kegelschnittes, welcher durch 
den Punkt m = (zy) geht, und die Coordinaten des Schnittpunktes selbst 
nehmen durch Einführung dieses Werthes folgende Form an: 


ing‘ a — ing b ing o: a — ting? b inge o, „ Ing! a — ing? o 
= , ing b, == Ing b 
ing as ing? a + Ing? b tng? o "g "9 ing? a + ing? b ing? ọ, 01 
+ Ing Ve a — tno’ bingo, tng? b ing’ Q ing a 
== —— M , „= = eee ee 
ing e tng? a + ing b ing o TE ine / ingta + inge b lng 9. 0 


Der Bogen CP, welcher durch die Normale des Punktes m == (zy) auf der 
kleinen Achse begrenzt wird, ergiebt sich nach 7*) aus der Gleichung 

Ing” bi 

er. 


ing CP= 
und wenn man aus dieser die Grösse y entfernt, so ist 
ing ö: sin e — 1 in — tng* a 
fig ops TONEY N age bye 95 
ing b inge a + tng’ b ting? 01 


Der Kreis K., welcher um den Punkt P mit dem Halbmesser o; be- 
schrieben. wird, berührt die Ellipse in zwei gegen die kleine Achse sym- 
metrisch gelegenen Punkten m und m,, deren Coordinaten zu den oben 
stehenden Werthen z und y gehören. Der Hauptbogen, welcher durch 
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diese Punkte geht, schneidet also auf der kleinen . einen Bogen CK 
ab, für welchen 
ing b ing b. inge b ing? o — ing*a 
sineV—1 sine P inge u + inge b ing o 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt nun sogleich 

38) ing CP. ing CK = tng? bi, 
d. h. der Mittelpunkt eines Kreises, welcher einen sphärischen 
Kegelschnitt in zwei gegen die kleine Achse symmetrisch ge- 
legenen Punkten berührt, ist in Bezug auf den confocalen 
Kegelschnitt, welcher durch die Berührungspunkte geht, 
der Pol des Hauptkreises, in welchem die Berührungspunkte 
liegen. 

Der Halbmesser o, des doppelt berührenden Kreises X, erreicht seinen 
kleinsten Werth, nämlich 


37) ing CA 


0: —4, 
wenn l 
a, = e, b = 0, z = + ing a, y = 0, 
CP= 0, CK = O, 
mithin berührt der kleinste Kreis die Ellipse in den Scheiteln der grossen 
Achse. Der kleinste Werth von g,, für welchen die Beriihrungspunkte des 
Kreises A, real sind, genügt der Gleichung 
Ing! a 


t == 
SP ing b 


und zugleich ist 
a, = 0, ing b, —=sney—l, r=0,y= + ing b, 
sin? e 
l = — — ses b: 
ng CP a CK =b; 
es fallen also die beiden Berührungspunkte dieses Kreises in einen Schei- 
tel der kleinen Achse zusammen und der oben angegebene Werth von 01 
ist der zugehörige Kriimmungshalbmesser. Wenn endlich der doppelt be- 
rührende Kreis X, in einen Hauptkreis übergeht, also 
=$ 
gesetzt wird, so ist 


ing a, = VI, Ing b. =y I, za ngs .V—1, y= + qe 


lng e 


Ing CP=— 7 ing CK = 790 

ing b sine 
Dieser Hauptkreis ist die Grenzform der Kreise, welche einen Kegelschnitt 
in zwei gegen die kleine Achse symmetrisch gelegenen Punkten berühren 
und entspricht in dieser Beziehung den Brennpunkten, welche die Grenze 


der inneren Berührungskreise sind. 
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§. 10. 
Der Hauptbogen r, = n P, welcher einen beliebigen Punkt n = (z, y;) 


in der Ellipse 1) mit dem Punkte P — (o, 2 meh) in der kleinen Achse ver- 
bindet, ergiebt sich aus der Gleichung 
1+ S ing b. 


55 blah 


Dazu ist nach Gleichung 6) 


cos ri = 


ing! b ing. b L sin‘e 


T= Vë ing 5 
und 
91 __ tng b — yy, sin e 
1 * y e Ing? b. — ph 9 
weil ferner der Punkt n = (z,y,) in der Ellipse 1) liegt, so ist auch 


ing? b — y," sin! e 
(ta tw ing’ b cos? a 

und durch Einsetzung dieser Werthe entsteht aus der obigen Gleichung 

tng b cos a (Ing! b — yy, sin® e) 

Ving b— yi sinte nb ante 

Denkt man sich nun, dass der Punkt n mit dem Punkte m = (xy) zusam- 

menfällt, also der Bogen r, in den Halbmesser ọ, tibergelit, so erhält man 

als besondern Fall der vorstehenden Gleichung 

ing b — sin e 

ing" b + sin e 


7 


cos T, = 


cos o == ing b cos a 


und durch Verbindung dieser Werthe 
cos r, ing b — yy, sine 


r EC E a … © 


cose, Ying b i sin? e y ing? b— M sine 
Um die Umformung dieses Ausdruckes in ähnlicher Weise wie oben im 
$. 7 durchführen zu können, setze ich zunächst die imaginäre Halbachse 
der Hyperbel 2) 


= ß, y—1 
und weiter in der Bezeichnung Gudermann’s (vergl. Potenzial- Functionen 
in Crelle's Journal 6. 7. 8 und 9) . 
ing b. = V —1. Tng ß. 


Nun ist nach dieser und den Gleichungen 6) zuerst 
ing b 
Sipe oe — — m, 
y tng? b — y" sin? e Ving b — y einde 
und dann diesen Werthen entsprechend zu setzen 
nin e 


12* 
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also 

5 „ Cos y, = 8 . 

V ing? b — y; sin? e y ing’ b — y? siè e 

Wenn man endlich diese Werthe in die obige Gleichung einsetzt und be- 
achtet, dass das Verhältniss cos ọ, : cos r, der Cosinus der kleinsten Halb- 
sehne ist, welche durch den Punkt n = ( i) in dem um P mit dem Halb- 
messer oi beschriebenen Kreise X, gezogen werden kann, und diese Halb- 
sehne mit t bezeichnet, so ist 


Sin y, = 


1 6 . 
= (os B Cos dn — Sin B, Sin Wi 


Hieraus folgt weiter 
Cos Lt = Cos (B, — wi) 
oder 

39) Li= + (Bi — 4). 

Weil nun f, und y, (abgesehen von dem Factor /i) die imaginären Halb- 
achsen der Hyperbeln sind, welche mit der Ellipse 1) die Brennpunkte ge- 
meinsam haben und durch die Punkte m == (ay) und n = (z, yi) gehen, und 
da ferner die eine dieser Halbachsen negativ ist, wenn die Punkte m und n 
auf verschiedenen Seiten der grossen Achse liegen, so hat auch jeder 
äussere Berührungskreis einer Ellipse folgende Eigenschaft: 

Wird eine sphärische Ellipse von einem Kreise in zwei 
gegen die kleine Achse symmetrisch gelegenen Punkten m 
und m, berührt und durch einen beliebigen Punkt n der Ellipse 
indiesem Kreise eine kleinste Halbsehne gezogen, so ist die 
Längenzahl dieser Linie gleich der Summe oder Differenz 
der imaginären Halbachsen der Hyperbeln, welche mit der 
Ellipse confocal sind und siein den Punkten m und n schnei- 
den, je nachdem diese Punkte auf verschiedenen oder der- 
selben Seite der grossen Achse liegen. 

Setzt man insbesondere = 0, also auch y = 0, so vereinfacht sich 
die obige Gleichung in 

Lü = y, oder t= ly, 
und giebt dann eine Eigenschaft an, welche den tiber der grossen Achse 
als Durchmesser beschriebenen Kreis auszeichnet, nämlich: 

Die kleinste Halbsehne, welche durch einen beliebigen 
Punkt einer Ellipse in dem über der grossen Achse beschrie- 
benen Kreise gezogen werden kann, ist gleich der Longitudi- 
nalzahl der imaginären Halbachse der Hyperbel, welche 
durch jenen Punkt geht und mit der Ellipse confocal ist. 

Lässt man zweitens den Punkt n= (x,y,) in einen Scheitel der grossen 
Achse fallen, so wird y, = 0 also auch y, = 0, folglich ist 


Lt = f, oder t= Ig, 
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d. h.: Zieht man in einem Kreise, welcher eine Ellipse in zwei 
gegen die kleine Achse symmetrisch gelegenen Punkten be- 
rührt, eine kleinste Halbsehne durch einen Scheitel der 
grossen Achse, so ist die Langenzahl dieser Linie gleich der 
imaginären Halbachse der Hyperbel, welche mit der Ellipse 
confocal ist und durch jene symmetrischen Punkte geht. 

Ich setze jetzt voraus, dass die Ellipse 1) von zwei Kreisen in je zwei 
gegen die kleine Achse symmetrisch gelegenen Punkten m, m, und p, pi 
berührt und die imaginären Halbachsen der Hyperbeln, welche mit der 
Ellipse confocal sind und durch die Punkte m und p gehen, mit 8. / — 1 


und 8, / — 1 bezeichnet werden, und ziehe dann durch einen beliebigen 


Punkt n der Ellipse in diesen Kreisen die kleinsten Halbsehnen € und 4. 
Nach der Gleichung 39) ist 


Li= + (8. — vi) und Lt, = + (8. — vi), 
folglich 


40) Li + Lt, = + (51 + A). 

Hierdurch ist entsprechend dem Satze 32) für die sphärischen Kegel- 
schnitte folgende Eigenschaft nachgewiesen: 

Zieht man durch einen beliebigen Punkt n einer Ellipse 
in zwei Kreisen, welche dieselbe in je zwei gegen die kleine 
Achse symmetrisch gelegenen Punkten m, m, und p, p, berüh- 
ren, die kleinsten Halbsehnen, so ist die Summe oder Diffe- 
renz der Längenzahlen dieser Bogen constant, jenachdem 
der Punkt n zwischen den Hauptbogen mm, und pp, liegt oder 
nicht. 

8. 11. 
Nach dem vorhergehenden $ ist 
Sin Lt + Sin (, —y,) = + Cos $, Cos y, (Ing B, — Tng w.) 
oder | 
Cos B, aot sin e nn) 
Wenn dazu auf den Hauptbogen, in welchem die beiden Berührungspunkte 
des Kreises Ki, nämlich m = (x,y) und m, = (x,y) liegen, von dem Punkte 
n == (z,y,) eine Senkrechte s gefällt wird, so ist diese nach §. 13 der analy- 
tischen Sphärik durch die Gleichung 
O Yoh cosa Cos w. 
N ß 
bestimmt. Durch die Verbindung dieser Gleichungen entsteht 
ing t „„ Ta ify, 


sins ing d cos a 


ing i = + 


oder weil 
ing b 


y ing? b — sine 


sine ing e 


— ind Cos B, = 
ing b cos a sin b os Bi 
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41) ing t ing e, Lt 
sins cos h ing b — y? sin? e 
Da in dieser Gleichung die rechte Seite von der Lage des Punktes n = (r. 51 
unabhängig ist, so ergiebt sich daraus für die sphärischen Ellipsen folgen- 
der Satz: 

Wird eine Ellipse von einem Kreise in zwei gegen die 
kleine Achse symmetrisch gelegenen Punkten m und m, be- 
rührt, durch einen beliebigen Punkt derselben in diesem 
Kreise eine kleinste Halbsehne gezogen und von demselben 
Punkte auf den Hauptbogen, in welchem die Berührungs- 
punkte m, m, liegen, eine Senkrechte gefällt, so steht die 
Tangente der Halbsehne zu dem Sinus dieser Senkrechtenin 
einem constanten Verhältnisse. | 

Auch dies Verhältniss ist von dem Halbmesser des doppelt beriihren- 
den Kreises abhängig, und der Zusammenhang tritt deutlich hervor, wenn 
man die Grösse y mittels des im S. 9 angegebenen Werthes aus der Glei- 
chung 41) eliminirt. Dadurch erhält man: 


tng t "9e e Pae Ing? 0, — - ing" a a 
b 
sins sinb i+ ing? a — ingi d Ing’ 
und hiernach ist das Verhältniss ing “: sin s desto grösser, je grösser der 


doppelt berührende Kreis ist. Es erreicht sein Minimum, wenn g, am 
kleinsten oder 


% = 4, 
und zwar ist unter dieser Voraussetzung 
ing t — e 
sias sin 
Desgleichen ist für die beiden Kreise, welche die Ellipse 1) in einem Schei- 
tel der kleinen Achse doppelt berühren, oder wenn 
tng*a 


gesetzt wird, 
ing! ing e 1 
sin sin b cos a 
Wenn endlich der doppelt berührende Kreis in einen Hauptkreis übergeht, 


so wird die kleinste Halbsehne t — }x und das Verhältniss ing (: sin s nach 
der vorstehenden Gleichung unendlich. Je nachdem nun 


ing" a 
t { — 
ng a < AS ngb’ 
oder 


Ing! a 
Ing b 


LN, 


ist auch 


d 
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ing e ing t ing e 
sinb ~ sins sin b cos a 
oder 
ing e ing i Pare 


sin b cos a sin $ 


8. 12. 


In dem zuletzt erwähnten besonderen Falle, wo der Halbmesser o, des 
doppelt berührenden Kreises ein Quadrant ist, verlieren sowohl die Resul- 
ute des letzten §, als auch die des vorhergehenden ihre Bedeutung, indem 

mehrere darin vorkommenden Grössen unendlich werden. Dennoch sind 
die beiden Hauptkreise, welche die Ellipse 1) in zwei imaginären Punkten 
berühren, von besonderem Interesse. Bezeichnet man die Mittelpunkte 
derselben mit G und G, und die gleiche Entfernung beider vom Mittelpunkte 
C der Ellipse mit y, so ist nach $. 9 


__ sine 
MIT ing b’ 
folglich 
__ sinb cos (4n—b) 
E ENT eee or eae, 


und hiernach sind die Punkte & und G, die Brennpunkte des Kegel- 
schnittes 26). 

Werden also um die Brennpunkte eines Kegelschnittes 
Hauptkreise beschrieben, so berühren diese den reciproken 
Kegelschnitt in je zwei imaginären Punkten. 

Mit Hilfe dieses Satzes kann man nun jeder Eigenschaft, welche sich 
auf die Brennpunkte eines sphärischen Kegelschnittes bezieht, sogleich 
eine andere, in welther die denselben doppelt berührenden Hauptkreise 
vorkommen, gegenüber stellen. Ich glaube jedoch ein näheres Eingehen 
auf diese Eigenschaften dem Leser überlassen zu müssen, um so mehr, da 
die wichtigsten schon vor längerer Zeit (im zweiten Bande des Crelle’schen 
Journals) von Gudermann ausgesprochen und in seiner analytischen Sphä- 
rik S. 85 und 86 entwickelt und von Herrn Chasles in der Géométrie superieure 
C. 34 reproducirt worden sind. Dem letzteren verdankt man den Nachweis, 
dass die Hauptkreise um die Mittelpunkte G und G, die Stellung der beiden 
Ebenen -Scharen angeben, welche den Kegel, dessen Spitze im Mittel- 
punkte der Kugel liegt und dessen Mantel die Kugelfläche in der Ellipse 1) 
durchdringt, in Kreisen schneiden, oder dass die Punkte G und G, für den 
durch die Ellipse 1) dargestellten Kegel die Kreisschnittspole sind. 

Aber die Grenzformen der doppelt berührenden Kreise, d. h. die 
Brennpunkte und die doppelt berührenden Hauptkreise, stehen nicht allein 
an den Kegelschnitten 1) und 26) in dem Zusammenhange der Reciprocitit; 
diese zeigt sich vielmehr ganz allgemein. Wird die Ellipse 1) von einem 


LS 
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Kreise in zwei gegen die a Achse symmetrisch gelegenen Punkten 
berührt, so wird auch die reciproke Ellipse 26) von dem reciproken Kreise 
kleine 


in zwei gegen die Gees l Achse symmetrisch gelegenen Punkten berührt. 


Auch dieser Zusammenhang giebt nun wieder Gelegenheit dazu, die 
in dem Vorhergehenden entwickelten Eigenschaften der doppelt berühren- 
den Kreise zu verdoppeln; doch auch diese Vervollständigung mag dem 
Leser überlassen bleiben. Nur eine Eigenschaft der Kreisschnittspole 
G und 6, will ich hier noch hinzufügen. 

Verbindet man einen beliebigen Punkt n==(z,y,) des Kegelschnittes 1) 
mit den Brennpunkten G und 6, des reciproken Kegelschnittes 26), so ist 


sin: e 
yıtrz!tyı 7 Lt 17975 


und hieraus ergiebt sich durch einige Umformungen 
sin b ing b + y, sine 
ing a ing b — i sine 


cos n G = 


cos n G = 


Ebenso ist 


cos nG, snb | F 
| ing a ing b + y, sine 
folglich 
sin b 
cosnG.cosnG = -—— 
ing a’ 


oder: Verbindet man einen beliebigen Punkt eines Kegel- 
schnittes mit den Brennpunkten des reciproken Kegelschnit- 
tes, so ist das Produkt aus den Cosinus dieser Verbindungs- 
linien constant. 

Auch das Verhältniss dieser Cosinus nimm ue einfache Form ‘an, 
denn es ist | de 
cosnG __ ing b + y, sin e 
cos nE. ing b — y, sine 


und da : 
sin e 
tng b „ Ing Ké 7 
80 ist 
cos n 1A Tng, Cos y, + Sin y, 
cos n a 1— Ing y Cos y, — Sin y, 
oder 
44) cos n 9 


cosnG, 
wo e, wie gewöhnlich, die Basis des natürlichen Logarithmensystems und 
2% die imaginäre Achse der confocalen Hyperbel, welche durch den 
Punkt (z, y,) geht, bezeichnet. 
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Der Kegelschnitt 1), welcher bisher als sphärische Ellipse den Gegen- 
stand der Untersuchung bildete, erscheint als sphärische Hyperbel, wenn 
man sich auf die Punkte beschränkt, welche in einer Halbkugelfläche um 
den Mittelpunkt D oder E (Fig. 2 Taf. IV) liegen. Bei dieser Auffassung 
giebt es dann ausser den beiden Kreisscharen, welche den Kegelschnitt 1) 
in zwei gegen die grosse oder kleine reale Achse symmetrisch gelegenen 
Punkten berühren, noch eine dritte Schar von doppelt berührenden Krei- 
sen und jeder von diesen berührt denselben in zwei Punkten, welche gegen 
die dritte Achse DE symmetrisch liegen. Beschreibt man z. B. um den 
Punkt R, wo die Normale des Punktes m == (xy) in die dritte Achse ein- 
schneidet, mit dem Halbmesser m R einen Kreis A,, so berührt dieser den 
Kegelschnitt 1) in dem Punkte m = (zy) und in einem Punkte m, welcher 
mit m gegen diese Achse symmetrisch liegt. 

Der pratbmesser 0, dieses Kreises ist nach §. 2 durch die Gleichung 

ing u 

45) ng ça = ing u ing b 
zu bestimmen. Durch Anwendung dieses Wertlies erhält man für die Halb- 
achsen des confocalen Kegelschnittes 2) und für die Coordinaten des Punk- 
tes, wo dieser den ursprünglichen Kegelschnitt schneidet, folgende Aus- 
drücke: 

lu? 1 ing a ing es ` 
I＋ ing" a tng? b tng? 02 1+ ing a ing b Prof Qs gn ` 
zu Ing! a H 1— Ing? b Ing? o go tng’? a ing o. 1 

— Inge 1 + tng?a ing? b Ing? o. ISE sine 1+ Ing? a ing’ b ing? o 

Um nun auch den Bogen, welcher durch den Mittelpunkt R des dop- 
pelt berührenden Kreises X, auf der Achse DE begrenzt wird, auszu- 
drücken, denke ich mir von einem beliebigen Punkte (uv) auf die Achse 
CD eine Senkrechte / gefällt, und setze nach $.13 der analytischen Sphärik 

sin = —— ing l= — 
F Vite 
Wenn aber der Punkt (uv) in der Achse DE liegt, so ist u = © und 


ing a, ing a. „ ing bi D ing b. 


v == , mithin geht tng l in den Grenzwerth von - über. Hier soll nun R 


der Punkt (uv) sein, und für diesen ergiebt sich nach der Gleichung 8) in 
§. 2 an der Grenze, wo v und u unendlich sind, der Werth 


mithin ist 
= Ing? a ing 0 —1 
46) ing DR = cose. V hen 
In derselben Weise erhält man für den Bogen DJ, welcher durch den Haupt- 
kreis Cm, oder 
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zy 
auf der Achse D E abgeschnitten wird, die Gleichung 


inge b V an! — 1 
E SEH inga cos e 1 — inge b ing o 
Durch die Verbindung dieser Werthe entsteht 
inge b tng? a ing a, — 1 Ing? b, 
Fin ving DI = a 1 — ing’ b ing e- ing a 
Setzt man nun noch : 
Ing? b 
Ing! 5 * ing C15 
so ist 
48) ing DN. ing DJ = tng? ci; 


dazu ist nach S. 76 der analytischen Sphärik ci die kleine reale Halbachse 
des Kegelschnittes 2) bezogen auf die Coordinatenachsen DC und DE. Mit- 
hin haben auch diese doppelt berührenden Kreise, deren Mittelpunkte in 
der dritten Achse liegen, folgende Eigenschaft: | 

Der Mittelpunkt eines Kreises, welcher einen sphiri- 
schen Kegelschnitt in zwei gegen die imaginäre Achse sym- 
metrisch gelegenen Punkten berührt, ist in Bezug auf den 
confocalen Kegelschnitt, welcher durch die Berührungs- 
punkte geht, der Pol des Hauptkreises, in welchem die Be- 
rührungspunkte liegen. 

Aus dem oben für ing DR entwickelten Werthe erkennt man ferner, 
dass von dem kleinsten Kreise, welcher den Kegelschnitt 1) in zwei gegen 
die imaginäre Achse symmetrisch gelegenen Punkten Daran, der Halb- 
messer 

Q: = A 20, 
Zugleich ist dann 
a, = e, b =0, x = + ing a, y=0 
DR=0, DJ=0; 
der confocale Kegelschnitt 2) besteht also aus den beiden Brennpunkten 
des ursprünglichen, der Mittelpunkt des berührenden Kreises ist D unè der 
eine Berührungspunkt desselben der Scheitel 4. 

Vor dem grössten doppelt berührenden Kreise dagegen ist der Halb- 
messer Ge = An — b, 
mithin 

a = 0, ing by = sine. Si, x = 0, y = + ing b 
DR=} z, DJ=} n. 
Hiernach fällt der confocale Kegelschnitt 2) unter dieser Voraussetzung 
mit den imaginären Brennpunkten des Kegelschnittes 1) zusammen, der 
Mittelpunkt des berührenden Kreises ist E und der Scheitel B der eine Be- 
rührungspunkt. 
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Wenn nun 
3 * — 4 , = , 
so findet zwischen dem berührenden Kreise K, und dem Kegelschnitt 1) 
eine Berührung in zwei realen Punkten statt; wenn dagegen 
o < In — a oder e > $x — b, 
so werden die Berührungspunkte und auch der Mittelpunkt des doppelt be- 
rührenden Kreises imaginär. 

Jeder Punkt des Hauptkreises DE kann als Mittelpunkt eines doppelt 
berührenden Kreises angesehen werden, während in der grossen Achse des 
Kegelschnittes 1) der Mittelpunkt des doppelt berührenden Kreises sich 
nur um die Excentricität des Kegelschnittes 1) und in der kleinen Achse 
nur um die Excentricität des reciproken Kegelschnittes 26) von dem Mittel- 
punkte entfernen kann. 


8. 14. 


Verbindet man einen beliebigen Punkt n= (æ, yi) des Kegelschnittes 1) 
mit dem Punkte R = (uv) durch den Hauptbogen n R = rg, 80 ist 
Lux, + vy, 
Yıtz N. 
Wenn aber der Punkt R in der dritten Achse DE liegt, so ist u = und 
v = ~~, mithin 


COS re = 


v 
Iitums toy ` ET d 
VIU in. 


Ausserdem ist aber R auch ein Punkt der Normale 8) und daher zunächst 


also 
I Turi tvy, : sin b+yy,sin'a 
1fu+V Yatsin'b+ y sina 


Wenn man noch hinzunimmt, dass 


11 ty? = 


x? sin? b + y? sin? a 
sin? a sin? b 


so entsteht 
sin a sin b (CET sin? b + y y, Sin sin? a) 


Va sin b + ya sin! a yz sinb + y’ sin a 

In dem speciellen Falle, wo der Punkt n= (x, .) mit dem Punkte m= (zy) 
zusammenfällt, geht der Bogen r, in den Halbmesser o: des doppelt berüh- 
renden Kreises X, über und für cos ge entsteht die Gleichung 

* sin? b + y? sin? a 

at sinib y sina 


cos r, = 


cos o = Sina sind. 
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Hiernach ist nun 

cos . x x, sin® b + yy, sin’ a 

COS Qs Vat sin®b + y? sinta Hai sin: b + y,? sina 
dazu ist aber nach dem vorhergehenden § fiir die kleine reale Halbachse c, 
des Kegelschnittes 2) 


ee ysına 
9 e zin b 
folglich auch 
, y sina x sin b 
CS L g; $C = — 
Væi sini b + y? sinta yz sinb +y mna 

Nach Analogie dieser Ausdrücke setze man 
Vi sina 

ng Li = i in b 

91 sina x, sin b 


sin 1 PPP. ³·¹Ü¹ TT. ̃ »; ee ang 
y x sin® b + y? Sin! a Vx? sin" b + y? sin? a 
indem man die kleine reale Halbachse des Kegelschnittes, welcher mit dem 
Kegelschnitte 1) confocal ist und durch den Punkt x == (x, yi) geht, mit 2. 
bezeichnet. 

Wenn man nun noch von dem Punkte n==(z,y,) an den Kreis X, eine 


Berührende t zieht und beachtet, dass 


COS ën 
und die vorstehenden Werthe in die obige Gleichung einsetzt, so erhält man 
cos t = COS Ci COS 11 ＋ Sin ci Sin 21, 

oder 

49) t= + (ci Af 
Diese Gleichung zeigt, dass auch in Bezug auf die dritte Schar von dop- 
pelt berührenden Kreisen die sphärischen Kegelschnitte dieselben Eigen- 
schaften haben, welche im $. 7 für die erste Schar aus den Gleichungen 31) 
und 32) sich ergaben, und es mag deshalb hier genügen, auf die dort aus- 
gesprochenen Sätze zu verweisen. 


§. 15. 

Es ist noch übrig, auch für die doppelt einen Kegelschnitt berühren- 
den Kreise, deren Mittelpunkte in der dritten Achse liegen, die Eigen- 
schaften zu ermitteln, welche den im §. 8 und 11 entwickelten Sätzen ent- 
sprechen. 

Nach dem vorigen $. ist 

sin t — + (sin ci cos y — cos C, sin 11) 
(x, y — zy,) sin a sin b 
EEN sin? b + r sin’ a Ya? sin; b + N sina 
Wird nun von dem Punkte n = (x, 51) auf den Hauptbogen Cm, dessen 
Gleichung 
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ist, eine Senkrechte s gefällt, so ist nach der schon mehrmals benutzten 


Formel \ 


í 417 — zy, 
sm § = + „ ä 
yı +2 +7 Vat+ y" 
` (x,y — zy,) sin a sin b) 
~~ Va sini b + yè sint a V ye 
Durch die Vergleichung dieser Werthe von sin t und sin s entsteht sogleich 


50 sint & ＋ * 
) sins æĩ sinth + yt sina 


Auch bier ist wieder das Verhältniss sin { : sin s von der Lage des Punktes 
n = (xi y) unabhängig eben so, wie es die Gleichungen 33) und 41) für die 
Kreise der beiden ersten Scharen angeben, und abhängig von der Lage 
des Berührungspunktes des doppelt berührenden Kreises oder seines Halb- 
messers. 
Um diesen Zusammenhang deutlicher zu erkennen, setze man in die 
vorstehende Gleichung für z und y die im vorigen $. angegebenen Werthe 
ein. Dadurch entsteht 

ent i F cotta T cn ET 

sin $ 
und mithin ist das Verhältniss sin 1: sin s desto grösser, je kleiner ge ist. 

Wenn insbesondere der Halbmesser eg, seinen grössten Werth, d. i. 
4x — b annimmt, so ist 
sin i 1 


— — 


sins sina 
und wenn dagegen o, am kleinsten oder gleich 4%—a ist, so erreicht 
sint: sin s sein Maximum oder 


j 


Diese Grenzwerthe und eben so die allgemeine Gleichung zeigen, dass für 
alle doppelt berührenden Kreise, welche zu der dritten Schar gehören, die 
von einem Punkte des Kegelschnittes an dieselben gezogene Berührende 
grösser ist, als die Entfernung desselben Punktes von dem Hauptkreise, 
welcher durch die beiden Berührungspunkte geht. 


VIII. 
Ueber Magnetismus. 


Von Gustav Roch, 
Stud. mathem. in Leipzig. 


(Fortsetzung von Nr. XIII, Jahrg. 1859.) 


22. Einige der in dem angeführten Aufsatze entwickelten Gesetze 
gelten, wie auch schon angegeben wurde, nicht unter allen Umständen. 
Ist k das Verhältniss des von den magnetischen Strömen wirklich umschlos- 
senen Volumens zu dem ganzen Volumen, so stand zunächst der Fall A=1 
als Ausnahmefall da. Die Gleichungen 11) sind zwar auch dann vermöge 
der Schlussbemerkung von Nr. 21 als begründet anzusehen“), aber die für 
die Lösung der Bedingungsgleichung des Gleichgewichts so nöthige Glei- 
chung 16) ist als unbegründet anzusehen. Wohl aber bleiben wieder die 
Gleichungen 18) in Richtigkeit, wenn nicht in 17) C==0 angenommen wird. 
Es müssen daher die Gleichungen 20) ihre Richtigkeit behalten, es wird 
also die Intensität der Ströme constant sein im Verlaufe jeder von den 
Stromebenen umhüllten Fläche. Dann hat u den Werth 

35) u = — 4r ki +C, k=1. 

Ueber die Vertheilung der Intensität aber ist gar keine Regel vorläufig 
aufzustellen, wenn das magnetische Gleichgewicht eintritt, welches C = 0 
macht in 17) oder 35). Ist nicht k — 1, so ist dies ganz einflusslos auf die 
Lösung der Aufgaben. Da die Gleichung 16) nicht giltig ist für k = 1, so 
ist auch keine Reihenentwickelung von ꝙ vermöge der Formeln 33) und 34) 
möglich; ausserdem ist der Werth von 9) dann zusammengesetzt aus einem 
Doppelintegrale und einem dreifachen Integrale Is. 8) und 9)]. Ich will 
daher zunächst eine andere Form für 9) entwickeln, die unter allen Um- 
ständen nur aus einem Doppelintegral und zwar von äusserst einfacher 
Form besteht. Nach Nr. 8) ist 


*) Anstatt der Worte: „wenn nicht eben k = 1“, in p. 431, Zeile 8 v. o. Jahrg. 
1859, ist zu lesen: „selbst wenn k= 1“. 
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otf ff (iar 2627 iy ot) de dyaz. 


Sieht man nun die Coordinaten z, y, z als Functionen an von r und den 
Polarwinkeln # und @, so dass 

T— & =r cos p; yY — y, =r sin y cos 8; 2 — z, =r Sin y sin 9, 
so sind die drei Grössen 


dë Oy əz 

Or’ ar’ Or 
identisch mit den im letzten Ausdrucke fiir g vorkommenden Differential- 
quotienten 

Or Or Or 

Or’ Oy’ dz 
Berücksichtigt man nun Gleichung 11), so folgt: 

q=thk LA 3 dm, 


wo dm das Volumenelement. Setzt man dm = r? sin y dy d8 dr, so lässt 
sich die eine Integration ausführen und man erhält: 


36) =k | fosinydyde—ankg,, 


wo 9, der Werth von ꝙ im Punkte x, y, z, ist. Der erste Theil von g kann 
möglicherweise aus mehreren Gliedern bestehen; wenn nämlich der Ra- 
dius r die Oberfläche in verschiedenen Punkten 1, 2,3. . schneidet, so 


kommt 
( xu de + [ fomsinyay ao +... 
37) — f ee x dë / Jen ay ao...) 


— 4K K. 
Ist der Punkt x, y, z, ein äusserer Punkt, so ist p, = 0, und es müssen 
eine gerade Anzahl von Durchschnittspunkten vorhanden sein. Liegt der 
Punkt x, y, 21 in der Masse des Magneten, so sind eine ungerade Anzahl 
von Durchschnittspunkten vorhanden. 

23. Wäre die Theorie der Kugelfunctionen so weit, als es wohl wün- 
schenswerth ist, erschöpft, so müsste die Gleichung 36) am allereinfachsten 
zu benutzen sein, um die Aufgabe der Berechnung der magnetisehen Ver- 
theilung sehr allgemein zu lösen. Bei dem Integrale 


o= f fosinyayao 


muss man sich offenbar direct als Function von d: und 9 denken, und 
zwar gehen nur die auf die Oberfläche bezüglichen Werthe in dasselbe ein. 


— — — 7 
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Diese Abhingigkeit aber wird je nach der Lage von 2, y, z, eine ganz ver- 
schiedene sein können. Nehmen wir im Inneren der Fläche, auf welche 
sich Oi bezieht, einen festen Punkt O als Coordinatenanfang, so schliesse 
M, P, mit den Achsen die Winkel d: und @ ein, während w und 8 die Rich- 
tungswinkel von OP, sein mögen. Man denke sich nun das ꝙ im Punkte P. 
als Function von y’ und 8” oder allgemeiner, das ꝙ jedes Punktes der Ober- 
fläche ausgedrückt durch seine Lage gegen O, so erlangt O. die Form 


Ife (y, 9°) sin y dy dé; 


ist bekannt, so kennt man auch seine Reihenentwickelung nach den 
Laplace’schen Functionen, etwa: 
g (y, F) = WO) FEN LEI . 

Offenbar kennt man die Gestalt der Oberfläche, und es ist daher stets mög- 
lich, py’, 9 auszudrücken durch y, 8 und r., V., 8,, die Coordinaten von 
M,, und setzt man dies in die Reihenentwickelung von ꝙ (W, 9), so erhielte 
man g als Function von y und 8. In das Integral O. aber geht nur das 
Glied von der Ordnung 0 nach y und 8 ein, und es wäre daher die Auf- 
gabe nun die, dieses Glied zu finden. Man hat aber für die Lösung dieser 
Aufgabe noch keine Formeln. 

Denkt man sich um M, eine Kugel mit dem Halbmesser 1 beschrieben, 
so ist sin y dy d8 das Element derselben, 4x die ganze Oberfläche, die 
durch die Theilung der Kugel in die gleich grossen Elemente ds in n Theile 
zerfalle. Offenbar ist Q, identisch mit 

Spas Lb =. EE een 
wenn 9,9 ... die Werthe von ꝙ in den Oberflächenpunkten sind, denen 
die verschiedenen ds entsprechen. Es ist also O. gleich 4% mal einem ge- 
wissen mittleren Werthe aller auf der Oberfläche vorhandenen 9. — 

24. Da es nicht möglich ist, bis jetzt die Lösung in der in Nr. 23 an- 
gedeuteten Art und Weise vorzunehmen, so muss der Ausdruck 36) auf 
einen festen Punkt als Coordinatenanfang transformirt werden, und man 
kann so sehr verschiedene Formen für das Doppelintegral 


37) =k f fosiny av as 


erhalten: Ich will diesen Ausdruck zunächst in rechtwinklige Coordinaten 
umsetzen und dabei ein Verfahren gebrauchen, was schon von Laplace in 
seiner Mecanique celeste angewendet worden ist zur Transformation drei- 
facher Integrale. Setzt man — cos y = y, 80 ist 


0, =k It y du d9. 
Es soll nun das Element dy dz hereinkommen, so kann man setsen: 


ð 
u = f(y,8), du = 5 dy. 
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Durch Einsetzen dieses Werthes wird p eliminirt und es sind @ und y vor- 
handen. Man setzt nun 
SE dz, 


=f G, 2); . 


so ist auch 0 eliminirt, man braucht nur F und F zu kennen. Man trennt 
nun aber u und @ als Functionen von y, z, indem x aus der Gleichung der 
Fläche durch y und z ausgedrückt erhalten werden kann, so dass der Aus- 
druck für d@ schon die richtige Form hat. Hingegen ist 
Ou On 
du = — — dz. 

„ Ow, P . of p l 
Hier ist 59 nicht identisch mit Dy? da durch Einführung von @ in p= 
f (y, o) noch andere y hereinkommen können. Wohl aber ist du so genom- 
men, dass d == 0, denn eigentlich müsste sein 


d y = Lay + 55 La 
es ist also 
__08 
einzuführen, woraus dz als Function von 15 folgt 
08 
oy 
dz — —d 
| 959 
02 
und dies ist in d einzuführen 
09 
Ou Ou ô y 
— — — dy, 
de Oy Oz 08 y 
02 


und die gesuchte Transformation ist: 


| 9 8 en 
=k 555 i 
Q, x ffo %% .02 ën ages 


In unserem Falle ist: 
x - 4 


— E 
1; 9 — Arctan~ 2. 
NM 


du = — 
Nach Ausführung der Rechnung erhält man: 


a= f f? Il (y— =n) e Sieg 


Ebenso hätte man erhalten können: 


39 9. Nee dz as 
9.1. C — 4-5 — (y — yı) a 


Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. VI, 3. 
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Diese drei Formen sind auch identisch; wenn man bedenkt, dass dz dy, 
d dæ, dy dz die Projectionen des Oberflächenelementes auf die Coordina- 
tenebenen sind, so lassen sie sich zusammenziehen in 


o= (El ig ge + U dra G dy], 


oder einfacher in 


40) 0,=k J. J z cos (Vr). dw. 


Wäre der Körper massiv, und M, läge ausserhalb, so würden die par- 
tiellen Differentialquotienten dieses Q, die Componenten der Wirkung sein, 
die der Magnet auf ein in M, befindliches magnetisches Theilchen (ob nord- 
oder stidmagnetisch kann nicht ohne Weiteres angegeben werden) ausüben 
würde. Eine ganz ähnliche Form existirt für die gewöhnliche Massenan- 


ziehung. Das Potential ist dann - J fos (Nr) dw und (Nr) in beiden Fal- 


len der Winkel der nach Aussen gerichteten Normale mit r. 
Man kann aus 40) aber noch eine andere Form herleiten. Es ist 


nämlich: 
l 
CR 
1 ie d Ordy or 52 
— Nr = — — ( — — + — — + — — 
AO r C= Y T 920 ). 
oder 
1 1 1 
Aris Ox WEI _r0z 


02,0N" dy, ON ou ON’ 
Nun ist sowohl ꝙ unabhängig von z,, y,, 21 als die Richtung der Normale, 
und es ist daher erlaubt zu 5 


of fe cos (Nx) dw 
Ch 


+ eff? — cos (Nz) dw. 
Es soll nun r mit R vertauscht 7 1 19 und es mögen r und r, die Radien- 
vectoren der Oberflächenpunkte und M. sein. Dann ist 
sin y dy dÿ 


dn == 
= cos (Nr) 


womit O. übergeht in 


cos (Nx) 1 
=; kr) fo P -cos (Nr) R H al 


cos (V) 1 
1 Re 
41) vie P os (N7) . 


r* cos (Nz) 1 
STE zort BM EY 48: 
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Eine andere, aber bei Weitem nicht so symmetrische Form für Ọ, kann 
man noch auf folgende Weise erhalten. Es ist: 


. C — (y—y;) =| de de 


| 9 2 d N 
=rsinywdy dd [« — 2) — (x - ) A (y —y,) "al — Ge 
. 
e—a) + Guy) EH e—a) PL 
= TI sin y dy d a 57 R 
Or | 
wenn man die Gleichung der Fläche, auf die sich Q, bezieht, schreibt 
f(x, UE 2) = 0. 
Diese letzte Form aber ist einfacher: 
d d 
e SL + 91 La 21 5 f 
r sin y dyd | 1— —— 
ER (— ` 1 71 Ee Zi +2 23 ar) 
| du Oz 
E T cos | 
sen) 
wodurch Q, übergeht in: 
i cos ee) . 
42) 91 +4 . Es 120 sin y dy dé. 


Hat in Figur 3 Taf. IV OP = Ge y und @ repräsentirte Richtung, so 
ist in allen den jetzt entwickelten Formen für ꝙ der dem Punkte P zugehö- 
rige Werth einzuführen. 

25. Wir haben bisjetzt die Transformation von Q, in 38) in der Weise 
ausgeführt, dass das Element der um M, in Fig. 3 Taf. IV concentrischen 
Kugel ausgedrückt wurde durch das Element der um 0 concentrischen 
(3. Nr. 23). Nimmt man 0 im Innern der Fläche an, so sind 0, & und 0, 2x 
die Grenzen für y und 9 in dem transformirten Ausdrucke. Ist M, ein in- 
nerer Punkt, so gelten dieselben Grenzen auch für die Form 38). Anders 
ist es, wenn Mf, ein äusserer Punkt. Dann sind die Grenzen in 38) gegeben 
durch die Gestalt des von M, an die Fläche legbaren Tangentialkegels. 

Man kann nun den Ausdruck 38) sich auch auf eine andere Art trans- 
formirt denken. Es sei OP (Fig. 3 Taf. IV) parallel mit M, P., die durch 
+ und 0 gegebene Richtung O P, habe die Richtung v @, so ist: 


a=k fo (y, 9”) sin y dy dd. 


Für den Fall eines inneren Punktes sind 0, x und 0, 2x die Grenzen, für 
einen äusseren sind sie wieder durch den Tangentenkegel gegeben. Das 
o („) kann man sich ausgedrückt denken durch 9. x, wo x ein bestimm- 
ter, von der Stellung von M, und von y, 9 abhängiger Factor 

(Eh 
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Q, =k f fro sin y dy dd, 


worin den Werth im Punkte P bezeichnet. Für einen inneren Punkt M, 
sind nun die Grenzen dieses Integrales dieselben,.wie die der in 24) ent- 
wickelten Formen von O,, und es wird daher für die Ausrechnung des 
Doppelintegrales gerechtfertigt sein, x zu identificiren mit dem Factor von 
ꝙ sin y dy d einer dieser Formen. 

Hierin liegt jedoch noch eine Ungenauigkeit. sin y dy d® ist nämlich 
das dem Oberflächenelement in P entsprechende Element ds der um O con- 
centrischen Kugel, und es muss daher dies ds noch mit einem Factor mul- 
tiplicirt werden, wodurch dasselbe in das Element do, der um M, concen- 
trischen Kugel übergeht, welches dem in P, liegenden Oberflächenelement 
entspricht. Offenbar ist 77 dieser Factor, und es ist derselbe nur abhän- 
gig von der Gestalt der Fläche und der Lage von M,. Man erhält daher 
für innere Punkte ein richtiges O, wenn man setzt: 


o (P) 0 


denn dann ist 
x 2% 


oz u= fonza 


wo x der Factor von » sin y dy d® in einer der für Q in Nr. 24 entwickel- 
ten Formen. 

Obgleich ich bisjetzt noch keine Anwendung dieses Satzes habe fin- 
den können bezüglich der Ausführung der Integration, so habe ich ibn 
doch angeführt, weil er eben einen Unterschied zeigt zwischen dem Q, für 
innere und ftir äussere Punkte. 

Einen ähnlichen Unterschied lässt auch schon die einfache Form 38) 
erkennen; denn nur für innere Punkte gelten die in 23) gegebenen Bemer- 
kungen, da nur für a Grenzen 0, x und 0, 2» die Formel gilt 


SS Ym. Zu = 0, mZ n. 


26. Für k — 1 reduciren sich die drei Gleichungen 1e) des Gleiehge- 
wichts auf 

43) q + Q + etc. + Cy, SO, 
worin O, + fc die Summe aller in 37) vorkommenden Glieder von der Form 
wie Q, bedenten soll. Ich setze nur einen massiven Körper jetzt voraus, 
so ist einfacher 


44) g + 0. ＋ Cy o. 
wo daun: 
97 d d 
45 nal a Ott he 
) dr, a; Oy, == Di, Oz 71 


— — — ë 
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Dem durch diese Bedingungen gegebenen Gleichgewicht kommt die 
Eigenthümlichkeit zu, dass die Intensität des Magnetismus constant ist auf 
jeder von den Stromebenen umhüllten Fläche, und zwar muss man zu- 
geben, dass dies Resultat bedeutend fester begründet ist, als die Formeln 
23) für den allgemeineren Fall k <1, welche für diesen Fall ein ganz con- 
stantes i ausdrücken. 

Durch Benutzung des Werthes 41) für Q, kann die Gleichung 44) in 
drei von einfacherer Form zerlegt werden, die so symmetrisch sind, dass 
nur eine von ihnen untersucht zu werden braucht. 

= Rübrt die Induction des Magnetismus her von magnetischen Kräften, 
so kann dieselbe stets ersetzt werden durch eine von geschlossenen elektri- 
schen Strömen herrührende. Da jeder solcher Strom in geschlossene Ele- 
mentarströme zerlegt werden kann, so wird y aus einer Summe von Glie- 
dern von der Form g in 1) bestehen; man kann dies auch verändern in: 


1 1 1 

0— 0 — = 
€ € J R R R 
poalele vee’ LEP +7 TG. | 


wov,i,a.. für die inducirenden Pb elbe Bedeutung haben, wie 
p, i, .. für Molecularströme des Magneten. Diese Form kann man um- 
setzen in 


46) 7 CM, aN, 


Ox, ô Hi Oz, 2 
wenn man 


v i a vi v i d 
47) 2 = 2( ): 1. 20 SA . SI 


macht. Durch Betrachtung der Gleichungen 41) und 44) folgt hieraus, dass 
sich auch 7, in einer ähnlichen Form schreiben lassen wird: 
Ou, , dp, Ow 
4 Se a 
S * gr, T Oy, 52, 
und es erhält nun durch die Substitution dieses Werthes von y, die Glei- 
chung 44) Es sebr symmetrische Form: 


r*cos (Nz) 1 
= . ＋ ffo “cos (Nr) g iin dy dd + Cu 


d * co (Ny) 1 = 
49) "oi rer + Om} = 0. 


e int ffs — I in v dy dë + Ce. 


Eine kg der beiden Bedeutungen von N (als Normale und als 
Glied von q’) ist nicht gut möglich. Die Gleichung 49) muss gelten, welche 
Richtung der Achsen man auch voraussetzt. Denken wir uns diese Glei- 
chung einmal ersetzt durch 
ol am on 
Ox, ôy, 0%, 
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und bezeichnen mit A, u, v Grössen, die sich auf drei rechtwinklige Ach- 
sen 5, 7, € genau in der Weise beziehen, giel, m, n auf z, y, 2. Man hat 
nach den bekannten Transformationsformeln fiir ae Coordinaten: 


ol õm dn ol 
u ee — == b — Da 
oa Tap ae, ar = dÉ 
am 
SD taf 
On n 
| ran; Eh 4 f. 
und es muss dies gleich 
E a A 
95. On of, 


sein. Dies ist offenbar dann, wenn: 

à Sal Tam r an 

p—=bl b,m + ben 

v=cl+ eom + cn, 
d. h. wenn die drei Grössen I, m, n so transformirt werden dürfen, wie die 
x, y, z selbst. Die Werthe Z,, M., N, und die drei Integrale in 49) genügen 
offenbar dieser Bedingung, wie man sich leicht überzeugt. Es müssen da- 
ber auch die drei Werthe u,, v,, 7, von ähnlicher Form sein. Dass dies 
wirklich der Fall ist, folgt noch aus einem anderen Grunde: Es sei eine 
Gerade gegeben, die mit den Achsen Winkel einschliesse, deren Cosinus 
a, b, c seien. Dann ist der Winkel, den die durch die Winkel e, BI, y, ge- 
gebene Gerade mit dieser einschliesst : 

cos e = aa, + Of, Te g + Er + EN 

oder wenn p, die Richtung dieser Geraden: 


cos e = em : 
Py 
Bezieht man jetzt z. auf ein System 5, 7, § von Achsen und setzt dann 
. 5. ont OG 

so erhält man die Winkel, die die Gerade ef yı mit jeder dieser drei 
Achsen einschliesst, durch Differentiation dieses Ausdruckes nach diesen 
Achsen; nach der eben gemachten Bemerkung müsste auch der alte Werth 
von 7: nämlich dieselben Werthe liefern; es müsste also sein: 

Ou, „ av, an, 

51 by, CEA ö tant ae 
woraus wie früher folgt, dass #,, v,, w, durch die gewöhnlichen Formeln 
transformirt werden dürfen. 

Die Gleichung 49) soll zur Bestimmung einer einzigen Function ꝙ ver- 

wandt werden; man kann sie aber in drei zerlegen, wenn man dafür noch 
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zwei neue unbekannte Functionen hereinbringt. Wir zerlegen also die 
Gleichung | 
al | 0m on, 
Oz, yz 
in 

FU Y, 2) =0; +, (2,9,2)=0; sath (x, y, 2) = 0, 
wobei nur 

F (2, y,2) + Fi (x, y. 2) + F, (x, y, 2) =0 

zu sein beruht. Man dur hieraus finden: 


Ou, OL, ffo rt cos (Nx) 1 
“a Ox, Om cos (Nr) ` poe d 


und ebenso 57 und SC nun sind eigentlich die Grössen u,, v,, w, gar nicht 
für uns zu wissen nöthig, sondern es wird nur verlangt 
Ou, OM On, 
az, On Oz, 
zu kennen; dies wird sich aber nicht ändern, welche Beschaffenheit man 
auch F, Fi, Fi giebt, da ja stets F＋ F, + F. So ist. Man braucht das- 
selbe daher gar nicht zu berücksichtigen und erhält so die drei Glei- 
chungen: 
ol Om On 
2 SH y an CEA 2; 
Dies kann von den Differentialen befreit werden, nämlich: 
+ vw 21) = 0; m tfi K ri) O; n ＋ (2, Yy) =. 

Nun folgt aus den anfänglichen Bemerkungen in dieser Nummer, dass, da- 
mit diese Grössen für alle Achsenrichtungen identisch gleich Null seien, 
dass die drei Grössen linker Hand durch die Coordinatentransformations- 
formeln transformirt werden dürfen. Man müsste haben: 

a f (Yis 21) ＋ b fi G + e fa (c. y) =F (md 

asf (Vi; 21) ＋ difi (21321) Feb (*, Y1) = bh (&, $) 

asf (Yi, 21) ＋ i (21, + Cafe (£1, Y1) = fe (Es), 
and dies ist allgemein (d. h. für jedes System a, b, c) nur möglich, wenn 
f=f,=/f,=0. Man darf daher die Gleichung 49) in die drei anderen 


= 0. 


serlegen: 
r"cos(Nx) 1 = 
L+ffo cos (Nr) N in ꝓ d v d + Cu, —0 
* cos (Ny) 1 
50) vs (Te Y cos (Nr) I in v d Y d Ce 
* cos (Nz) 1 SS 
N, + Y cos (Nr) `'R eem v dy dd + Cw, == 0. 


Aus diesen drei Gleichungen kann man u,, v,,#, berechnen, ausgedrückt 
durch L., M., N, und ꝙ, und es ist dann so einzurichten, dass 
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Ou, Ov, , an, 

2 E TA E 
den Bedingungen genügt, denen es vermöge seines Zusammenhanges mit 
p genügen muss. 

Es müssen aber auch diese drei Gleichungen vollkommen ausreichen 
zur Bestimmung von 9,, uf, v, i, denn von zi kennt man schon die Be- 
dingung, dass a, da, + B, dB, + y, dy, =0. Ist p gegeben, so sind daher, 
obgleich C willkürlich ist im Allgemeinen, dennoch ui, v, , w, eindeutig be- 
stimmt. Man kann also aus den drei Gleichungen 50) p und x bestimmen; 
diese müssen dann noch so beschaffen sein, dass ihre partiellen Differen- 
. tialquotienten einander proportional sind, und e muss ausserdem noch der 
Gleichung 20) genügen. 

Anders ist der Fall zu behandeln, dass C==0; dann dürfen die will- 
kürlichen Functionen F, Fi, F, nicht wegfallen, sondern man müsste schrei- 
ben, etwa: Ä | 

Of „ / Of. 
Fou A), n= gz’ 
wodurch die Gleichungen übergingen in: 

J- cos (Nx) 1 


L, + 9 eos (Nr) R sin d dy d? + f(z,Y 21) 0 
| Ny) 1 
51) 4 # + ff» en sinwdpdd+f (£1, Y1, 2) = 0 


r? 
m+f fo 4 400 R = sin dy de + fy (e, Yi 20 =O, 


wozu noch kommt: 


of „of 
Ox, 951 


dë 
"ës 
aus welchen vier Gleichungen e, f, fı, fa zu bestimmen sind. 

27. Ich will diese Formeln nun einmal anwenden auf die Berechnung 
der Vertheilung in einer Kugel und dann andeuten, wie dieselbe ausge- 
geführt werden könnte bei beliebigen anderen Flächen. Dabei wird sich 
ergeben, dass die Formel 20) nicht dienen kann, um die Richtigkeit der 
Theorie zu prüfen, sondern dass dieselbe nothwendig ist, um überhaupt 
die Lösung vollständig zu machen. Es wird sich zeigen, dass man, um 
diese, Lösung zu finden, gar nicht nöthig hat, die Gleichung für das magne- 
tische Gleichgewicht in drei zu zerlegen. 

Es sollen zunächst die Gleichungen angewendet werden auf eine mas- 
sive Kugel; in ganz analoger Weise wird man, wie gezeigt werden soll, 
auch bei Kugeln mit concentrischor Hölung verfahren. Es sei u der Radius 
der Kugel, r,, y, 9 die Polarcoordinaten des Punktes, für den die Gleich- 
gewichtsbedingungen aufgestellt werden, und r, y, 8, also a, y, @ die eines 
beliebigen Oberflächenpunktes. Dann ist, da stets r, <a: 


= 0, 
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cos (Nr) = 1, cos (Nx) == cos w, cos (N y) == siny cos®, cns (N2) == sin y sind. 
Es muss darauf aufmerksam gemacht werden, dass Functionen von 
Zi, Yı, 21 die der Gleichung 
OF OF ob ` 
R Gat t To 
geniigen, sich in Reihen entwickeln Jassen, deren Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichung der Kugelfunctionen genügen, G, und H, von der Form 
F = Sari + Eh 
Der Beweis dafür, den Poisson lieferte und der ganz einfach auf der Um- 
setzung der Gleichung a) in Polarcoordinaten beruht, befindet sich in Nr. 19 
p. 428 des vorigen Jahrganges. Bei uns sind y, und o solche Functionen, 
und zwar müssen bei einer massiven Kugel alle Vn verschwinden, indem 
sonst diese Grössen und ihre Differentialquotienten erst recht im Kugel- 
mittelpunkte (denselben als Anfang genommen) unendlich werden müssten. 


28. Für eine massive Kugel geht die Gleichung 49) über in: 


d 2 r,” Pn e 7 
inte sen Selen deier cui} 
; d ri” AN : 
53) + ln + a (leen coso (- my av de + cn} = 0. 
t 


＋ 155 . + ef fs sin y sing SU. 70 sinydyd8+Cw, | 


a” 


Die drei Integrale können entwickelt werden, wenn man sich die cos y, 
Gand cos d, ꝙ sin y sin 6, die sich ja nur auf die Oberfläche beziehen, in 
nach den Gesetzen der Kugelfunctionen fortschreitende Reihen verwandelt. 
Aus demselben Grunde, wie der Ende der vorigen Nummer angegebene, 
muss es auch erlaubt sein, Z,, M,, N, in Reihen zu entwickeln, in denen 
2. B. das allgemeine Glied der ersten ist: 

L™ ri, 
wobei es jetzt ganz gleichgültig ist, ob die Z,)... der Differentialglei- 
chung der Kugelfunctionen genügen oder nicht. Ebenso mögen u,, D, m, 
in Reihen entwickelt werden, deren allgemeine Glieder 

Ui rie, Vit) rin, Ni ri 

Bein mögen. 


Man kann so die Gleichung 3) in unendlich viele zerlegen, indem man 
die mit verschiedenen Potenzen von r, behafteten Glieder einzeln gleich 
Null setzt. Wir werden später bei Ausführung der Differentiationen sehen, 
dass dies darauf hinauskommt, für n==0,n:—1... bis n = O die Glei- 
chungen su befriedigen: | 
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N 118 
rate re in dee (p cos v) 0 + ob | 


54) D T Mrr + (g sin y cos &)™ + CV, ™ r,” l = 0. 


2n + 1 = 
adie (Y sin de sin 8) O . rie | 


se Minne + sé SE 


Dass 7 Zerlegung die richtige ist, lässt sich nicht ohne Weiteres 
erkennen, da durch Differentiation z.B. von Z,)r,* zwei Glieder entstehen: 


rin EE + nr"! LE, 
die also mit verschiedenen Potenzen von r, behaftet sind. Man kann diese 
Gleichung mit (2n+1)a" multipliciren, und dann Lia“, U,™a* etc. als 
die Werthe von Li r ansehen, die dem in der Richtung v. 9, gelegenen 
Oberflichenpunkte entsprechen. Die Differentiation lässt sich nun etwas 


weiter ausfiihren und giebt: 


0 an 
ri P | (2n+1)a LM +42 PCS ( cos y) (*) 


+ CU, (2n+1) an} +] 
55) à = 0. 
+ nr”! | (2n TI) a*L, = ( cos v) (®) 


Or, 
+ CU,®) (2n +1) a® CES +. | 
Es ist nun nicht schwer, sämmtliche Glieder mit Z,, U, etc. so zu 


schreiben, dass die Summe derselben für die verschiedenen n eine endliche 


Form erhält. Es ist 
n 7 (n) 


also die Summe 


L, PRET 


ebenso für U,, M., Vi, M, i. Lässt man also in der vorigen Gleichung 
den Factor r,” weg, so giebt die Summe aller so entstehenden Gleichungen 
in der ersten Reihe, mit Ausnahme der Glieder mit ꝙ: 


(m + 2052) + e (0 +2052) 
tan | (m, + 205%) + 02 Seil 


all + 202) + dl 


doch haben hier h e = „Ni, Ui, VI, W, nicht die früheren Werthe ,-sondern 
es sind die analogen Ausdrücke, wie die früheren, aber für den in der 
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Richtung y, @, gelegenen Oberflächenpunkt, und es sollen daher, um dies 
anzudeuten, die Indices 1 weggelassen werden. Die zweite Reihe hat noch 
den Factor n, und es kann derselbe durch Differentiation der ersten nach 
a entstanden gedacht werden: 


d 0 (an Lia 
n(2n+1)a L,™ = 2 (an Au + 2a SEH sd: 


ebenso für M, N, U, V, V. Wir kommen nun zur Betrachtung der Glieder 
mit ꝙ. 


Es ist mit Absicht ` 


; nicht gehoben worden; während nämlich das 


an als der specielle Fall des variablen r,” angesehen werden muss und 
also nach diesem nöthigenfalls differentiirt werden darf, ist a*-! die Po- 
tenz n—1 vom constant gegebenen Kugelradius, und wollte man nach a 
differentiiren und auch dieses als variabel ansehen, so erhielte man die 
Aenderung des Integrales für einen Oberflächenpunkt, wenn der Kugel- 
radius sich ändert. Die magnetische Vertheilung wird ausser von g (der 
inducirenden Kraft) auch von der Grösse von a abhängen, und es ist daher 
sehr wahrscheinlich, dass auch U, V, W (d. h. die Werthe von Ui, V., N..) 
für den Oberflächenpunkt a implicite enthalten. Offenbar aber ist es, dass 
die Gleichungen 54) und 55) für jedes beliebige æ gelten und es müsste 
daher jede der unendlich vielen zu befriedigenden Gleichungen 54) oder 55) 
sich wieder in unendlich viele nach den Potenzen von a zerlegen lassen. 
Da aber die Glieder L, M, N nur a” als Factor enthalten (denn diese hän- 
gen nur von der inducirenden Kraft ab), so muss dies auch bei den übri- 
gen der Fall sein; es werden daher U, V, W nicht mit a behaftet sein und 


an 
TE ( cos y)” = a (ꝙ cos y)™ etc. 


werden den Factor a” haben, wo a als constanter Kugelradius gilt. Diffe- 
rentiirt man nun nach dieser Dimension, so ist dies in den Gliedern Z, M, N 
identisch mit den nach r, genommenen Differentialquotienten, wenn schliess- 
lich a statt r, eingeführt wird; der Factor n der zweiten Reihe in 55) aber 
kann demnach durch Differentiation nach a entstanden gedacht werden 
und es ist daher die Summe aller mit ꝙ behafteten Glieder für n = 0 bis 
N — O 


d 0 d : 
van | 2 (a p cos v) + z% (a p sin x cos 9) + LE (a p sing sin 9) | 


+a 0 47 E (a ꝙ cos ) + (apsiny engt SZ (ag sin sind) | 

Für die Glieder U, V, W ist der früher entwickelte Ausdruck richtig, 
denn da U, J, W, wie gezeigt worden ist, den Kugelradius nicht enthalten, 
so ist es auch erlaubt, sich die Differentiation von an UM... nach a als 
specicller Fall der Differentiation nach r, oder als solche A a als Kugel- 
halbmesser zu denken. 
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Die Gleichgewichtsbedingung ist daher in eine endliche Differential- 
gleichung verwandelt, und es ist nun noch nöthig, die eigenthümlichen 
Differentialquotienten nach z,, y,, 21 so weit als möglich zu reduciren und 
auf solche nach x,y,z (den Coordinaten des dem 2, y,, 2, entsprechend en 
Oberflächenpunktes) zurückzubringen. 

29. Man hat: 

et bern 0 FFC 
Vas T U t DN y 41 ty’ tz? Væu IDN tz 
nd Co Die E 
Va 1＋ * ＋ 215 | ý R Vx; +y'+ 21 
21 
Vas + 91 +21 

Da a und da ganz unabhängig von ., y,, 2, sind, so kann man die 
Differentiationen nach a und nach x, oder y, oder z, in der Reihenfolge 
umkebren und hat daher, um die Glieder mit Z, M, N zu vereinigen, nur 
nöthig 


cos vu = 


sin ysind = 


OL ƏM ON 
Ga än 924 
auszurechnen. Man hat nun z. B.: 
OL Le LO , OLdz 
0x, S. dy dx, 02 d 
Man findet so durch Benutzung der oben stehenden Werthe für x, y, z, 
wenn man nach Ausführung der Differentiationen wieder z,, y,, 2, durch 
Einführung der Polarcoordinaten r,, din, 9, eliminirt: 


OL OM ON d : f : a 
Ba, %, + au toa oy eee 
dÄ a2 , 
=, th SÉ 52 Jen 


und daher die Gesammtheit der mit i s u behafteten Glieder: 


ô SÉ 
a , r, 3a , 2a 99 
— 2 — — — —. 
ri Le da rı 2 ri Oa 


Ganz denselben Ausdruck muss man für die U, V, W enthaltenden 
Glieder entwickeln können, und wir wenden uns daher zur Ausrech- 


nung von 
d d : d 
SE EES 
Oz, 921 
= Op Ox 9 ðy Ze Si (Ger) ge, 
= cos v. (22 CCC 
Setzt man die früheren Werthe für x, y, 2, cos y etc. ein, so erhält 


2 ; | 
man hieraus: . Einfacher lässt sich der Werth des sweiten Theiles 
1 
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der mit ꝙ behafteten Glieder berechnen. Da a == cos y etc. unabhängig 
{ 


von a sind, so erhält man: 


0 Or, or, . A Or, e . ] 
2 [Z (a g cos y) ＋ 5%, (a ꝙ sin y cos 8) + Jz, (a ꝙ sin y sin 8) 


1 
d 9 p 
= (49) = 
und die Summe aller beider Theile ist daher nach Aushebung des Fac- 
tors v.“: 


ri 71 ĝa 
so dass die Gleichgewichtsbedingung die endliche Form erlangt hat: 


e + O(a + 2058) + (C52) 4. 
56) 39 Fra tC 34+ 2a 64 + 39 + aa 4* O, 
und ich mache nochmals darauf aufmerksam, dass es erlaubt ist, in den 


Gliedern mit g und y die Differentialquotienten nach a als die Werthe der 
nach r, genommenen zu betrachten, wenn dann r, = a gesetzt wird, dass 


aber ce ausdrückt, wie sich ꝙ für einen Oberflächenpunkt dr, ® ändert, 


wenn der Radius der Kugel um da grösser wird. 

30. Aus dem Satze, dass diese beiden Auffassungsweisen für y auf 
dasselbe hinauskommen, folgt, dass der analytische Ausdruck für y der- 
selbe sein muss, welchen Radius auch die Kugel hat. Denn es sei der- 
selbe a, so kann man sich die Function y für den ganzen unendlichen Raum 


construirt denken, und es hat dann 22 auch für positive da einen bestimm- 


da 

ten Werth. Wird nun die Kugel um da grösser, so ändert sich die Ver- 
theilung des Magnetismus, und zwar wird dasy sich von einem Punkte der 
ersten Oberfläche zum andern um dy ändern, welches nach dem Früheren 
mit der Aenderung der ersten Function y nach a identisch sein wird, und 
es wird daher der für den ganzen unendlichen Raum berechnete Ausdruck 
des ersten y auch die Oberflichenwerthe für die zweite Kugel ergeben; von 
dieser kann man zu einer dritten übergeben u. s. f., wodurch die ausge- 
sprochene Behauptung bewiesen ist. ꝙ hingegen braucht diese Eigenthüm- 
lichkeit nicht zu haben. Eine derartige Eigenthümlichkeit muss auch be- 
kannt sein, damit aus der Gleichung 56), die sich ja nur auf die Oberfläche 
bezieht, ein Schluss auf die magnetischen Zustände im ganzen Volumen 
der Kugel gemacht werden kann. Ich werde später nochmals darauf zu- 
rückkommen. 

31. Wir wenden uns nun zur Untersuchung des allgemeinen Falles 
einer concentrisch ausgehöhlten Kugel. In diesem Falle werden die Ent- 
wickelungen von Q,, 7“, 11 auch negative Potenzen von r, enthalten können. 
Die Rechnung wird aber wieder eine ganz analoge werden, wie die vorige, 
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nur werden noch einmal so viel einzelne Gleichungen entstehen. Ist die 
Kugel hohl, so können inducirende Kräfte auch im Inneren ihren Sitz 
haben, und diese werden ein o liefern, welches in Reihen entwickelt nach 
absteigenden Potenzen von r, geordnet sein muss, da r, grösser ist, als die 
Entfernung dieser indueirenden Ursachen vom Mittelpunkte. Es soll daher 
geschrieben werden: 


; 9 L ™ 9 M. (n) 
d =Z le Eas + alt; Fe „Lee | 


Gei 
beer ZC 
Ebenso kann y, gedacht Deus als: 


nenn lg r 
WS sl Ee SCH . 


An die Stelle des früheren O tritt jetzt die Differenz zweier, die auch 
das eine positive, das andere negative Potenzen von r, enthält vermöge 


1 a 
der Entwickelungen von R für äussere oder innere Oberfläche. Man wird 


nun wieder die Glieder mit denselben Potenzen von r, einzeln Null setzen 
und es wird sich zeigen, dass wie vorher auch hier einfach nach den Indi- 
ces (n) geschieden werden kann; jedem (n) aber werden zwei Gleichungen 
zugehören, die einzeln zu behandeln sind und die sich in zwei endliche 
Differentialgleichungen werden vereinigen lassen. 


Das O der äusseren Oberfläche hat genau den nämlichen Ausdruck, 


e e 0 0 1 
wie früher, aber das der inneren muss mit einem E berechnet werden, des- 


sen Entwickelung, wenn b der Radius der Höhlung, ist: 
1 P b In 


— == — + — oer SCH 
Ron trite tat: 


Die erstere Bedingungsgleichung wird genau die frühere sein, die innere 
aber ist: | 


tw — LP, siny dy dè +c” 
ax, 71 75 ＋1 ri e sin y dy do + Fi 


EA u 
T | 
ꝙ cos I auf die innere Oberfläche bezogen. Dies giebt: 
1 10 L. AT yn „+22 (pcos )™ 92. Anal 
ri TI r nr Ox, os 


— feck - aait ( cos D + f 
+ etc. 


1 ôr, 
7. TI 
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Das eic. bezieht sich auf die ganz Ahnlich gestalteten Glieder mit den Dif- 


; : À 4 ..2nri 

ferentialquotienten nach y,, zu, Man wird nun diese Gleichung mit kad 
. Lr) L. 

multipliciren und ganz wie früher 5 als den Oberflächenwerth von Fi KE 


für dasselbe w,&, ansehen. Da nun Z, vollständig unabhängig von à ist 
und ferner diese Gleichungen für jedes beliebige b gelten müssen, so wird 
man genau wie früher schliessen, dass die so entstehenden Glieder 
b (p cos u und en 
wirklich nur den Factor 
1 

br+i 
enthalten, weshalb ganz wie früher das (n + 1) im zweiten Theile der letz- 
ten Gleichung durch Differentiation nach b, und zwar nach b als Kugel- 
dimension entstanden gedacht werden kann. Für die Glieder mit Z, und 
U, kommt dies auf dasselbe hinaus, als ob man einfach nach r, differentiirt 
und dann r, = b setzt; für Z, versteht sich das von selbst, für Ui, Vi, V 
aber sieht man es sofort ein, da ja SE kein b ausser —_— Set enthalten soll, 
so dass also U,(") den eigentlich constant gegebenen Radius b nicht enthält. 
Der Factor (2n +1) nun kann auf ganz ähnliche Weise gedeutet werden, 
wie der frühere 2n +1, nämlich: 


2n+1—2(n+1)—1, 


also: ; 
: Lisi 
L,™) peti Lin 
(22+1) Ir = 2 "ab ` bari? 


so dass alle Vorzeichen Minus werden. Es geht also die letzte Gleichung 
tiber in: 


Lia e 
a | L” ar i 
dx, papi + 2b — + 42 b (ꝙ cos final 


3 D (ei 
3 (on mn) 
Ts papi t 2 3 
fro Aa de; 


L,®) 
ave 4 b (o cos I) 


0 
bnti +2 2b 


db 


2 A 
Ds. 23) 1 dr, 
1 n ö, 
aus | 


Lo 
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und die Summe dieser Gleichungen giebt ganz dasselbe, wie die Bedingung 
für die äussere Oberfläche. Es ist nicht nöthig, sie erst hinzuschreiben, 


SE zu setzen u. 8. f. und es kann 
dann die Differentialgleichung wieder transformirt werden, indem man an- 
statt die Differentialquotienten nach z,, yı, 21 die nach x, y, z, d. h. nach 
den Coordinaten des Oberflichenpunktes in der Richtung von r, einführt. 


Man erhält dann als Gleichung für die innere Oberfläche: 
75 
57) 3g + 25 + C( 37+ 20 — 22) + ax (sp +52 28) —0 


Hieraus ergiebt sich i ganze auf der inneren Oberfläche vorhandene p 
und der Theil von x, der sich nach den absteigenden Potenzen von r, ent- 


man braucht nur U an die Stelle von 


wickelt. | 

32. Diese Transformation der Gleichgewichtsbedingungen gründet sich 
wesentlich darauf, dass angenommen wurde, das 3 enthielte in Gleichung 
56) kein a und in 57) kein b weiter, als dass das Glied von der n. Ordnung 


bei der Reihenentwickelung nach den Kugelfunctionen a* und or als 


Factor hätte. Der Beweis dafür ist in der Schlussnummer geführt, und es 
handelt sich nun nur noch um die genaue Darstellung der Gleichungen, 
denen die Functionen genügen müssen. Die Functionen ꝙ und y müssen 
gewissen Bedingungen genügen. Diese bestehen wesentlich darin, dass 


58) Ce, Ce, Ze EH ‚or Us 
On Oy ës Oa’ 9% z` 


Diese lässt sich in andere Formen bringen. Geht man von jedem Molekul 
nach allen Seiten in den Richtungen fort, die in der Ebene des betreffenden 
Molekularstromes liegen, so erhält man lauter einzelne Flächen, und ist s 


eine beliebige in einer solchen liegende Linie, so muss ot = 0 sein, ebenso 
s 


==, und es sind daher auf jeder solchen Fläche 3 und ꝙ constant. Den 
beiden Gleichungen 58) müssen die Functionen ꝙ und y genügen; aber da 
in den Gleichungen 57) und 58) nur die 3 und auftreten, die auf den Ober- 
flächen stattfinden, so reducirt sich die Bedingung 58) auf eine, und die 
zweite der aus diesen zu entwickelnden Forderungen wird nöthig sein, um , 
das ꝙ für die inneren Massenpunkte zu entwickeln. 

Für eine massive Kugel sind die Verhältnisse hierdurch äusserst ein- 
fach gemacht. Da dann gar keine Gleichung 57) existirt, indem gar keine 
innere Oberfläche vorhanden ist, so ist das in 56) auftretende 3 der Ge- 
sammtwerth der Function. Denkt man sich nun auf der Oberfläche die 
Linien gezogen, in denen 9 constant ist, so muss in diesen auch g und 3 
constant bleiben. Da nun y der Gleichung | 


—d— — — em — m 
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= 
s+ 44+ ao 


genügt, so ist y auch für a; inneren Punkt bekannt und wegen 58) auclı 
e: man sieht also die Möglichkeit der Lösung ein. 

Wenn aber eine Hohlkugel gegeben ist, so werden die in 56) eingehen- 
den ꝙ und a b und die in 57) eingehenden a enthalten können; diese Glei- 
chungen einzeln würden also noch unbestimmte Werthe der Functionen 
liefern. Es müssen aber diese Werthe in gewissen gegenseitigen Bezie- 
hungen stehen, welche die Lösung vervollständigen müssen. 

Wir haben vier unbekannte Functionen: das ꝙ der äusseren Ober- 
fläche und das der inneren, welches ꝙ sein soll. Ferner der Theil von 1 
der sich nach den aufsteigenden, und der Theil, der sich nach den abstei- 
genden Potenzen von r, entwickelt. Der erstere sei 3 (.), der zweite 3 (r,). 
Die beiden Gleichgewichtsbedingungen sind dann, wenn auch g der nach 
aufsteigenden Potenzen, g der nach absteigenden Potenzen zu entwickeln- 
den Theil der früher mit 9 allein bezeichneten Function ist: 


sg 7 2 44 Cart +2. 20) 4 ax (39 + 422) <0 
sg + 20 5 + e(a o+ 0) +4n(39 409%) 9 


und dazu 1 die beiden Bedingungsgleichungen für die zwei Ober- 
flächen: 


Ge % Axa) + x (c)} ez) + 1 % 


59) Ow 69 Ow Gë 
(ie ie atah) FLO ët: OI 
Op 09 Ow 08 


da die Differentialquotienten von ꝙ und y + 7 nach zwei rechtwinkligen 
Richtungen éinander proportional sein müssen. 

Es scheint zunächst, als ob diese vier Gleichungen eine zu viel waren, 
indem wenn 2, 7, 9 bekannt sind, ꝙ schon aus der Bemerkung folgt, dass 
g constant ist, durch die ganze Masse, so lange y-+y’ constant ist. Man 
könnte aber sich ꝙ aus den vier Gleichungen eliminirt denken, %, 4, p be- 
rechnet und dann müsste ꝙ aus dieser Bemerkung folgern. Offenbar müsste 
dies ꝙ der zweiten Gleichung genügen, es muss sich also auch umgekehrt 
aus diesen vier Gleichungen 7, y, p, o so bestimmen lassen, dass dieser 
Bedingung Genüge geleistet wird. 

33. Wir kominen nun zu einem der wichtigsten Punkte dieser Theorie, 
auf welchem die vorige Verwandlung in endliche Differentialgleichungen 
beruht, dass nämlich der analytische Ausdruck von y unabhängig von « 
der von y unabhängig von b ist. Wir betrachten x, da die Entwickeln‘ 
für y ganz ähnlich sind. Gehen wir auf Nr. 26 zurück, so ist dort |. 
sen, dass es erlaubt ist, die ursprüngliche Gleichung in drei zu ve: 
deln. Die erstere derselben lautet: 
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(2n +1) T + 4% a (ꝙ cos y)™ + C (2n +1) UH = 0. 
Die Summe aller für n —0 bis n = œ giebt: 


OL ot) — 
L+2a— + 4 a ꝙ cos y + o(ut 200" == 0; 
Aehnliche Gleichungen bestehen noch zwei und es folgt aus ihnen: 
OL Ou OM - OD 
L ＋ 24 52 Tea) 205 L (C254 
aN Ow : : 
N24 5 +0 24 %) — cos y: sin y eos o: sin y sin ®. 


Nennt man nun L, M, N, u, v, w die Componenten von d und y, so sieht man 
hieraus, dass die Componenten nach den Richtungen d: und 8 verschwinden. 
Die nach der Richtung von a von der Summe d + Cy ist, wie in 26) be- 
wiesen ist: 
L cos y + M sin y cos 9. + N sin y sin 8, 
+ C(u cos y + vsin y cos & + w sin y sin 8) 
und es ist daher: | 
2 EL cosy +... + C(ucosy + j= Gas: 7 (M + Co) 
a Ox oy 
60) 9 
+5 (N + Cn). 
Daraus folgt zunächst auch, dass 


Au En) 3 


61) Ox da Oy da 02 da 
8 FO(L+Cu) , a(M4Cr) , eM Ce). ð, 
ral je + dy + or Pakt. 


wobei jedoch bemerkt werden muss, dass die Differentialquotienten nach 
x, y, 2 z. B. von UWa*, Var, W an nicht auf die in UM, V™, Win) ent- 
haltenen a ausgedehnt werden dürfen, da sonst nicht 


gesetzt werden dürfte. 
Die Gleichung 61) folgt sofort aus der Bemerkung, dass L, M, N, u, v, w 
ebenso transformirt werden, wie 
oL OM 
da’ Ja 
Aus 60) folgt daher, wenn die Differentialquotienten in der eben angege- 
benen Weise genommen werden: 


d Eh d d 
27 249% cÊ (utza?! +... 


Ox 


te. 


SS 92 73) 

= 39 ＋ 24 5 + C 327124 54 . 
Dehnt man die Differentialquotienten aber auch auf die in U, /, wt 
enthaltenen a aus, so ist dieser Ausdruck: 
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; og d fou 
e + +++]. 
indem man von LO, M™, N") 3 weiss, dass sie ee a Be a 
Nur wenn die Induction von a abhängig ist, wenn sich mehrere Kugeln 
gegenüber stehen, ist dies nicht der Fall, und dann ist in dem letzten Aus- 

drucke auch g zu ersetzen durch 
ðL OH, ON 
welches dann verschieden von 9 ist; denn die Gleichungen 60) und 61) gel- 
ten auch dann noch. Die Differentialquotienten nach a in 62) sind nur auf 
die Factoren op von Le, M, NW, U™, Fal, V) auszudehnen. > 
Wir kommen nun zum öigentlichen Beweis. 
Es ist evident, dass 


(n) p n 9 LIS 
dÄ ` ru ri — Sei | rant, 


PP BPP PP PAP PPP OPP PPP 


OX, OX, 
also die Summe: 
GH a — d 2) OL, 
Z(2n +1) "or, Ga, 33 + 
oder vielmehr genauer: N 


2 Z(2n +1) Li in +; — we + 1) M,™r,® + a Z(2n +1) Nr 
i 1 


d [+2 Se OL, on, CH 
en 2 OY" ts T3 Ox, 0 y, ＋ 575 


ist, und dass L-1 eine 8 von der Ordnung n—1 ist, wenn 
L,®-—1) kein r, enthält. Sobald dies aber wäre, ist auch nicht mehr die 
letzte Gleichung richtig. Schreibt man x, y, 2 statt x,, y,, 21 80 kommt a 
an die Stelle von r,, die Indices 1 fallen weg. Umgekehrt, gilt die letzte 
Gleichung, so muss Lisi, M,, N, (n) unabhängig von r,, oder L™, M(™, Vin) 
unabhängig von a sein. Aus 62) folgt daher, dass 
Le), M), Ni), UM, via), Wwe) 
so beschaffen sein müssen, dass stets 
IL) + CUM, MM + CYR), NO ＋ CN 
unabhängig von a sind. Für den Fall einer einzigen gegebenen Kugel sind 
also Ulm), V8), Wr) unabhängig von a, der Ausdruck y also auch. 
Es ist daher für jeden Fall erlaubt: 


a OL Ou ð ; eq ( 72) 
FE — 3 — = — 2a — 
lte +C 120 5% J 2 ote 3g +2a Sa $C\ 37 + 47, 
zu setzen; für den Fall einer einzigen Kugel ist es dann gleich, wie die 
Differentiation nach a genommen wird; aber sind mehrere gegeben, so ist 


0q 07 
e 
mi Cp T ond 93 
einer Kugel vom festen gegebenen Radius a gemeint, denn diese I’ 


tiation schreibt sich vom Factor n her. 


die Veränderung von q und y in der Nähe der Oberfli 


14* 
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Aus 59) folgt das y eines inneren Massenpunktes noch mit einer will- 
kürlichen Function, die so zu bestimmen ist, dass 
42) (7) 4 (ON ie K 
Si + dy + 52 RE 
(unter 1 hier die ganze Function, also eigentlich 4 + 4 verstanden). 
Dies kann Alles nur als Andeutung des Weges zur Lösung betrachtet 
werden. Die Hauptsache ist immer nur die Herleitung dieser allgemeinen 
Eigenthümlichkeiten der Function 3 und . 
Ist die Oberfläche anders als kuglich, so ist die Aufgabe ungleich ver- 


g . 1l ; 8 : 
wickelter. Dann ist R auch für innere Punkte in eine Reihe von der 


Form Z- = oder £ Par,” zu entwickeln, je nachdem r, > oder < r. Man 
1 A 


würde dann lieber x nach den Potenzen des Parameters entwickeln, der 


jedem inneren Punkte zukommt, wenn man concentrische Flächen zur 
Oberfläche legt, wie dies von Neumann für Rotationsellipsoide gezeigt wor- 
den ist. ` 


Kleinere Mittheilungen. 


XIV. Ueber einige Integralformeln. Wir betrachten im Folgenden 
das bestimmte Integral 
1 
euere 
0 
wobei A, u, n, p, 9 beliebige Constanten bezeichnen mögen. Um dasselbe 
zu transformiren, setzen wir 


GEH y 
A+ ux ? 
woraus folgt 
55 ar 
1 Tu- A+u—py ' 
A (A+ u) h (2+ u) 
A dÉ = — dx = d 
= Atu—uy dk kg Zë 
und erhalten 
1 Pa 
fon (1—a)¢-! GE 
0 
1 Le i 
BEER „ [yP QG — y)! dy 
TUPAEA] er 
In dem speciellen Fallen = — (p+ g führt diese Formel zu dem bekann- 
ten Resultate 
1 ; | 
47 —1(1— 40 —1 1 L. Y) Leg) 


J Greate "St Fe Fa)’ 


dagegen scheinen andere Fälle unbeachtet geblieben zu sein, obschon die- 
selben sehr brauchbare Relationen liefern. So hat man 3. B. für p= À, 


=n— į 
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ft (a) A+ px)" dx 


1 


— À" e An 


8 WK d'Ae Trade 


oder für x == t? und y = u°: 


1 
2) g 
(1—w)2-1du 


— À" atarte E sie 
Ó 


Sind nun g und m positive oder negative ganze Zahlen, so ist das links 
stehende Integral irrational, das rechter Hand befindliche dagegen ratio- 
nal, z. E.: 


1 1 
dt du 
2 Jr Fe rue 


1 | 1 
„ fran | ee 
0 0 


oder auch: 
5) Ire LS E err rit 
1 0 ¢ , au 
J (A+ pi) dt =x Wie 
6) 


A+ 42 — SEH 


tr aparte 


U. 8. W. 


Diese Formeln leisten bei der Reduction mancher doppelten und. ai 
fachen Integrale gute Dienste, denn man hat in ihnen ein Mittel, um ge- 
wisse irrationale Integrale durch gleichgeltende rationale Integrale zu er- 
setzen, was begreiflicherweise für die weitere Rechnung ein Vortheil ist. 
Einige Beispiele mögen dies zeigen. 

Die Oberfläche des Ellipsoides mit den Halbachsen a, ö, c wird be- 
kanntlich durch folgendes Doppelintegral ausgedrückt: 
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1 Vi-E? — m 
1— 5 — Bt n° 
Q = 8ab dg dq V 1 
JJ E? 


FT 
a 


welches nach Einführung von Polarcoordinaten (= r cos w, 4 = r sin o) 


übergeht in 
2 2 aR 
nur ffont y EE er sin! œ) 


Benutzt man 415 ie 


yi—r =í, 


à = 1 — aè cos? © — b? sin? w, p = aè cos? œ + fF sin w, 
so erhălt man 


2 
7) ar ff ltp do dt, 


und hier kani man eine der SE 4) oder 5) anwenden. Die letztere 


giebt 
7 
2 1 ze 
as Mi Hi frere 


=4a0|* ee | 


durch umgekehrte Anordnung der EE und Restitution der Werthe 
von A und p wird hieraus | 


(1— a) cos? © + (1— B*) sin w 
mn + fu fs — au) cos? © + (1 — pu) sin? œ gel, 
d. i. wenn die auf e ere EC ausgeführt wird 


1— u? u] 
i bef Veran 


Durch partielle Integration lässt sich diese Formel in die folgende 
überführen 


1 
= )J 
9 ame net 1— Bru? VO — out) Bw) 


LL LT ADD POL 
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die man gleichfalls erhält, wenn man in Nr. 7) die Formel 4) benutzt. — 
Projieirt man den Mittelpunkt eines dreiachsigen Ellipsoides auf alle Be- 
rührungsebenen des letzteren, so bilden die Projectionen eine bekannte 
Fläche, deren Gleichung ist: 
(x? +y t a — a x? + 52 ve, 
oder i in Polarcoordinaten: 
r= a cos E 0? sin? cos? œ + cè sin? sin? w; 
für 
à == bi cos? ＋ e sin? w, p = a — b? cos? œ —c* sin? œ 
ist einfacher 
r? = À + p cos. 
Das von der Fläche umschlossene Volumen bestimmt sich durch das Doppel- 
integral 


x z * 1 
dii sind d40 0 1. | (A+ cos) sin 6 do d, 
U 0 0 0 


welches für cos 9 = folgende Gestalt annimmt: 
F 
— 2 {va + pl)! do di, 
0 0 
d. i. nach Nr. 6) 


EIERN nf Tei Kere 


Setzt man zur Abkürzung 
1 72 5 
10) B= Le b a A 


so erhält man bei umgekehrter oe der Integrationen und vermöge 
der Werthe von A und p: 


du lu gh corto + MHH sintal d 
=e f fi [(1— pu?) cos? + (1 — y'u’) sin? o}? o, 
0 
nn Ausführung der auf @ bezüglichen Integration keine Schwierig- 


keiten hat. Um das Resultat kurz darstellen zu können, setzen wir 


— 82 Les 
11) 5 Uy = I 


DIR ` 


und haben dann 


_ a 


12) ir ZA (3 Ug? + 2 Ug Uy + 3 Uy') y Ug Uy du. 
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Auf gleiche Weise lässt sich die Cubatur aller Flächen bewerkstelli- 
gen, deren Gleichungen von der Form 
(2° + y? + 5 — (Ax? + B + Cz?) 2m-1 
sind. Durch Einführung von Polarcoordinaten erhält man nämlich 
r? = (A cos? 9 + B sin? costo + Csin? sin 1 
oder 
r == (A+ pcos? 9)", 
wobei | 
à = B costo + C sin?o, u = 4— B cos w — C sin? w 
gesetzt worden ist. Für das W 


F 
et sin 9 do dd ' 


ergiebt sich zufolge des Worthes von r und durch Substitution von cos Bot 


ecru 


und nach Anwendung von Formel 2) kann die auf e bezügliche Integration 
immer ausgeführt werden. ScHLOMILCH. 


XV. Ueber einige algebraische Curven, von denen die Lemniscate ein 
specieller Fall ist. Von Prof. BARNABA ToRTOLINI. 

1. Nehmen wir ewei rechtwinklige Achsen der x und der y, und wäh- 
len wir den Coordinatenanfang zum Pol einer gewissen Curve. Ist r der 
Radiusvector und u der Winkel, welchen r mit der Achse der x einschliesst, 
so haben wir für die beiden Coordinaten x und y die Werthe 

4 Der cos u 
y =r sin u. | 
Wenn wir nun die Neigung der Curve im Punkte (æ, y) mit bezeichnen, 
80 ist 
dy 
lang ọ = Tz’ | 
woraus man durch Differentiation der vorstehenden Werthe von x und y 
findet | 
sin u dr + x cos u du 
e , 
Wenn man in diesem Ausdrucke Zähler und Nenner mit cos u und mit dr 
dividirt, so erhält man leicht 
rdu _dangg — tang u 


dr LE tang ꝙ taug u dang Zi? 
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PALL PL PALL LLL a a aN 


oder auch 


Wie bekannt, ist 9— u der Winkel, welchen die Tangente im Punkte (z,y) 
mit dem Radius r einschliesst. Es sei nun y, die Neigung der Normalen 
gegen die Abscissenachse; dann hat man 


7 
9 = 2 +9; 
folglich: 
1 
t — u) = — — 
co (P; u) cot (e Së u) 9 
woraus sich 
dr 
tang (9, — u) = — ae 


oder auch | 

= — du tang (Si u) 
ergiebt. Die linke Seite dieser Gleichung lässt sich integriren und auch 
die rechte Seite wird sich auf eine Quadratur zurückführen lassen, so oft 
g, als Function von # gegeben ist. 

2. Um eine recht einfache Anwendung davon zu machen, nehmen wir 
an, dass der Winkel y, ein ungerades Vielfaches des Polwinkels u sei, 
setzen also 

pı = (2n+1) u 
und erhalten dann . 
dr d cos 2nu 


— = — d u tang 2n u = ———— 

r 2n COS 2nu 
und daraus durch Integration 

2n log r = log (cos 2n u) + C. 
Man bestimme die Constante in der Weise, dass r — a wird, wennu—0 
ist; dies liefert C == 2n loga, und wenn man daher vom Logarithmus auf 
den Numerus zurückgeht, findet man schliesslich 
r?” — a?” cos2nu. 
Die algebraischen Curven, welche in dieser Gleichung enthalten sind, wur- 
den — nicht allein für eine gerade Zahl 2”, sondern auch für eine unge- 
rade Zahl — von den Mathematikern studirt und besonders von Serret 
behandelt in mehreren Noten, welche im 7. und 8. Bande des Journals von 
Liouville stehen; wenn man ihre Gleichung unter der allgemeinen Form 
r* == a" cos mu 

darstellt, so besitzt sie die Eigenthümlichkeit, dass das Product aus den 
m Entfernungen irgend eines ihrer Punkte von m fixen Punkten constant 
ist. Wie Jedermann sieht, erhält man für n==1 oder m = 2 die Lem- 
niscate. 
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Bleiben wir bei dem Falle eines geraden Exponenten 2n stehen, so 
hat ebenfalls Serret gezeigt, dass die Perimeter dieser Curven alle ausge- 
drückt werden können durch die Euler’schen Integrale zweiter Gattung, 
oder durch die Function T von Legendre. 

3. Die bisjetzt erwähnten Curven waren bereits Gegenstand vieler 
analytischen Untersuchungen von Fagnano in seinen Producioni matema- 
tiche Bd. 2, schediasma 1 und folgende Seite 375, woselbst er sich vornimmt, 
„ene Curven zu finden, bei denen der Winkel, welchen eine der sämmtlich 
„von einem und demselben Punkte ausgehenden Sehnen mit der Achse ein- 
„schliesst, in dem gegebenen Verhältnisse zweier Zahlen zu dem Winkel 
„steht, welchen die Normale*) zu der Curve mit derselben Achse ein- 
„schliesst.“ So hat man fürn — 1 die Lemniscate, bei welcher der von 
den Normalen mit der Achse 2a gebildete Winkel das Dreifache des von 
der Sehne gebildeten Winkels beträgt, und als algebraische Gleichung er- 
hält man 

(+ Wa (ey. 
Fagnano findet noch eine andere Curve von derselben Eigenschaft, welche 
der x Axe ihre convexe Seite zukehrt. Für n==2 erhält man die Curve 
von der Polargleichung 
rí — a! cos 4u. 
Am Coordinatenanfang sind die Tangenten gegen die Achse unter dem 


Winkel 8 geneigt, da für r==0 sich 42 ergiebt **). Die algebraische 


Gleichung ist vom 8. Grade; durch die Einführung der Sinus und Cosinus 
der einfachen Winkel bekommt man nämlich 
rt d' (costu — 6 sin u costu + sin‘u), 
woraus wegen der Werthe von r, sin u und cos u die Gleichung 
at Lui = a! (E G,. +y’) 

fliesst, welche Fagnano gleichfalls an der angeführten Stelle Seite 384 ge- 
funden hat. Bei dieser Curve ist der Winkel, welchen die Normale mit 
der Achse einschliesst, das Fünffache von dem Polwinkel u. Wenn wir 
von der allgemeinen Form der Polargleichung vom Grade 2n zu der alge- 
braischen Gleichung für z und y übergehen wollen, so steigt der Grad der 
neuen Gleichung auf 4n, und, wenn wir uns der Formeln mit anscheinend 
imaginkren Grössen bedienen, dann nimmt ihre algebraische Gleichung 


*) Offenbar ist die Normale am Endpunkte der Sehne gemeint, während der An- 
fangspunkt der Sehnen unter 1) als Coordinatenanfang benutzt war. 


**) Also wie die Sehnen selbst; es ist p= g, — 2 = (22 T1) * — =. in dem 


vorliegenden Falle n = 2, demnach ꝙ =5u — 2 und endlich für r —0 wird u 5 
x * R 
PS — 28 
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eine sehr einfache Form an; wir haben nämlich nach dem Moivre’schen 
Satze 

2 cos 2n u == (cos u +i sin u)?” + (cos u — i sin u) ?, ° 
worin i = l ist, und setzen wir auf der rechten Seite 


so findet sich 


(a + iy)?" + (x —iy)2" 


cos 2nu =} F 
r 


und demnach wird die algebraische Gleichung der Curve sein: 
a?” | | 
(a? + D = > (Ce + iy)?" ). 


Die Annahme n =1,n==2 liefert wieder die oben betrachteten Curven, 
und wenn man weiter n == 3 nehmen will, erhält man folgende Gleichung 
vom 12. Grade: 
(a? ＋ *) = aè (2®§— 15 * + 152 y — %). 
In derselben Weise wird man für andere Werthe von n algebraische Cur- 
ven von noch höherem Grade bekommen. | 
4. Die allgemeine Rectification dieser Familie von Curven hängt ab 
von einer particularen Form der Euler'schen Integrale erster Gattung, 
welche, wie Legendre nachgewiesen hat, in einigen besonderen Fällen auf 
transcendente elliptische erster Gattung sich zurückführen lassen. Rech- 
nen wir den Werth von 
ds — Yar’ +rdu 
für die Rectification der Curven aus für den Fall, dass 
| r?” — a?” cos2nu 
ist, so hat man ohne Schwierigkeit 


oder 


32 a2" ar 8 
| 7 ain — rin 
Setzt man r==az, dr == a dz und integrirt zwischen den Grenzen z == 0 
und z=1, so hat man für den vierten Theil des ganzen Umfangs: 


In den speciellen Fällen n = 1, n==2 und n—3 werden die Integrale, 
wie Legendre gezeigt hat, transcendente elliptische der ersten Gattung; 
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sie lassen sich nach Serret auch durch die T Integrale von Legendre oder 
durch das Euler'sche Integral zweiter Gattung ausdrücken. 
(Annali di Matematica pura ed applicata. Nr. 3. S. 178.) 


XVL Bedingung der Stabilität eines auf dem Gipfel einer Fläche ru- 
henden Körpers. Von Dr. R. Hor. 

Das Gleichgewicht eines Körpers, der bei horizontaler Berührungs- 
ebene auf einer Fläche ruht, erfordert, dass sein Schwerpunkt auf der ge- 
. meinsamen Normale liegt. Die Oberfläche des Körpers sei mit der unter- 
liegenden Fläche in gleichem Sinne genommen, so dass gleiche Vorzeichen 
der Krümmung einer Berührung von innen, ungleiche einer Berührung der 
convexen Seiten von aussen entsprechen. 

Wird nun der Körper aus der Gleichgewichtslage um unendlich wenig 
zur Seite gewälzt, so hebt sich der anfängliche Unterstützungspunkt P und 
gelangt nach P,, während der Berührungspunkt als solcher um das Bogen- 
element ds in beliebiger Richtung längs der Fläche nach P, rückt. Sei 
nun dv der Winkel zwischen den Normalen, dr der Winkel zwischen den 


| dr . 
Tangenten in P und P,, so dass 75 die Krümmung von ds ausdrückt, dann 


sind die Cosinus der Richtungswinkel der Normale in P gegen die Normale, 
Tangente und ihr gemeinschaftliches Loth in P, folgende: 

cos dv; dt; Ya di. 
Bezeichnet ferner a die halbe Summe, 5 die halbe Differenz der Haupt- 
krümmungen in P, und e den Winkel zwischen ds und der Tangente der 
grössten Krümmung, so ist nach bekannten Formeln 

dr = (a +b cos 2ꝙ) ds, 

d v — ds Vai Fb 2a b cos 2ꝙ, 


y dy? - di b sin2 ds, 
2 LN 


cos dy = 1 — A d = 


woraus 


Demnach haben die Cosinus der Richtungswinkel der Normale in P fol- 
gende Werthe: 


j a? b? 
(+ BL + ab cos29) ds, 


ans ds, 
b sin 20 ds. 
Die Cosinus der Richtungswinkel der Notmale in P, ergeben sich hieraus, 
indem man für a, b, ꝙ die analogen Grössen a,, bi, 9, setzt. Aus beiden 
Systemen erhält man auf bekannte Weise den Cosinus des Winkels zwi- 
schen beiden Normalen. Dieser ist von der Form 
1— M ds, 
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wo 
2 2 2 2 
M= PT a or — aa, + (a—a,) (b cos 2p — b, cos 2 ꝙ1) 
— bb, cos 2 (p—q:), 
oder, wenn man 
a = - .; =p + Pis 
C = (b—b,) cos a cos 8 — (b + b,) sina sin 8 
setzt, | 
M= (a ut b? + b,? 
Ist nun À der Abstand des Schwerpunktes von P., so erhält man die Höhe 
desselben in der geneigten Stellung, indem man zur Projection dieses Ab- 


standes auf die Verticale 


h(1— Mads’) 
den Verticalabstand der Punkte P, und P addirt. Letzterer lässt sich als 
gleich dem vollen Abstande rechnen, weil die Bewegung des Punktes P, 
vertical beginnt, und der Abstand selbst unendlich klein von zweiter Ord- 
nung ist; und ist somit die Differenz der Abstände beider Punkte von der 


Berührungsebene, d. i. 
di — dr; 
D 
== 4 (a + b cos 2p—a —b, cos 2p,) ds, 
= 4 (a—a,+C) d&, 
daher die Höhe des Schwerpunktes über P 


— h+4 | a— a, ＋ C—((a—a,)* + b? + b’ —2bb, cos 2a 


+2C(a—a,)) h} ast. 
Die Lage des Körpers ist stabil, wenn der Coefficient von ds* für jeden 
Werth von @ positiv ist. Das Minimum desselben entspricht einem Maxi- 
mum oder Minimum von C, welches stattfindet für 
b+, 
b—b, 
Nach Einführung dieses Werthes wird 
C= + yo + b,?—2bb, cos 2u. - 
daher ist die Bedingung der Stabilität 
a—a,+ C— (a - 4 CF Ao. 
Diese Grösse kann nur positiv sein, wenn es der von A freie Theil ist, oder 
wenn h <0; jedenfalls wird die Bedingung 


1 
e EC 


das ist für ein positives h 


1 er ns: 
7> a—a, Vb bi — 200, cos 2a. 
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Hieraus ist ersichtlich, dass die Stabilität am grössten ist, wenn die gleich- 
namigen Hauptnormalschnitte auf einander fallen, am kleinsten, wenn der 
Schnitt von grösster Krümmung in der einen Fläche der von kleinster in 
der anderen ist. Lässt man also den Körper sich um die SESCH drehen, 
so hört die Stabilität nie auf, wenn 


T>a—a+b+b, 
es tritt bei irgend einer Drehung Stabilität ein, wenn 
Sea EI AE 
und die Grenze der Stabilität findet statt für 


b* +-b,* — (a—a, — 1y 
! 88 
2bb, 


XVL Wärmeleitungsfähigkeit des Wasserstoffgases. Nach einer vor- 
läufigen Mittheilung von Magnus (Ber. d. k. preuss, Akad. d. W. 1860, 
S. 485) ist das Wasserstoffgas ein guter Wärmeleiter. Bisher hatte man 
bei Gasen die Wärmefortpflanzung ausser ihrer Diathermansie der leichten 
Beweglichkeit ihrer Theilchen zugeschrieben. Da nun weder im Ausdeh- 
nungscoefficienten noch in der relativen Wärme des Wasserstofigases eine 
Ursache zu einer grösseren Beweglichkeit der Wasserstofftheilchen, an- 
deren Gasen gegenüber, zu finden ist, so vermuthete Magnus eine gute 
Leitungsfähigkeit bei diesem Gase. Er fand diese Vermuthung bei seinen 
Experimenten mit einem Apparate bestätigt, bei welchem eine auf der 
Temperatur von 100°C. erhaltene Platte von oben Wärme auf die Kugel 
eines Thermometers strahlte, welches in einem unter der Platte befind- 
lichen Raume befestigt war. Die Temperatur, welche von diesem Ther- 
mometer angezeigt wurde, war am höchsten, wenn der Raum mit Wasser- 
stoffgas angefüllt war, höher, als wenn der Raum mit irgend einem anderen 
Gase gefüllt oder luftleer war, die Temperatur des Thermometers war 
übrigens um so höher, je dichter das angewendete Wasserstoffgas war. In 
allen übrigen Gasen ist die Temperatur niedriger, als im leeren Raume 
und um so niedriger, je dichter sie angewendet werden. — Nicht nur die 
Wärme, sondern auch die Elektricität wird von Wasserstofigas besser, als 
von allen tibrigen Gasen geleitet. 

Dieses Verhalten des Wasserstoffgases gegen. die Wärme erklärt nun 
auch die Beobachtung von Grove, wonach ein Platindraht durch den gal- 
vanischen Strom schwerer zum Glühen gebracht wird, wenn er von Wasser- 
stoff, als wenn er von einer anderen Gasart umgeben ist. 


` 
| — — ee 
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XVII. Verbesserung eines Elektroskops. Von Dr. F. Dettmann. Das 
von Dr. Kohlrausch unter meinem Namen bekannt gemachte Elektro- 
meter wurde von mir zuerst nur als Elektroskop gebraucht. In meiner 
Hauptabhandlung darüber im Programm des Kreuznacher Gymnasiums 
vom Jahre 1842 sprach ich am Schlusse die Hoffnung aus, das Instrument 
zu Messungen brauchbar machen zu können, da seine Construction zu die- 
ser Hoffnung berechtigte. Andere naturw issenschaftliche Studien aber, zu 
denen die interessante, mir damals noch neue Gegend mich verleitete, 
liessen mich diese Hoffnung nicht verwirklichen, und erst die vortrefflichen 
Abhandlungen von Kohlrausch gaben mich der Physik zurück, der ich acht 
Jahre untreu gewesen. In der ersten neuen Abhandlung vom Jahre 1852 
(Pogg. Annalen Bd. 86, S. 524 ff.), in der ich die Reconstruction des Mess- 
instrumentes beschrieb, glaubte ich darauf aufmerksam machen zu müssen, 
dass es zweckmässig sei, fortan mein Elektrometer vom Elektroskop zu 
unterscheiden, weil das letztere eine wesentlich einfache Construction“), 
aber doch auch einen Theil hat, welcher dem Elektrometer fehlt. Ich 
wusste damals keine Hauptverbesserung des Elektroskops anzugeben, und 
jetzt, nach jahrelangem häufigen Gebrauche des Elektrometers hat dieses 
mich zu einer bedeutenden Verbesserung des Elektroskops gebracht, welche 
ich im Nachfolgenden beschreiben will. Die Verbesserung trifft eben jenen 
Theil, welchen das Elektrometer nicht hat, den ich aber schon in der 
ersten Abhandlung: „Ueber das Oersted’sche Elektrometer“ (Pogg. An- 
nalen Bd. 55, S. 307) beschrieb, und den Andriessen damals zur Er- 
höhung der Empfindlichkeit auch des Goldblatt-Elektroskops benutzte. Ich 
habe ihn den Querdrath genannt, weil er quer unter dem Streifchen her- 
und dann an der Seite in die Höhe und isolirt durch den Deckel, oder auch 
unten von der Seite durch das Glas geht. Er soll eine Nachahmung des 
Princips des Säulen - Elektroskops vermitteln, nämlich einen leichten Kör- 
per, welcher von 2 Kräften bereits von entgegengesetzien Seiten afficirt 
wird, durch Unterstützung einer der beiden zur Bewegung zu bringen. 
Und in der That entsprach der Erfolg ganz der Erwartung, da das Instru- 
ment durch den Querdrath bedeutend an Empfindlichkeit gewonnen hatte. 


— AOL ONO Lt 


*) In ein cylindrisches Trinkglas, durch dessen hölzernen Deckel in der Mitte 
ein Korkstöpsel geht mit einem ein paar Zoll langen Dräthchen in der Richtung der 
Achse, an dessen unterem Ende mit Schellack ein Coconfaden befestigt ist, welcher 
unten ein plattgeklopftes, ganz dünnes Dräthchen (Messing- Saite Nr. 12) trägt mit 
einer solchen Biegung, dass es an die beiden Seiten eines isolirt horizontal ausge- 
spannten Streifchens (von etwa 2 Zoll Linge und 1 Linie Breite) von Metallpapier 
oder dünnem Metallblech mit seinen beiden Hälften anschlagen kann — in dies Glas 
führt von aussen mit Schellack eingeklebt ein kurzer (von 2 bis 4 Zoll Länge nach der 
Einrichtung des Ganzen) etwas dickerer Drath, dessen inneres Ende mit einer feinen 
Säge eingeschnitten ist zur Aufnahme des Streifchens. Dies ist der Zuleitungsdrath 
und er dient dazu, dem Inneren des Apparates die Elektricität zuzuführen. Man kann 
ihn durch den Deckel leiten und dann bleibt er gerade, oder durch das Glas, welches 
zu diesem Zwecke in der Nähe des Bodens durchbohrt ist, und dann wird er am in- 
neren Ende aufwärts gebogen. 
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Mit einem abgeriebenen Pfenning konnte man recht gut den Volta'schen 
Fundamental- Versuch machen. Wenn man den Querdrath elektrisirt, so 
wirkt dessen Elektricität vertheilend auf Streifchen und Wagebalken, bin- 
det in beiden die entgegengesetzte Elektricität, während dem die gleich- 
namige durch Auflegung des Fingers auf den Zuleitungsdrath abgeleitet 
wird. Durch die gebundene Elektricität wird der Wagebalken abgestossen, 
der aber auch durch die entgegengesetzte des Querdraths angezogen wird 
und so zwischen beiden schwebt, während die Torsion möglichst klein da- 
bei gehalten werden muss. Der Zug vom Querdrath wirkt aber gar zu 
leicht störend; denn ist er zu stark, so stellt sich der Wagebalken parallel 
über den Querdrath und ist dann nur zurückzuholen durch dessen Ent- 
ladung. Auch verliert der Querdrath in feuchter Luft zu schnell seine 
Elektricität, und die etwas lästige Ladung desselben muss dann ebenfalls 
auf's Neue vollzogen werden. 

Diesen Uebeln wird abgeholfen durch E des Querdraths in 
eine Querplatte von 1% bis 2 Zoll Durchmesser. Unter dem Streifchen, in 
1 bis 2 Linien Entfernung von demselben, sitzt jetzt eine kreisförmige 
Metallplatte, entweder an einen aufwärts durch den Deckel gehenden Drath 
gelöthet, oder an einen seitwärts durch das Glas geleiteten. Die Platte 
ist eine Nachbildung des unteren Theilkreises meines Elektrometers. Wie 
dieser die Ursache ist, dass das Messiustrument nach meiner Construction 
die Elektricität so gut festhält, dass nach der Ladung ein Zurückgehen des 
Wagebalkens gewöhnlich erst nach Stunden merklich wird, so wollte ich 
durch die Platte beim Elektroskop zunächst auch dem öfteren Laden dieses 
Hilfsapparates vorbeugen, habe aber weit mehr erreicht; denn das lästige 
Herumschlagens ist dadurch auch vollständig beseitigt, ohne dass die Em- 
pfindlichkeit gelitten hätte. Jetzt sind es.also hauptsächlich die 2 Kräfte, 
nämlich die gebundene Elektricität und die Torsion, welche den Wage- 
balken nach entgegengesetzten Richtungen treiben. In dieser Form liefert 
das Instrument beim Gebrauche auch einen reinen Beweis für die Biot'sche 
Theorie der Vertheilung auf einem isolirten Leiter. Die Ladung des Hilfs- 
apparates ist ebenfalls durch die neue Einrichtung erleichtert worden, und 
bei der Anwendung ist das ganze Instrument bequemer dadurch, dass man 
jetzt den Wagebalken kann unbesorgt gehen lassen, wogegen man früher, 
wenn er sich vom Streifchen entfernte, schnell den Finger auf den Zu- 
leitungsdrath legen musste, damit er nicht zu weit ging bis zur Parallel- 
Stellang mit dem Querdrath. Der Versuch mit dem Pfenning ist jetzt jeden 
Augenblick auch in der feuchtesten Luft zu machen. Ja die dreizöllige 
Zinkplatte, auf welche ich ihn stelle, zeigt noch ganz deutlich die + Elek- 
tricität. In diesem Zustande ist das Instrument ganz besonders geeignet 
zur Darstellung des Volta’schen Fundamentalversuchs, und überhaupt zu 
allen Experiinenten, in denen sehr geringe Elektricitäten zur Anschauung 
gebracht werden sollen. Eine Kupfer- oder Zinkplatte.nur eben auf die 
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Hand gedrückt, zeigen sich schon ziemlich stark — elektrisch, von ebenem 
Holz nur aufgehoben, ebenfalls; ebenso Kork, welcher auf Holz gelegen. 

Will man den Apparat noch weiter treiben in der Bequemlichkeit sei- 
nes Gebrauches, so elektrisire man die Querplatte andauernd mit dem Pol 
einer Säule. Zu elektrischen Versuchen, besonders zu Messungen, ist eine 
kleine Wasserbatterie (Zink und Kupfer) von 50 bis 100 Elementen so we- 
sentlich, dass man zu der Zeit, wo man überhaupt elektrische Versuche 
macht, dieselbe öfter brauchen muss, weshalb man wohl thut, sie gleich 
anfangs einzustellen und stehen zu lassen. Bekanntlich kann sie Monate 
lang stehen, ohne ihre Dienste zu versagen. So kann man denn auch beim 
Gebrauche des Elektroskops dieselbe zweckmässig zur Elektrisirung der 
Querplatte verwenden. Uebrigens hält diese, wenn die Isolirung frisch ist, 
die Elektricität jetzt so gut, dass man in einer Stunde das Elektrisiren der- 
selben nicht zu wiederholen braucht; und ist die Isolation nicht mehr gut, 
so ist ja ein einmaliges Erhitzen des Drathes, an den die Querplatte ge- 
löthet worden, in der Spirituslampe hinreichend, das Uebel zu beseitigen. 

Auf welche Weise man die Querplatte auch elektrisiren möge, man 
muss nie unterlassen, während der Zeit dies stattfindet, den Finger auf 
dem Zuleitungsdrathe zu halten, um so die freie Elektrieität abzuleiten, 
Ist die im Streifchen und Wagebalken gebundene Elektricität + Elektrici- 
tät, hat man also z. B. die Querplatte mit Kork, welcher auf Tuch gerie- 
ben worden, elektrisirt, so wird der Wagebalken durch + Elektricität zum 
weiteren Abstossen, dureh — Elektricität zum Annähern gebracht. Durch 
Entziehung der dem Zuleitungsdrathe mitgetheilten Elektricität geht der 
Wagebalken wieder an seine ursprtingliche Stelle zurück. Das Elektro- 
skop ist erst brauchbar zu Versuchen, wenn bei der Auflegung des Fin- 
gers auf den Zuleitungsdrath der Wagebalken keine Bewegung, aber bei 
der Annäherung oder Berührung mit entgegengesetzt elektrischen Körpern 
entgegengesetzte Bewegungen macht. 

Es sind mir Abbildungen des Apparates zu Gesicht gekommen, welche 
auf dem Deckel ein Glasrohr zeigen zur Verlängerung des Coconfadens. 
So wesentlich dies Rohr beim Elektrometer zu dem angedeuteten Zwecke 
ist, so schädlich ist es beim Elektroskop. Ein Coconfaden von 3 bis 4 Zoll 
Länge ist vollkommen ausreichend und ein längerer schadet nur, insofern 
er die Bewegungen des Wagebalkens verlangsamt, also weniger deutlich 
hervortreten lässt. Drei Exemplare des Instrumentes, welche die oben 
angegebenen Erscheinungen fast gleich deutlich zeigen, stehen vor mir 
und haben alle einen Faden von höchstens 3 Zoll Länge. Sie sind aber 
alle drei verschieden construirt. Bei dem einen gehen beide, Zuleitungs- 
drath und Querplatten - Halter, durch den Deckel hinunter, bei dem an- 
deren geht der Zuleitungsdrath von oben, der andere Drath aber unten 
von der Seite hinein, beim dritten ist es umgekehrt. Ich ziehe das zweite 
vor, weil seine Einrichtung gestattet, Zuleitungsdrath und Querplatten- 
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Halter jeden beliebigen Winkel mit einander bilden zu lassen. Dadurch 
hat man es also in seiner Gewalt, seine Einwirkung zu steigern und zu 
schwächen. Richtet man ihn dem Zuleitungsdrathe gerade entgegen, so 
schwächt man die Empfindlichkeit des Apparetes, was natürlich ist, da die 
eine Hälfte des Wagebalkens, welche dann über dem Halter schwebt, von 
entgegengesetzten Kräften nach derselben Seite gezogen wird. Uebrigens 
bat es auch eine kleine Unbequemlichkeit, das äussere Ende des Zuleitungs- 
drathes oben zu haben, wo.in geringer Entfernung auch der Drath steckt, 
an dem der Coconfaden hängt. Man muss dann genauer zusehen, dass 
man beim Elektrisiren beide Dräthe nicht verwechselt. 

Mechaniker und Heransgeber physikalischer Lehrbücher bitte ich, von 
dem Vorstehenden Notiz nehmen zu wollen, insbesondere aber auch Leh- 
rer der Physik, wenn es ihnen darum zu thun ist, ihren Schülern eine 
Menge elektrischer Versuche ohne Zeitverlust zu zeigen und mit möglichst 
geringen Kosten. In der neuen Form ist das Instrument jedenfalls das be- 
quemste, empfindlichste, sicherste und billigste Elektroskop. Die vielseitige 
Anwendung desselben habe ich schon in der erwähnten Programm - Ab- 
handlung vom Jahr 1842 gezeigt. | 

Ueber das Elektrometer weiss ich. seit der Zeit, wo ich Wagebalken 
und Streifchen ganz gerade gelassen (Pogg. Annalen Bd. 89, S. 269) von 
keiner erheblichen Verbesserung zu berichten. Ich habe es vor ein paar 
Jahren versucht, dem Instrumente eine Einrichtung zu geben, dass man 
es statt des Sinus-Elektrometers gebrauchen kann. Vom Wagebalken geht 
in der Mitte vertical ein feiner Platindrath herunter, welcher in ein kleines 
Näpfchen mit einer gut leitenden Flüssigkeit taucht. Zwei Flügel des 
Näpfchens, nach entgegengesetzten Seiten gerichtet, vertreten das Streif- 
chen. Für schwere Wagebalken, wie sie zur Messung bedeutender Quan- 
titäten erforderlich sind, ist die Einrichtung ganz passend; ich sehe indess 
aus den Berliner Berichten (Jahrgang 14, S. 379), dass schon 1858 in einem 
Briefe an Volpicelli W. Thomson denselben Vorschlag gemacht hat. Auch 
habe ich das Instrument transportabel gemacht in ähnlicher Weise, wie 
Herr Prof. Hankel zu demselben Zwecke sein Instrument einrichtete. Es 
gehen nämlich von entgegengesetzten Seiten zwei dicke Dräthe mit brei- 
ten Köpfen im Inneren in das Messinggefäss hinein; sie können durch Stell- 
schrauben festgeklemmt werden. Die Köpfe fassen den Wagebalken und 
halten ihn beim Transport fest. Papierschäufelchen sind unten an den 
Rand der Köpfe geklebt zur Aufnahme des Wagebalkens. Den Glasfaden 
schraubt man etwas herunter nach dem Festklammern des Wagebalkens. 
Vor zwei Jahren schon sind zwei Instrumente mit dieser Vorrichtung nach 
Amerika abgegangen, das eine an die Smithsonian Institution, das andere an 
Herrn Dr. Wislicenus in St. Louis. 
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XIX. Ueber ein neues, dem Kalium nahe stehendes Metall. (Be- 
richte der k. preuss. Akad. d. Wissenschaften 1860, S. 221.) Bunsen und 
Kirchhoff haben durch die Spectralanalyse nicht nur gezeigt, dass das 
Lithium ein sehr verbreitetes Metall ist, sondern es hat sich auch ihre Ver- 
muthung bestätigt, dass sich bei Anwendung dieser analytischen Methode 
vielleicht neue, bis jetzt noch nicht bekannte Metalle durch die Eigenthtim- 
lichkeit ihres Spectrums zu erkennen geben würden. Sie fanden nämlich 
in der Mutterlauge verschiedener Soolwässer noch ein viertes Alkalimetall, 
dessen Dasein sie zunächst auf Grund ihrer spectral - analytischen Ver- 
suche vermuthen konnten. Das Chlorid des neuen Metalles, welches nur 
in sehr geringer Menge in den Mutterlaugen gewisser Soolwässer vor- 
kommt, giebt mit Chlorplatinlösung ebenso wie Chlorkalium einen gelben 
Niederschlag, allein das salpetersaure Salz des neuen Metalles ist in Al- 
kohol löslich, während Salpeter darin unlöslich ist. 


IX. 


Das Sehnenviereck in der Ebene und auf der Kugel als 
besonderer Fall des allgemeinen Vierecks. 


Von Prof. C. W. Baur, 


an der königl. polytechnischen Schule zu Stuttgart. 


Unter XII der kleineren Mittheilungen im 4. Jahrgange dieser Zeit- 
schrift habe ich eine Grappe von Beziehungen zwischen den Seiten, Dia- 
gonalen und Winkeln des ebenen Vierecks veröffentlicht, welche die 
Verallgemeinerung der Hauptsätze vom ebenen Sehnenvierecke in sich 
schliesst. 

In Folgendem beabsichtige ich, eine weitere Verallgemeinerung dieser 
Art aus jenen Beziehungen abzuleiten, sodann aber die sphärischen Ana- 
logieen der letzteren aufzustellen. 

Bezeichnet man, wie dort geschehen, mit a und a, b und b’ die zwei 
Paare von Gegenseiten, mit c und c’ die Diagonalen, oder allgemeiner ge- 
sagt, mit a und a, b und b, c und c’ die drei Paare von Gegenseiten des 
ebenen Vierecks in solcher Auswahl, dass c einen hohlen Winkel (a, b) 
zwischen a und b theilt, a’, b,c aber ein Dreieck bilden, so lauten jene 
Beziehungen, wenn nur ausspringende Winkel angenommen werden: 

sin (b, c) — (C,)! sin (5, 6%) — (b,c)} 
aa 444 


1) _ sin (a, ei — (a“, e) __ sin (4 ) — (a c)] 
bb’ bb 
__ Sin (a, b) + (a', 5˙0 in (a,b) + (a', 5) 
cc ce ° 


Ich erlaube mir, den Satz, durch welchen ich diese Gleichungen in 
Worten darstellte, weil er am angeführten Orte durch einen sinnstörenden 
Druckfehler entstellt war, hier zu wiederholen: 

Beschreibt man die sechs Kreise um je drei Ecken eines 
Vierecks, so sind die drei positiven Quotienten aus dem Pro- 
duct zweier Gegenseiten und dem Sinus des Unterschieds 
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zweier Peripherie winkel, welche auf einer von beiden in zwei 
nicht von ihr getrennten Bögen stehen, einander gleich. 
Wichtiger aber erscheint für jetzt folgende Deutung der Gleichheit 
zwischen den drei vorderen Quotienten: 
Setzen wir der Kürze halber: 
(b,c) — (b',c) = d, (a, c) — (a,c) =e, (a, b) ＋ (a,, b) S, 
so giebt die aus der Figur leicht ersichtliche Beziehung: 
ô + £ TN = 180° 
in Verbindung mit 
aa _ bb ce 
die Winkel 6, e, 7 als diejenigen eines Dreiecks zu erkennen, in welchem 
die Gegenseiten den Producten aa, bb’, cc’ proportionirt sind. 
Von diesem Gesichtspunkt aus erscheint die früher angegebene Ver- 
allgemeinerung des Ptolemäischen Satzes: 
cc == aa cos e + bb cos 8 
lediglich als das Ergebniss der Anwendung der trigonometrischen Formel 
| c =a cos p +4 b cosa 
auf das besagte Dreieck. 
2. Die Anwendung der Formel 
at = b +c! —2bccosa 
liefert ferner die folgenden drei wah agen age 
ara — btb? + ce! — 260 . c. cos d 
btb? = ec? +- a — 20“. aa“. cos e 
cc = d + btb — 240. bb . cos i. 
Aus diesen ergiebt sich 
257. ec (a ＋ 40% cod T2 cc. ad (b+ b”) coe T2 a. b (E+ c°?) cos 
— (a! 4 a?) (b? b’? Tec“ — a a“ + (b? + b?) (C ct + ata’? — b? b°?) 
+ ( Len (ard + 525% r c’). 
Gentes der Beziehung, welche zwischen den sechs Seiten des Vierecks, 
d. h. zwischen den Abständen a, b, c eines Punktes von den Ecken eines 
Dreiecks mit den Seiten a’, ö, e und letzteren besteht*), geht die rechte 
Seite der vorigen Gleichung über in: 
ah + a ＋ A* abc“ 
Durch Division der ganzen Gleichung mit abc.a'b erhält man daher: 


2 + =) 68 23 + Z) cose 2 + ©) cos 


a b' c' abe abc ab e 
tee „ 


Im Sehnenviereck ist d — 0, e=0, n = 180°, somit: 


2) 


*) Mention führt dieselbe unter dem Namen relation tétragonométrique ` 
de Goldbach an. 
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„% _a’b+ab 

e ab+tah' 

Zu diesem bekannten Satze vom Sehnenvierecke bietet also unsere Glei- 
chung 2) die Verallgemeinerung dar. 


oder 


3. Die sphürischen Analogien der Gleichungen 1) müssen sich von 
diesen hauptsächlich dadurch unterscheiden, dass nicht mehr sechs gleiche 
Quotienten auftreten können, weil die für das ebene Viereck giltigen Glei- 
chungen 

(5, c’) — (0, e) = (U',c’) — (b,c), (a, c) — (a', e) = (€, c) — (a, c), 

(a,b) + (a“, b) == 360° — (a,b’) — (a’,b) 
im sphärischen Vierecke nicht stattfinden. Es liegt nun aber der Gedanke 
nahe, dass anstatt der sechs gleichen Quotienten deren nur drei vorkom- 
men werden, welche die Sinus folgender Winkel- Ausdrücke enthalten: 


(O, c“) — (0; e) + (e“) — (b,c) (a, c) — (a', c) + (a,c) — (a,c) | 


2 i 2 
(a,b) + (a“, L) + 360° — (a, 5) — (a, Y) 
2 U 


die wir nun in der Folge mit ô, £, n bezeichnen werden. Diese sind es in 
der That, von welchen im sphirischen Sehnenvierecke die zwei ersteren 
verschwinden, der dritte aber in 180° iibergeht, weil z. B. 
(, c) Ge) + O, c) — (0,€) = ue) —(8',¢) + (a, 0") (a, ec) — (a, ).) 
== | (a, b) (a, e) (b,, e) (a, b) ＋(4, c) - (b, DIE 
Die zwei Glieder der letzteren Differenz nämlich sind vermöge eines be- 
kannten Satzes über zwei auf einerlei Grundlinie in denselben Kugelkreis 
beschriebene Dreiecke einander gleich. 

Zum Zweck der Entwickelung der fraglichen Analogien müssen vor- 
erst zwei Formeln der sphärischen Trigonometrie aufgestellt werden, unter 
denen meines Wissens bisjetzt nur die zweite und zwar von Schmeisser 
als eine seiner Fundamentalformeln bekannt gemacht worden ist. (Crelle, 


X, S. 146.) 
4. Sind a, b, c die Seiten, a, 6. y die gegenüberliegenden Winkel eines 


sphärischen Dreiecks, so findet sich unter Anwendung der Gauss’schen 
Gleichungen: 


a u kg „ 4 a 6— 7 
sin —. — sin À sin £ cos — sjn — cos — sin — $ 
ee ee 2 2 2 2 
dre a . 5 — 
3) — sin? © sin + — cos — sin 
- 2 2 2 


| b c . 5 c 
= cos — sin — — sin — COS — . COS a 
2 2 2 2 


16* 
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2 a—Bt+y . a a B—y „a 4 6— 57 
sin — . cos 2 sin — cos — COS sin — sin — sin 
2 2 2 2 2 + 2 2 2 
a H b+c a a b—c 
4 == sin — cos — Sin sin — cos — sin 
) i ae e ees 2 


. b ©: 
== Sın — COS — Sin a. 
2 2 


Man bemerkt, dass beim Uebergang vom sphirischen Dreiecke auf das 
ebene durch Annahme eines unendlich grossen Kugelhalbmessers die zwei 
obigen Gleichungen sich als Correlate der zwei folgenden der ebenen Tri- 
gonometrie herausstellen: 
acosß=c—bcosa, a sin b = b sina. 

Erinnert man sich ferner, dass bei der Entwickelung der Gleichung 1) eben 
diese Formeln vorzugsweise in Anwendung kamen, so kann tiber den Gang, 
der bei der Auffindung der fraglichen sphärischen Analogieen einzuschlagen 
ist, kein Zweifel mehr obwalten. 


5. Es seien nun a und a, b und b’, e und d die drei Paare von Gegen- 
seiten eines sphärischen Vierecks, in welchem keiner der Winkel (a,b), 
(b, a), (a“, b), (0, a) und eben deshalb auch keine jener sechs Seiten 180° 
überschreitet, ferner c den Winkel (a,b) theilt, a’, b', € aber ein Dreieck 
bilden, so hat man vermöge der in 3. mit d vorgenommenen Zerlegung und 
der Formeln 3) und 4): 


U H 


es b N e 
sin — sin — sin d 
2 2 


ng stn Loin EI Cod) ae] 
2 2 2 2 
À sin (a, 50 19 — (b’,c) Br € ces (a, Jane) — (b,c’) 


= 7 er re „sin f sin Pätt — De 


= sin 


feos 2 sin — — sin Å cos £ cos ( } sin — cos e sin (a,b) 
= — Sin — — Sin — — a sin — — sin(a 
2 2 2 2 = en 


sin = cos — sin (a,c) {cos ~ sin 2 sin — cos 2 cos (a D 
— — — 8 — — — ATI — — 
2° 2 i 2 2 a Bi 


„ 4 a * „bc. 
== sin 2 cos 2 f cos 2 sin — sin (a,b) — sin 2 cos 2 sin fa, cht 


a b c 
— sin? 2 co 2 cos 7 sin (a,b) cos (a,c) — cos (a,b) sin (a, ell , 
sin 2 sin 2 P b 
55 . sind = lang 2 'in (a,b) — tang 2 sin (a, c) 
sin — cos — cos — cos — 
| 2 2 2 2 a. 
— lang z sin (b,c). 
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In Folge der stets zulässigen Vertauschung von a und a‘ mit b und b’ än, 
dert sich die rechte Seite nicht, dagegen geht die linke über in: 
a. ce 
sin — sin — 
„ 
sin z cos © i cos £ 
2 2 2 2 
Endlich ist 
2 = (a,b) + (a“, 60 + 360° — (a, 6“) — (a', ö) 
== 300° + (a, c) 4 (0, e) — (a, 5) + (a, e) + (6b, e) — (a’,6)}, 


also: 


U 6 


H a e H 
sin — sin — sin y 
2 2 


= — sin 7 sin Wort) te) 2 ie) . Sin 7 cos (ase) T (b, e)la b) 652 zen 


b’ gei (a, c) + (, e) — (a,b) 4 (a,c) ＋ (b,c) — (a', H) 


— sin — . Sin— sin 
2 2 2 2 
{cos Dein = — sin £ cos = cos ( )} sin — ces b sin (b,c) 
= — — sin — — sin — cos — a, c). Sin — ccs — Si 
2 2 2 2 2 2 | 


sin — cos — sin (a, c). cos sin 2 sin — cos 2 sin (b c)! 
— sin — ps e — sın— — Sin— == 
2 2 i 2 2 2 2 SS à 
Sin ae l 
In — Sin — 
` I: sin lang — sin (a,b) — lan 2 sin (a,c) 
e — ns — la m 
| c a 77 9 2 ) 9 2 7 
sin— Cos — cos — cos — 
2 2 2 2 a. 
— lang — sin (b,c). 


Es zeigen sich jetzt also die Gleichungen 


sin 6 Sine ? sin u 
5) alia b Ee, d 
sin—sin— sin sin — sin—sin— 
2 2 2 2 2 2 


dadurch gerechtfertigt, dass sich der Ausdruck 


a b c 

Cus 2 cos 2 cos 2 á b j 
6 VE E Së 8 = er 
) pn {tang > 1 (a, b) — tang 2 sin (a,c) — lang 2 sin (b, cl 

sin— sin — sin — 

2 2 2 
als der gemeinschaftliche Werth der drei obigen Quotienten herausge- 
stellt hat, 

6. In den Gleichungen 5) sind nun die sphärischen Analogieen unserer 
für das ebene Viereck aufgestelltem Beziehungen 1) gefunden. Dass sie 
sich beim Uebergang von der Kugel auf die Ebene in die letzteren ver- 
wandeln, ist unmittelbar ersichtlich, desgleichen dass sie für das sphä- 
rische Sehnenviereck, weil der Zähler jedes der drei Quotienten und folg- 


lich auch der gemeinschaftliche Werth 6) der letzteren Null wird, den Satz 
liefern: 
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S lang < sin (a,b) = tang 2 sin (b,c) + lang > sin (a, c), 
welcher die sphärische Analogie darbietet zu dem für das ebene Sehnen- 
viereck giltigen: 
c sin (a,b) == a sin (b,c) + b sin (a,c). 

Er dient zur Bestimmung einer Diagonale c aus zwei in einer Ecke mit 
ihr zusammenstossenden Seiten nebst den Theilen, in welche sie den von 
denselben eingeschlossenen Winkel zerlegt. 

Endlich geben unsere Gleichungen 5) in Verbindung mit der aus der 
Figur leicht nachweisbaren Beziehung 

ó + + n == 180° 

diese drei Winkel als diejenigen eines ebenen Dreiecks zu erkennen, in 
welchem die gegenüber liegenden Seiten den Producten 


a.d b H ee 
sin — sin—, sin—sin—, sin — Sin — 
2 2 2 2 2 s 
proportional sind. Und hieraus folgt nun wieder ein erweiterter Ptolemäi- 
scher Lehrsatz für das allgemeine sphärische Viereck: 


[4 € d 


E , a , a Lb 
7) Sin — sin — == sin — sin — . COS € ＋ sin — sin — . cos 6, 
2 2 2 2 2 2 


welcher sich mit cos — 1, cos = 1 in den bekannten Ptolemäischen Lehr- 
satz für das sphärische Sehnenviereck verwandelt. 

Bevor an die in Betreff der Winkel 6, e, 7 gemachte Bemerkung wei- 

tere Folgen angeschlossen werden, sollen sich unsere Gleichungen 5) noch 
auf einem anderen Wege herstellen, welcher vermöge der nebenbei auf- 
tretenden Ergebnisse von Bedeutung ist. 
7. Der eine Durchschnittspunkt der beiden Grosskreise, welchen die 
Seiten b und b’ angehören, liegt als Ecke der Seite a eines spharischen 
Dreiecks gegenüber, in welchem dieser Seite die Winkel (a,b) und (a,b) 
anliegen, und der dritte Winkel in jener Ecke mit (0, “) anzugeben ist. 
Bezeichnet man mit Fund y die sphärischen Entfernungen derselben von 
den Endpunkten der Seite b, mit Y’ und y diejenigen von den Endpunkten 
der Seite b’ in solcher Auswahl, dass 


8) | Y—y =b, Y’—y=0, 
so das Dreieck (y, č, F) vermöge der Gauss’schen Gleichungen: 
€ o # ER ld € € y 
sin sin MO O0) e == Sin — g co 335 Kee? P 
DN 2 2 2 2 
b : en Jh. e bb 
sin — os U. a CHERS of ) = sin £ sin 180° — (b,c )— (b,c) sans OOH) sin , 
> 2 . 2 2 2 
das Dreieck ir. ey): 
l (Hbc) — (i hh Y+y 
sin — un OTD = Sin 2 cos 180°—(B ,e) — (hye) == sin (b,b) sin Y+y 
2 2 2 2 2 2 
à bic D IR ¢’)— bb Y- 
Sin A cos (b,c)+(b,c) Zen Sin C Sin 180°— ie) — cos re) sin 
2 2 2 2 2 2 
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also: 


BE e 
sin — sin — sin d 
2 2 
sin Cr) EU, c) — (0, c) — (b, c) 
2 
in ®: 2 og 05 DO un —y | V—y., +) 
2 2 2 


C 
= sin — sin © 
2 2° 


74, — sin sin 


LE 6 
sin — sin — sind 
9) 2 2 
| Y F La K € 
== sin (b, b“). (sin! sin 2 cos cos $ > Zen 2 cos 7 cos d 
das Dreieck (a, Y, Y’): 
b) — — 
sin — sin a == cos a. sin E 


b’) — (a,b (bb 
(a, d (% % in Y+Y 


. a 
sin — cos 
2 


das Dreieck (a“, y, A 
b) — j — 
WI. (nb) 2 
2 2 2 
€ b — d , á 
(a,b) — S KEE sin Ost) ) sin A 


2 


sin — — sin 
2 


a 
° sin — COS 


also : 


La 


a 4 
gain — sin — sin 
D 2 1 


(a,b) — (a,b) + (a’,b) — (a“, 9) 
2 | 


a a 
== sin — sin — Sin | 180° — 
2 2 


(b,b) (ir Y—r .y+Yy,. „ 
2 


== sin —— cos —— | sin —— sin —— + sin 
2 2 2 2 2 


in— sin a sin 

10) Se 77 2 N 
: l Y | Fi LA y’ | € Y € 

= sin (b, b). CE sin L cos— cos Ÿ. — sin — . sin L cos — cos 2). 
2 2 2 2 2 2 2 2 


Es wird zur Rechtfertigung der zwei folgenden Gleichungen, sowie 
zur Erklärung der darin gebrauchten Zeichen nichts weiter gesagt werden 
müssen, als dass durchgängig a und a’ und b und b' vertauscht worden und 
X,x, X * an die Stelle von F,y, J, y’ getreten sind. 


. € . € . „b bo, 
sin — sin — sine = Sin — sin sin 
11 er 
) ( X X x Y x£ X z}, 
== sin (a, a) | sin — sin — cos — cos — — sin — sin — cos — cos 
2 2 2 2 2 2 2 2 
Bezeichnet man endlich die Abschnitte, in welche dio Seiten c, c“ einander 


zerlegen, mit Z,z, Z,z in solcher Auswahl, dass 
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Z+2=-¢,Z7+27=—C¢ 
und b mit Zund Z ein sphärisches Dreieck bildet, in welchem ihr der Win- 
kel (c, c) gegenüber liegt, so giebt eben dieses a > Z, Z): 
; Cre) — re) 98 CO E „ 


sin — sin 


in 
2° 


EEN - (be) _ „e 24 T 
2 2 


das Dreieck (P, Z, Sé 


së in ( (b',c) — a c (be) ec EA (cc), z —z 
2° 2 


1 se.) Je ＋ 2 
2 2 2 


also: 


€ 


. bd . . 
sin — sin — sin Ô 


12) 
| = 4 Z+Z 2 — 
= sin 2) a poe) 5 en in T sin- d 
2 2 2 2 
, ; ( Z z2 Z 2 Z z Z z 
== sin (c, c) | sin — sin — cos — cos — — sin — sin — cos — cos — 
2 2 2 2 2 2 2 2 
Ebenso durch Vertauschung von a, a’, 2 mit b,b’, Z': : 
a las. 
sin — sin — sine 
13) , : , 


DI E EE 2 ee ee ee / z 
== sin (c, c) (Sin 2 n COS — cos 2 — sin 2 Si cos. co — 


Die Gleichungen 10), 11), 12), 13) lassen sich jetzt in folgender Gren 
zusammenstellen: 
sind sine sinn 


ae — ke 
7 p een 


€ 


„a, a bb ce e 
Sin— Sin— 8in — sin — sin — sin — 
2 2 2 2 2 


L € 
sin (a, a) KXK. £ X x xX if A T 
== ———— — — . | sin — sin — cos — cos — — sin — sin — cos — cos — 
bh Ke e 2 2 2 d 
sin — sin — sin — sin — 
2 2 


sin (b, b Y Y’ | Ev Y 
= „„ (sin = sin” cos cos sin sin I cos — cos? 
Ce og . a 2 2 2 2 2 2 2 
sin 2 sin — sin — sin 2 I 
(sin (e, c) 33) ᷑ ꝶP m 8 
= — — ">, .| sin —sin — cos — cos — — sin— sin — cos — COS =. 
.a a b b 2 2 2 2 2 2 2 2 
sin — sin — sin — sin — 
2 2 2 


‘Diese Gleichungen geben den Zusammenhang an, welcher im allge- 
meinen sphärischen Vierecke zwischen solchen Grössen stattfindet, welche 
vermöge bekannter Sätze im Sehnenvierecke sämmtlich verschwinden. 

8. Um von unseren Gleichungen 5) dieselbo Anwendung zu machen, 
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welche in 2. von den Gleichungen 1) gemacht wurde, mit anderen Worten: 
um die für das sphärische Sehnenviereck giltige Beziehung 


„% „a b „a,b 

sin — sin — sin — + sin — sin — 

2.0202 2.9 

N ee eg 

sin = sin = sin 2 + sin = sin 2 

12 2 2 2 2 
fiir das allgemeine sphirische Viereck zu erweitern, muss erst die Bezie- 
hung zwischen den sechs Seiten des letzteren, oder zwischen den sphäri- 
schen Abständen a, b, c eines Punktes von den Ecken eines Dreiecks mit 

den Seiten a', ö, € und den letzteren hergestellt werden. 

Die schon in 2. gebrauchte entsprechende Beziehung in der Ebene 
habe ich unter XXIV der KI. Mitth. im 5. Jahrg. dieser Zeitschrift in fol- 
gender Form angegeben: 

2a“, a + 5 — c, at + c-. 
0 = fa ＋ — c, 20 , b + e—a’). 
a? ET WEE e—a’, 20 
Vermittelst eines dort mehrfach in Anwendung gekommenen Verfahrens 
lässt sich dieselbe auch so schreiben: 
0, +1, +1, +1, +1 
+1, 0, a, 8 œ 
14) O=/+1, a, o, c% 5. 
i +1, Rei 0, a”? 
+1, c, H, ei 0 
Durch Ausführung der Determinante erhält man: 
0= 2(a*+ a") (— atat + % + cc?) 

+ 2 (H + 6%) (+ aat — bb + c'e!) 

+ 2 ( +.) (+ ata? + % — cc 

— 2a*h*c® — 2400 — 2455 — 247 c'. 

Die Beziehung zwischen den Cosinus der sechs hohlen Winkel, welche 
durch vier von einem Punkte im Raum ausgehende Geraden gebildet wer- 
den, oder zwischen den Cosinus der sechs Seiten des sphärischen Vierecks 
wurde dort zwar nicht angeschrieben, aber durch die Gleichungen 12) und 
15) zu folgender Form vorbereitet: 

1, eos a, cos b, cos CG 
cosa, 1, cos c, cos h 
cos b, cos c, 1, cosa |” 
cos e, cos b; cosa, 1 


15) 


Hieraus folgt auch: 


1, 1, 1, 1, 1 

E 0, 1—cosa, 1—cosb, 1-—cosc 
0=|1,1—cosa, O, 1 — cosc, 1 — cosb |, 

1, 1 cosb, L— cose, o, 1 — cos 4 


1, 1—cosc, 1—cosb, 1 — cos a', 0 


230 Das Sehnenviereck in der Ebene und auf der Kugel ete. 


BP PPL AD PA PBPP AP — wee 


— 


OPP LP LDL A e 


oder: 


+2, +1, +1, 41, +1 


se u E 
+1, 0, sin? 2, sin , sin 2 


. „ d . $ C e 
We +1, sin’ 2, 0, sin? 2 sin’ 2 
bb e o 
+1, sin? 2 sin? 25 0, sin! z 


L a 


c b a 
+1, sin? =: sin? 2 sin? a 0 


Bei Vergleichung dieser Determinante mit derjenigen in 14) findet 
sich, dass man, um aus der Gleichung 15) die entsprechende sphärische 
abzuleiten, nicht nur überall die Seiten des ebenen durch die Sinus der 
halben Seiten des sphärischen Vierecks zu ersetzen, sondern auch noch 
auf der Rechten folgendes Glied doppelt beizufügen bat: 


a b e 

0, sin? —, sin? —, sin? — 

| 9 2 9 2 9 2 
„ sst a 

sin? —, 0, sin? —, sin? — 

| | 2 2 

16) ; e 

sin? a sin? g 0, sin? 5 

2 ? Se: "2 2 


` 


up „ „4% 
sin? , sin? T, sin? —, 0 

2 2 2 

7 € € 
EE, „ob .,b et à 
= (sit — sin? — + sin? — sin? — — sin? — . sin! — 
2 2 2 2 2 2 
9 


LA 
V 
— 4 sin? — sin? — sin! — sin? —. 
2 2 2 2 


Vermöge 5) und 7) wird aber der Minuend dieser Differenz: 


a a b b a a b b e II 
sin® — sin® — sin? — sin! — — (sin — Sin — cose + sin — sin — cos d | 
2 2 + 2 2 2 2 + 2 2 
a a b j 
z= { sin® — sin? — site + sin? — sin? — sin? d 
2 2 + 2 2 
og b K 2 
— 2 sin — sin — sin — Sin — cus d COS d 
2 2 2 2 
a oe sib „„ ; o a b b , $ 
=— {2 sin — Sin — Sin — sin — Sin 6 sin — 2 sin — Sin — sin — Sin — cos 6 cos € | 
5 2 2 2 2 2 2 2 
— 4 sin? — sin? S sin? 2 sin? 2 cos? (6 -4 £) = 4 sin? I sin! a sin? A sin? 2 cos" o 
2 2 2 2 2 2 2 2 
und der ganze Ausdruck 16): 


a a b 
— n? — omn? ein — omn? — on? 
4 sin 3 sin 2 sin S Sin S sin’ n, 


wofiir auch 
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— 4 sin — sin — sin — sin — sin? — sin! — sin Ô sine 
2 2 2 2 2 2 
gesetzt werden könnte. Wird jetzt Gleichung 15) mit 2 durchdividirt und 


16) nur einfach beigefügt, so stellt sich als gesuchte Beziehung zwischen 
den sechs Seiten des sphärischen Vierecks folgende dar: 
a a’ a a’ b b c d 
0 = | sin? — + sin? 2 (Cu sin? — + sin? — sin! — + sin? — sin? — 
( 2 1 2 „ 
| b b „a „ 5 b c c’ 
+ (sin 2 + sin? >) (+ sin? z sin? ~ sin? = sin? z + si? > sin® 2) 
e ` c’ a a’ b H c € 
17) + (sin 3 + sin! 7) (+ sin > sin? = + sin? z sin? ors sin? > sin? 2) 
f D b c „e 
— sin? © sin? gin £ — sin? © sin? S sint E — sint À sint È sin? £ 
2 2 2 2 2 2 2 
ee ae „ a „ 4% „% „ 0% 
— sin! — sin? T sin! — — 4sin* — sin? — sin! — sin? — sin! . 
2 2 2 2 2 2 2 
Sollte der Zweck es erfordern, dass nur die Seiten ohne y vorkämen, 
so hätte man auf die ursprüngliche Form des Ausdruckes 16) zurückzu- 
greifen. Dass beim Uebergang von der Kugel auf die Ebene Gleichung 
17) wieder in Uebereinstimmung mit 15) kommt, weil ihr letztes Glied als 
eines vom achten Grade neben denen des sechsten verschwindet, ist leicht 
ersichtlich. 


9. Schreiben wir jetzt vermöge der in 5. gemachten Bemerkung fol- 
gende der Gleichungen an: 


U 8 € r $ 


„„ a ,,4 Ah „ b WE oe = b. . 
ue sin? = sin’ 2 sin’ 2 + sin’ 2 sin? — — 2 sin 2 sin 2 sin > sin ⁊ cos à 
C 0 D è 


_, 0 ‘ c D a ..a "o «d 
sin? — sin? — — Si — sin? — + sin! — sin? — — 2 sin — sin — sin -- Sin — cose 
2 2 2 2 2 2 „ 
’ € [4 La 
ee o "o Oe 0 aia 5 b 
sin: sin! = == sin? — sin? -— + sin! — sin? — — 2 sin — sin — sin-— Sin cos 1, 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 


so geben diese vermöge 17): 


a a b ' c c 
2 (sin - + sin? — | sin — sin — sin — sin cos 6 
2 2 2 2 2 2 


‘ € 


b Nee a 4 
+ 2 Lg 3 + sin? 2) sin 2 sin ES Sin -~ sın > cos & 


2 
c Č a a b bh 
2| sin?.— + sin? — | sin — sin — sin sin — cos 
or =) Do pie 


a LA Le € 
b a "bh e . „ S , 
= sin? © sin? — sin? >+ sin? - 2 sin — sin? — + sin? — sin? — sin? 
2 2 2 2 2 2 
e + € 


a b a b 
+ sin! 2 sin? = sin? © S -+4sin? 2 sin? E sin® Ss sin? S sin? y. 


Die Division mit dem Product der sechs Sinus der halben Seiten giebt 
nach einer nahe liegenden Umwandlung, welche vermöge 5) mit dem letz- 
ten Glied vorgeñommen wird: 
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€ 


| . a . a . b _o 
2 z+ en + 2| —— + cos € 
. a . a b b 
NZ 


sin — Sin — sin — 
2 2 2 


€ 


— c . € 
NT ° ee 
2 7 cos 
+ ps 2 + | =) u 
Sin — 
i 2 


un 
18 € L € ` 
? 
a e a 5 6 og He 
sin — Sin— sin — sin — sin — sin— sin— sin— sin — 
2 2 E 2 2 2 2 
> D 0 + .—.-—+t ee dei es su Que ee Sé 
. € La b œe f a . 
sin — sin — sin — sin — sin — sin SO — sin — sin — 
2 2 P 2 2 
€ 
a b Lë 
Sin — sin — sin — , 
2 . l 
+ —.—_-. — + 4 sin — sin — sin d sin e. 
a b c 2 
sin —- sin — sin — 


Wie diese Gleichung mit ö = 0, e=0, n == 180° in die oben für das 
Sehnenviereck angegebene übergeht, erhellt aus dem in 2. vorgekommenen 
entsprechenden Uebergang für das ebene Viereck 

10. Die Fläche des sphärischen Vierecks. 

Bezeichnet man mit 4 und B die Flüchen oder die in Theilen des Halb- 


messers ausgedrückten Excesse der Dreiecke (a, b, c) und (ob, c), so ge- 
ben bekannte Formeln: 


€ 


c be 
cos — cos — == cos — cos — + sin — sin— cos (b, c), 

2 2 2 2 2 2 

7 a e og e 
cos — cos — == COS — cos — + sin — sin— cos (a, c), 

2 2 c 2 2 2 

? 
„ 
cos — sin — == sin — sin — sin (b, c), 
2 2 2 2 


8 im Ge. 
cus — sin — == sin — sin — sin (a, c), 
2 2 2 2 


daher, wenn mit V die Fliche des sphärischen Vierecks bezeichnet wird 


e LA 


V b ( A B 4. a 
cos © — bos — cos — = cos — cos — | cos — cos — — Sin — sin — 
2 2 2 2 2 2 2 


b c a b 0 
== cos — cos — cos? sin — sin — sin? — cos (a, b 
cos J. cos cos? — À sin > sin > a OSAGA) 
: a b b a 
sin — cos — f cos < sin cos be cos — sin—cos(a,b | 
rss ee, slab) 
oder: 19) 
a $ LA 
4 cos- 


a b V a b c 3 ; 
cos cos co cos - == 4 cos? — cos? — cost! — + sin? —. sina sin h cos (a,b) 
2 2 2 2 2 2 2 2 


b 
+ cos ; Sin h sinc cos (b,c) + co 


Si sin a şin c cos (a, c). 
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Hier wird nun: 


sin a sin b cos (a, b) = cos c’ — cos a . cos b 


€ 


c a b a b 
== — 2 sin? 2 cos? — + 2008 — — 4 cos? — cos? — 
a+ 2+ 2 2 2 
sinb sinc cos (b, c) = cos a’ — cos b cos c 
a b c b ce 
== 2008 — + 2 cos? — + 2 cos? — — 4 cos? — cos? — 
2+ z t 2 2 2—2 
sin a sinc cos (a,c) == cos )' — cos a cose 
a b c a c 
== 2 cos — + 2 cos? — + 2 cos: — — 4 cos* — cos? — — 2. 
2 + 2 + 2. 2 2 S 


Dadurch nimmt Gleichung 19) folgende einfache Gestalt an: 


a a b P a a’ b b 
2 cos — cos — cos — cos — cos — == COS — cos*— + cos! — cost! — 
2 2 2 2 2 2 2 

20) S 
— sin! — sin? —. 
. 2 2 


Gleichung 7) giebt aber: 


€ $ 7 
e aC C el a . 
sin? — sin? — == sin! — sin? — + sin! — sin? — 
2 2 2 2 2 
La a 5 6 
+ 2 sin — sin — sin — sin — cos 6 COS € 
2 2 2 2 
d 


Ld . 
% 4 sea ae | 
— sin? — sin? — sin? ge — sin! — sin? — sin’ d, 
2 2 2 


oder, wenn die zwei letzten Glieder vermöge der Gleichung 5) in 


$ 


LA a Li a e b LA H hall 
— 2 sin — sin — sin — sin — sin Ô sine 
2 2 2 2 
zusammengezogen werden: 


c e 
sin? — sin? — 
2 2 
a oa b Ne a.a 65 ; 
= | sin — sin— ＋ sin— sin— | — 2 sin — sin— sin— sin— (1 — cos dcosetsin d sin 
(en K sing + 2 d SCH + e) 


(s a » 5 ) PEN gf ‚N 
<= | sin — Stn — Sin— Sin — | — 4 sin — Sin— Sin— SIN — COS —. 
2 at 2 2 2 2 2 2 2 


Die Addition beider Seiten der Gleichung 20) zu 


° a a b j 
2 cos — COS — COS — COS — 

2 2 2 2 

giebt daher 


a a b Y 3 a.b 65 an 
4 COS — COS — cos — COS — cos* — = 4 sin — Sin — Sin — Sin — cos’ — 


2 2 2 4 2 2 2 2 2 
a a b J ( a d bh, 2 
COS — COS — COS — COS — | — | Sin — Sin — Stu — Sin — 
+ ( 2 2 + 2 2 2 2 + 2 2 


oder 
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a a’ b V a b b 
21) cos — cos — cos — cos cos — = sin — sin — sin — sin — cost À 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 


a TGT YT a + ad —5— 6 a—« + b—b' 
SE CS nn 
4 4 4 
a—a—b+hb - 

S . 
Die Subtraction statt der Addition liefert: 


+ cos 


. COS 


N b € V La b b' 
22) cos = cos Å cos cos — sin? — = — sin — sin — sin — sin — cos? À 
2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 
— € b b’ SES a b b’ Co b 
ee 8 
4 4 4 
, aka +b—b 


. sin. ——— . 
4 


Beim Uebergang auf das Sehnenviereck wird + — 90°, es stellen sich 


also die Formeln ein, welche nach einem Citat auf S. 379 in Lecointe, 
Lecons, sur la theorie des fonctions circulaires (Paris, Mallet- 
Bachelier 1858) im XII. Band der mir im Augenblick nicht zugänglichen. 
Annales de Mathématiques entwickelt sein sollen. 

Wie diese Formeln auf diejenige des Simon Lhuilier führen, wenn 
man eine Seite des Vierecks verschwinden lässt, liegt am Tage. 

Hiermit wird man die im II. Band von Grunert’s Archiv im Jahre 
1842 von Herrn Professor Dr. Strehlke aufgeworfene und in den neueren 
Jahrgängen wieder mannigfach zur Sprache gekommene Frage endgiltig 
beantwortet finden. | 


X. 
Ueber die zweckmässigste Form der Spitzgeschosse. 


Von W. H. von Rouvroy, 


K. 8. Generallieutenant. 


Die Anwendung von Spitzgeschossen bei den Feuerwaffen führte auf 
die Frage, bei welcher Gestalt ihrer Spitze dergleichen Geschosse den ge- 
ringsten Widerstand von der Luft erleiden, und obgleich man diese Frage 
vorzugsweise auf dem Erfahrungswege zu lösen suchte, so fehlte es doch 
auch nicht ganz an Bemühungen zur Lösung derselben durch die Theorie. 
Zu letzteren gehört die Bearbeitung des in der Ueberschrift genannten 
Problems, und kann man diesem Gegenstande auch keine grosse Bedeu- 
tung für die Praxis beilegen, weil: 

1) die Newton’sche Theorie über die Grösse und Richtung des Wider- 

standes der Luft sich in der Erfahrung nicht ausreichend zeigt, und 

2) die Achsen der Spitzgeschosse nicht den allmkligen Veränderungen 

der Richtung der Bewegung folgen, sondern nach und nach immer 
grössere Winkel mit dieser Richtung bilden, 
so führt doch die gedachte Untersuchung auf eigenthümliche Umstände, 
deren Mittheilung vielleicht nicht ganz olıne Interesse sein dürfte. 

In dem Nachstehenden wird zu dieser Untersuchung ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem (s. umstehende Figur) benutzt, dessen Achse der y die 
geometrische Achse des Geschosses ist, und dessen Anfangspunkt S von 
dem Geschoss aus nach der Richtung der Bewegung hin liegt. Der Halb- 
messer AB des mittleren cylindrischen Theiles am Geschoss sei die Ein- 
heit aller Längen und in Beziehung auf diese Maasseinheit die Geschwin- 
digkeit des Geschosses v, die Beschleunigung der Schwere g und das Ge- 
wicht der Raumeinheit Luft g. Es werde ferner zunächst nur im Allge- 
meinen der Widerstand W betrachtet, welcher die durch Umdrehung des 
Bogens BC um die Achse der y erzeugte Fläche BCC, B, unter den im Ein- 
gang gedachten Voraussetzungen von der Luft erleidet. 

Stellen hierbei SG und SH die Abscissen z und z + dx, GE und HF die 
zugehörigen Ordinaten zweier Punkte E und F der Erzeugungscurve vor, 
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und bezeichnet man den Winkel KEF = 90° — FEI mit 8, woraus 
sogleich: | 


1) n fg 


folgt, so ist der Widerstand, welchen das durch Umdrehung von EF er- 

zeugte ringförmige Flächenelement in der Richtung der Bewegung erleidet: 

= gg DE . d sin! FEE 

29 g 17 

Bezeichnet man daher die Coordinaten des Anfangspunktes C der Er- 

zeugenden SD mit ö, DC mit c, und die zweite Coordinate des Endpunktes 
B, SA mith, so ist, da 4B l war: 


1 
zed f z 
2 W = —_—. dz. 
) 9 5 Lt 


Soll W ein Kleinstes sein, so muss auch die Variation von W Null 
werden, und betrachtet man b,c und À als gegebene unveränderliche Grös- 
sen, so kann man, bei der Entwickelung von dW, dr durchgängig, und dy 
da, wo dieselbe nach theilweiser Integration ausserhalb des Integralzei- 
chens vorkommt, Null gesetzt werden. Berücksichtigt man endlich noch, 
dass allgemein: 


dx. 
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*. o (A dei und ddy = q dy 


ist, so ergiebt sich: 


1 
ebase 
e 1° = fli ur GFP YP 
= u, ag 
f Ob dk 
Durch theilweise Integration erhält man: 
Pr 
dän = — fal i 
WE Té arte Fes cr k 


was sich bei der Beziehung auf die festen Grenzen b und 1 des Integrals 
der obigen Bemerkung gemäss auf 
1 


J 6 


redneirt. Da nun dy willkürlich ist, so kann dieser Gleichung nur durch: 
d 1 == 0 
(1 +p")* 


Geniige geschehen, woraus, wenn 4 eine noch zu bestimmende Constante 
bezeichnet, KSC 
EA 
S Dr ` 
folgt. Da x und p der Natur der Aufgabe nach positive veränderliche 
Grössen sind, so muss auch A> 0 sein. Aus der vorstehenden Gleichung 
folgt ferner 


1 
=A E +2p+ d 
und die Coordinate x wird daher sowohl für p = a, d. h. 8 == 90° als für 


p=0, B = 0 unendlich gross. Um dagegen den kleinsten Werth zu finden, 
welchen x annehmen kann, hat man: 


1 
d [+2 + d 2 
— 23 2——=0 a 
dp PTF 
oder pit 3p = A ` 
und die einzige positive reelle Wurzel dieser Gleichung ist 
1 
Dr He ` 
welcher 
B = 30° und p°+2p+ + =. 
P 373 
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entspricht. Es wird daher bequemer sein, zu der weiteren Untersuchung 
die Constante Ä 


_ AE. 
4) 4= -i 


zu setzen, wodurch die Gleichung 3) in 


5 æ 3873 +p") 
) r 16 p 


>o ( 7 


übergeht. Aus dieser Gleichung së sich nun in Bezug auf die gesuchte 
Curve nachstehende wichtige Folgerungen ziehen: 

1. Für reelle p kann x nicht kleiner als r werden, die Curve endigi 
daher allemal in einem Punkte M (s. Figur), welcher um M N =r von der 
Achse der y absteht und dessen Tangente mit der Achse den z der Winkel 
B — 30° bildet. 

2. Da von dem ß == 30° entsprechenden Minimum aus die Grösse 

1 125 ＋ 5 
sowohl bei dem Zunehmen als bei dem Abnehmen von ß bis in das Un- 
endliche wächst, so entsprechen in der Gleichung 5) jedem z, welches 
grösser als r ist, zwei verschiedene Werthe von p und fl, nämlich der eine 
grösser als p — HL, B == 30° und der andere kleiner als p =Yy ‚B = 30°. 
Die Curve besteht daher in Beziehung auf die hier allein in Betracht kom- 
menden positiven z und p aus zwei Aesten MB und MB,, welche in dem 
Punkte M eine Spitze bilden. Für den einen Ast MB nehmen die Winkel 
B von 30° an mit den Abscissen z zu, für den anderen Ast hingegen neh- 
men jene Winkel von derselben Grenze 30° an bei dem Wachsen von x 
fortwährend ab. Die Richtung des ersten Astes nähert sich daber mehr 
und mehr der Richtung der y und diejenige des zweiten Astes immer mehr 
der Richtung der x, wie es obige Figur zeigt. Wird die Gleichung 5) auf 
p reducirt, so müssen sich für jedes x >r zwei reelle Wurzeln finden, von 
denen die eine grösser als HL dem Ast MB und die andere kleiner als 77 
dem Ast MB,, entspricht. Sind endlich 2, und und p, zwei positive Wer- 
the von z und p, welche zusammen der Gleichung 5) genügen, so ist dies 
auch mit — zx, und — p, der Fall. Daher liegen auch auf der Seite der 
negativen x zwei Aeste der Curve, welche den Aesten MB und MB,, con- 
gruent sind und durch deren Umdrehung um die Achse der y dieselben 
Flächen erzeugt würden,. wie durch die Umdrehung der genannten Aeste. 

3. Denkt man sich unter p diejenige Wurzel der Gleichung 5), welche 
einem jener Aeste MB oder MB,, angehört, und bezeichnet man das Inte- 
gral von pd durch f(r, x), so ist für den nurgedachten Ast der Curve 


y =f Cr. a) UC, b) Te, 


r 
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weil dieser Ast durch den Punkt z= , y = c gehen soll. Insofern aber 
auch der Punkt B, dessen Coordinaten x = 1 und y = waren, in der 
Curve liegt, hat man noch: 

6) h=f(r,1) —f(r,8) +e | 
und also vermittelst dieser Gleichung den Werth von r aus den gegebenen 
Constanten b, e und A abzuleiten. Fallen die Punkte C und B zusammen, 
d. h. ist b == 1, so reducirt sich die gedachte Gleichung auf 

==; 
Wird umgekehrt À > c und b nicht zu klein angenommen, so muss der 
Gleichung 6) auch ein reeller Werth von r entsprechen. Unter den ver- 
schiedenen zulässigen Werthen von 6 ist auch derjenige, bei welchem der 
Punkt Cin den Endpunkt M des betrachteten Curvenastes fällt und mithin 
b=r wird. Für diesen Fall aber geht die Gleichung 6) in: 
h=f(r,1)—f(rnr) te 

über und diese Gleichung giebt stets ein reelles r, wenn, wie oben bemerkt, 
h>c ist. Setzt man endlich für diesen Fall, welcher in dem Folgenden 
vorzugsweise in das Auge zu fassen ist, 


7) r 
mithin: 
8) nan, 


so geht die Tangente des Endpunktes M der Curve durch den Coordinaten- 
anfang S. 

4. Denkt man sich in der Gleichung 5) r immer mehr und mehr gegen 
die Grenze 0 hin abnehmend, so nähert sich die durch Umdrehung des 
Bogens M B erzeugte Fläche immer mehr dem Mantel eines unendlich lan- 
gen Kegels, die durch Umdrehung von MB,, gebildete Fläche hingegen 
immer mehr einer auf die Richtung 48 der Bewegung rechtwinkligen 
Ebene. Man sieht daher leicht, dass die Umdrehung des Astes MB eine 
Fläche des kleinsten Widerstandes, die Umdrehung des Astes M B,, hin- 
gegen eine Fläche des grössten Widerstandes erzeugt. Wir werden uns 
deshalb vorzugsweise mit der näheren Untersuchung über den Ast MB zu 
beschäftigen haben, bemerken aber zugleich, dass bei der Betrachtung des 
zweiten Astes ganz auf dieselbe Weise zu verfahren ist, wie in dem Nach- 
stehenden. 

5. Die Linie, durch deren Umdrehung um die Achse der y die ganze 
Vorderfläche des Geschosses erzeugt werden soll, muss natürlich bis an 
diese Achse selbst reichen, und da der Bogen BM in dem Punkte M en- 
digt, so muss die verlangte Erzeugende von M aus nach einem anderen als 
dem durch die Gleichung 5) ausgesprochenen Gesetz weiter geführt werden. 
Damit aber nicht-nur der bisher betrachtete Widerstand W, welchen die 
Rotationsfliche B M M, B, erleidet, sondern auch der Widerstand gegen die 

17* 


— 


— 
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ganze Vorderfläche des Geschosses, in Bezug auf eine gegebene Länge der 
Geschossspitze ein Kleinstes werde, darf der Winkel ß 
1) längs der ganzen Erzeugenden keine sprungweise Aenderung er- 
fahren, à 

2) bei dem Abnehmen von z nie wieder zunehmen. 

Zugleich muss aber auch der Widerstand gegen den bisher noch nicht 
betrachteten Theil der Vorderfläche des Körpers, in Beziehung zu dem ge- 
gebenen Halbmesser M N= r und unter den in Betreff von $ so eben ge- 
machten Beschränkungen, ein Kleinstes sein. Dies aber wird nur erreicht, 
indem man von M aus der Erzeugenden die Richtung MS der Tangente des 
Curvenpunktes giebt, wodurch zugleich der Coordinatenanfang S die Spitze 
des Geschosses und SA = die Länge der ganzen vorderen Zuspitzung 
des Körpers wird. 

Analoge Betrachtungen lassen sich EE in Betreff der Fläche des 
grössten Widerstandes anstellen, so dass für diese Fläche B, MS ebenso 
als Erzeugende anzunehmen ist, wie BMS für die Fläche des kleinsten 
Widerstandes. 

Wendet man sich nach diesen allgemeinen Betrachtungen nun zu der 
specialen Discussion der Gleichung 5) und setzt man zur Abkürzung 


9) I e = == 
373 r 
— 
10) ne cos! g , 
so erhält man: 
e 27 
k= 
2—1 
oder, wenn man beide Theile zum Quadrat erhebt und alsdann ordnet, 
11) O = 2 — z+, 


Diese Gleichung lässt sich nach der von Ampére angegebenen Methode 
leicht auf eine Gleichung vom dritten Grade zurückführen. Sind nämlich 
ti, l, l, und t, die Wurzeln derselben, und nimmt man 
12 Ve = (4 + te) = — (4. +4) 
an, so ist auch noch: 
11 1 ＋ UK ＋ hlut tl EEL +144 =0 
Uh 1 f thil T ./ = A 
oder anders geordnet: 
13) ty ly ft, = — [f +4] [f +4] = p 
he [fs Hu] +44 [i +4] =, 
d. i. 
ke 
14) (4.4 — 1%) = — —. 
Vo 
Erhebt man nun in 13) und 14) beide Theile zum Quadrat und zieht man 
die Ergebnisse von einander ab, so kommt 
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w 


Ai 
p 


oder, da der erste Theil dieser Gleichung auch 4k? ist, nach gehörigem 
Ordnen 

15) 0 = p — 4k y — K. 
Die einzige mögliche Wurzel dieser Gleichung ist nach der Cardan’schen 
Regel: 


p=) e+ Virg-ur Ae Mie pe 
ir E ET E EEN 


oder wenn für * sein Werth =, J und zur Abkürzung 


r? 
1 7 — 8 — 
* * 
16) v= 1—4 d ee ee 
gesetzt wird: 
64/2 
m EEN 


Um endlich die Wurzeln der Gleichung 11) zu finden, erhält man durch 
Addition und Subtraction von 13) und 14): 


2 = = 
112 W 7 
e 7 

2. 


Aus No. 12) folgt aber auch: 
( ＋ ) = @ und (i, ＋ %)“ p 
und nach dem Abziehen der vorher mit 2 multiplicirten Gleichungen 18) 


* 
(11 — 140 — 9 ＋ 27 


RENTE. 
(a — (.) = p Ve 


Verbindet man endlich diese Gleichungen nach vorheriger Ausziehung der 
Quadratwurzeln aus ihren beiden Theilen mit der Gleichung 12), so kommt: 


„=4lVe+ 7 et 
Eibe 
kl KS + — % 


as ET al 
92121 . e e 
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Den Gleichungen 16) und 17) zu Folge sind y und ꝙ stets positiv, und mit- 


hin {, und ¢, imaginär. Es bleiben daher für z = nur die zwei Wer- 


1 

s'B 
the i und , von denen der grössere auch dem grösseren B, mithin dem 
Curvenast # B und der kleinere dem anderen Ast angehört. Man hat daher 
das obere Zeichen auf die Fläche des kleinsten Widerstandes und das un- 


tere Zeichen auf die Fläche ae grössten Widerstandes . 


Lt ae = (ue % +y e, 


oder wenn für ꝙ sein Werth aus No. 17) und wieder & — 2,46 + gereist wird: 


1 x | — V 1 
eee sec 1 . 
19) 1+p cos B 19) Ve + v wi. | 
Aus dieser Gleichung kann, olıne vorherige Bestimmung der Constante r, 
mithin ganz im Allgemeinen, zu jedem beliebigen = der entsprechende 


Neigungswinkel ß gegen die Richtung der z berechnet werden. Um aber 


p | 
auch = als Function von — zu erhalten, müsste die Gleichung 19) auf p 


reducirt, mit = multiplicirt und sodann integrirt werden; allein diese In- 
tegration würde so schwierig und das Ergebniss derselben selbst im gün- 
stigsten Falle ein so verwickelter Ausdruck für 2 sein, dass es zweck- 
mässiger erscheint, von der Aufsuchung einer solchen directen Relation 
zwischen — und = abzusehen und beide Grössen als Functionen von ß 


auszudrücken. Auch wird es zur Abkürzung und Verallgemeinerung die- 
ser Rechnung gereichen, wenn die Coordinaten der Curvenpunkte in einem 


Maass ausgedrückt werden, dessen Einheit 2 


ra r ist, indem man die neuen 


Coordinaten 
= 16 z 
S — — ` 8 7 
20) 373 
16 9 


375 T 

einführt. Dadurch verwandelt sich die Gleichung 5) in 
Utr: 

=) p sin D cos’ B 


x = ＋ 27 ＋ 5 


, oder 


und hieraus folgt: 
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aX = (3p'+2—)ap, 


y dY dy ` 8 
Ferner ist aber „ p und mithin 


dY=(3+2p— >) dp. 


Y = jp‘ + p'— log p + B. 
Zur Bestimmung der Constante B dient der Umstand, dass die Curve durch 
den Punkt M geht, für welchen | 


16 16 1 
3 


3 7 37 V3 " 


1 
75 
ist. Man hat daher 

"=, + L + log V3 + B oder 
9 = 
B= SE log Y3 == 0,811805 


und mithin 

22) Y = 8 p‘ + p’ — log p + 0,811805 

== § tang‘ B + tang? B — log tang B + 0,811805. 

Endlich folgt aus den Gleichungen 21) und 22) 

vat = sin ß cos" LU tang‘ B + tang B log tang B + 0,811805], 
oder, da die Curve durch den Punkt B gehen soll, dessen Coordinaten 
z==1 und y = h waren, und insofern das diesem Punkt entsprechende g 
mit f. bezeichnet wird, | 

23) h—sinp, cos ß, IZ tang B, + tang’ B, — log tang B, + 0,811805]. 

Würde aus dieser Gleichung B, bestimmt, so ist dann der Gleichung 5) ge- 
miss, in Bezug auf die Abscisse x — 1 des Punktes B 


Ha 


D 1 = 16 T. sin B, cos 81 
mithin: 
in B, cos B, == 3,0792 sinß, cos’ f. 
373 e 
24) | | c= A rX= X sin B, cos’ B, 


y = Gi .rY= F sin B, cos B. 


Kann nun auch die Gleichung 23) nicht auf eine einfache Function des 
Winkels B, reducirt und dadurch dieser Winkel direct bestimmt werden, 80 
lusst sich doch durch Berechnung von X und für einige schicklich ge- 
wählte ß leicht ein solcher Winkel ß, finden, für welchen das À in Glei- 
chung 23) der beabsichtigten Länge der Geschossspitze so nahe kommt, 
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als man es für nothwendig erachtet. Behält man dann dieses ĝ; und A für 
die Construction des Geschosses vom Halbmesser A B= 1 bei, so ist sin B, 
cos’ß, die Einheit der Maasse, in welchen die durch die Gleichungen 21) 
und 22) bestimmte Erzeugende zur Construction der Geschossspitze nach 
den nurgenannten Gleichungen aufgetragen werden muss. Uebrigens geben 
die Gleichungen 21) und 22) sowohl den Ast MB als den Ast MB,, der 
Curve, je nachdem man in diesen Gleichungen die Winkel ß grösser oder 
kleiner als 30° annimmt. Für den Punkt M, in welchem beide Aeste zu- 
sammentreffen , hat man zuvirderst 


1 16 
n 500 cos 50% gys 
und, wie bereits oben bemerkt : 
16 
y= 9 
Um aber ein mehr in die Augen fallendes Bild der Curven zu geben, mö- 
gen hier noch nachstehende für dieselben berechnete X und F folgen: 
d 1) In dem Aste MB ist: 
für B = 45°, X= 4 Y= 2,5618 
„ B = 60°, X = 92376 Y = 10,0125 
„ B= 66°, X = 16,2679 Y = 24,1339 
B = 70°, X == 26,5986 T = 50,0865 
. | 2) In dem Aste MB, ist: : 
für B = 20°, X = 3,5236 Y= 1,981 
„ p= 15°, X == 4,2089 Y = 2,2044 
„ B= 1, X = 57,3249 Y= 4,8602 
Es bleibt nun noch übrig, den Widerstand zu bestimmen, welchen das 
ganze Geschoss durch die Luft erleidet. Den Widerstand gegen die Ro- 
tationsfläche B MM, B, giebt die Gleichung 2), wenn r für die Grenze b ge- 
schrieben wird, nämlich: 
1 


1 v9 x 
25) 8 W = TRN dz. 


Der Widerstand, welchen der Kegel MSM, zu erleiden hat, sei W, und 
wird durch 
u PE sint MSA = BC 
29 9 
gegeben. Der Widerstand gegen die gesammte Vorderfläche des Geschos- 
ses d. i. N W, sei W, 
Um nun zuvörderst W zu bestimmen, hat man nach der Gleichung 5) 


V, GN 
16 p 
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und 
=", 3p? +2— 5] dp. 


Führt man dies in No. 25) ein, so gehen zugleich die Grenzen in tang 30° == V} 
und fang B, über und man erhält demnach 


tang B, 
Reie rf, 1 Lan ＋5 — — + >] dp 
V3 
Bemerkt man, dass nach den Gleichungen 24) 
= o sin’ p, cos B, 
ist, und setzt man zur Abkürzung: 
26) ri — sin! B, cos*B, =N, 
so wird | 
= 22 N, 
und 
lung f 
W, ve 70 — +] p] 
1 
V3 


=N E tang‘ B, + § tang" B, + Fri + log tang B, + 08810 | à 


Y 
Wird z. B. f. = 66°, mithin die Länge der Geschossspitze h = y = 14836 


Halbmesser des Geschosses angenommen, so beträgt der Widerstand, wel- 
chen es nach den Formeln 26) und 27) von der Luft zu erleiden hat, 


0,12958 204, d. i. also 0,25910 Mal so viel als der Widerstand gegen einen 


Cylinder und 0, 51832 Mal so viel als der Widerstand gegen eine Kugel von 
gleichem Halbmesser. Da nun überdies Spitzgeschosse durchschnittlich 
2 bis 2½ Mal so schwer als kugelförmige Geschosse von gleichem Durch- 
messer sind, so ist die Einwirkung der Luft auf die Bewegung eines Ge- 
schosses mit der hier betrachteten Spitzenconstruction nur } — derselben 
Einwirkung gegen ein kugelförmiges Geschoss von gleichem Durchmesser. 
Um sich ein ungefähres Bild von Wichtigkeit eines solchen Unterschiedes 
zu machen, genügt es, wenn man die Bewegung der Geschosse als eine 
geradlinige hetrachtet. Bezeichnet dann V die anfängliche Geschwindig- 
keit, e die Geschwindigkeit nach Zurücklegung des Raumes s und m eine 
von dem Widerstand der Luft abhängige Constante, so ist 
H 


v= — 


ems 


m 


ae —— 
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und wenn alle Entfernungen in Dresdner Ellen ausgedrückt sind, für 
eine 6pfünd. eiserne Kugel mindestens 0, 0006, für ein Spitzgeschoss von der 
betrachteten Form und gleichem Durchmesser wie die Kugel, also höch- 
stens 0,00015. Behält man diese Zahlen bei, so beträgt nach der Zurück- 
legung von 4000 Ellen die Geschwindigkeit » der Kugel nur 0,0907 der an- 
fänglichen Geschwindigkeit V, bei dem Spitzgeschoss hingegen v noch 
0,548 V. 


XI. 
Elektrische Untersuchungen. 


Von Prof. Dr. F. DELLMANN 


zu Kreuznach a. R. 


I. Ueber den Ursprung der Luftelektrieität. 


Die früheren Ansichten über diesen Gegenstand, welche man am voll- 
ständigsten dargestellt findet in der im Jahre 1843 von der Brüsseler Akade- 
mie gekrönten Preisschrift von Duprez: „Mémoire sur l'électricilé de l'air“, 
verdienen keine Beachtung mehr; selbst die Pouillet’sche Hypothese ist 
von Riess und Reich widerlegt. Nur auf die beiden neuesten müssen 
wir hier eingehen. 

Von diesen ist die erste von Peltier dem Vater in den Compt. rend. XII, 
pag. 307 zuerst ausgesprochen, später durch einen Brief seines Sohnes an 
Quetelet weiter verbreitet und von Prof. Lamont in München, auch in 
der kosmischen Physik von Prof. Müller noch in der neuesten Auflage 
dieses Werkes vertheidigt worden. Nach dieser Ansicht giebt es keine 
Luft-, sondern nur eine permanente Erdelektricität, welche — Elektricität 
sein soll, wogegen dem Weltraume + Elektricität beigelegt wird. Wie 
aber ohne materiellen Träger der Weltraum elektrisch sein könne, das 
sagt uns keiner der Vertheidiger dieser Ansicht. Dieser reinen Hypothese 
muss aber besonders widersprochen werden, weil sie ganz entschiedehe 
Facta leugnet und falsche behauptet. In meinem Aufsatze über Luftelek- 
trieität (Pogg. Annalen, Bd. 89, S. 289) habe ich bereits gesagt, dass die 
Zahlen, auf welche der jüngere Peltier sich stützt, falsch sind; das Ver- 
hältniss der Luftelektricität des Januar zu der des Juni ist nach den spä- 
teren Angaben Quetelet’s in Brüssel nicht das von 605 : 47 oder ungefähr 
13:1, sondern nahe 3:1, und damit ist das Hauptargument des jüngeren 
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Peltier vernichtet. Ein zweites falsches Factum ist das, dass die Luft- 
elektricität keinen Körper durch Mittheilung lade. 

Es wird demnach Jemand, welcher dem Ursprunge der Luftelektrici- 
tät auf die Spur kommen will, zunächst ihr Dasein beweisen müssen. Dass 
die Beobachtungsweise Peltier's dies nicht vermochte, ergiebt sich aus dem 
Erfolge, den sie hervorgerufen; sie hat sich aber dadurch selbst gerichtet. 
Gewiss hat Riess Recht, wenn er in seinem berühmten Werke über Rei- 
bungselektricität im 2. Bande, 8.515 sagt: „Besser ist es, das Elektroskop 
in einem geschützten Raume stehen zu lassen, und den zum Auffangen be- 
stimmten Theil an einem besondern Stiele zu isoliren.“ Dass meine Ein- 
richtung und dieser Rath ganz unabhängig von einander sind, ergiebt sich 
daraus, dass das genannte Werk von Riess und der obige Aufsatz von mir, 
in welchem ich übrigens bereits die Resultate meiner Beobachtungen von 
1852 mittheile, gleichzeitig erschienen. Meine Art zu experimentiren möge 
sich nun noch durch folgende Versuche rechtfertigen, durch welche ich 
Herrn Prof. Müller zur Untreue gegen die von ihm adoptirte Hypothese zu 
verleiten hoffe. 

Wenn ich meine isolirte Kugel bis über das Dach des Hauses hebe 
und sie oben eine Weile stehen lasse, ohne sie vorher ableitend berührt zu 
haben; dann wieder, ebenfalls ohne sie berührt zu haben, herunter hole; 
so zeigt sie sich elektrisch, aber ihre Elektricität ist die entgegengesetzte 
von derjenigen, welche sie herunter bringt, wenn sie oben ableitend be- 
rührt worden. Die Kugel muss ohne Berührung im Durchschnitt eine 
halbe Stunde oben stehen bleiben, bis sie ihre volle Ladung hat, welche 
dann aber meist etwas grösser ist, als diejenige, welche sie bei gewöhn- 
licher Ladung mit der entgegengesetzten Elektricität erhält. Da sage ich 
nun, sie ist elektrisirt worden durch M&theilung, nämlich wenn sie ohne 
Berührung oben eine halbe Stunde gestanden hat. Herr Prof. Müller wird 
vielleicht sagen, die Erdelektricität wirke vertheilend auf die Kugel, binde 
die entgegengesetzte in ihr, die + Elektricität, da sie selbst — Elektricität 
sein soll, und stosse die —Elektricität der Kugel ab, welche sich also in 
die Luft zerstreue. Nachher bringe die Kugel die gebunden gewesene 
+ Elektricität als freie + Elektricität in das Zimmer. Aber kann die 
— Elektricität der Erde aus so grosser Entfernung eine grössere + Elek- 
tricität binden, als sie selbst ist, noch dazu, wenn sie durch das Hinauf- 
strömen in die Kugel in dieser eine Verdichtung erleidet ? 

Ferner: Wenn die isolirte Kugel gehoben und oben nicht ableitend 
berührt wird, so bringt sie eine geringere Menge aus kleinerer, eine grös- 
sere aus grösserer Höhe herunter. Hier müsste nun nach der Hypothese 
von der Erdelektricität gerade das Entgegengesetzte stattfinden. 

Weiter unten anzugebende Thatsachen stimmen mit der Hypothese 
von der Erdelektricität, welche in einer permanenten Schicht die Erdober- 
fläche umgeben, zuweilen aber auclı auf die äussere Oberfläche der Wolken- 
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hülle steigen soll, ebensowenig überein. Fände diese Strömung der Erd- 
elektricität auf die äussere Wolkenoberfläche atatt, so müsste die Luft sich 
weit häufiger unelektrisch zeigen, als es der Fall ist. Dass aber die Erde 
elektrisch wird durch Influenz, sowohl durch Influenz der Luft- als der 
Wolkenelektricität, versteht sich von selbst. Es ist von mir noch folgen- 
der Versuch gemacht worden: 

Eine 5zöllige Kupfer- und eine ebenso grosse Zinkplatte wurden im 
Freien fast unter der Stelle, wo täglich meine Kugel gehoben wird, auf 
den Erdboden gelegt. Auf die Kupferplatte wurde eine 3zöllige Kupfer- 
platte mit Lackstiel gestellt, auf die Zinkplatte eine ebenfalls 3zöllige Zink- 
platte mit isolirender Handhabe. Es wurde ein Elektroskop genommen 
zur Untersuchung, welches so empfindlich war, dass es die — Elektricitat 
eines auf Zink gestellten Pfennings deutlich zeigte; aber die von ihrer 
Unterlage isolirt abgehobene Kupferplatte zeigte nichts, die Zinkplatte 
sehr schwache — Elektricität, weil diese Platte nicht frisch abgefeilt war, 
die Unterlage aber doch. Dann wurde gleich nach diesem Versuche zur 
Ladung der isolirten Kugel ohne Berührung geschritten. Die Kugel zeigte, 
nachdem sie etwa eine halbe Stunde in geringerer Höhe gestanden, 30° 
Ausschlag an meinem Elektrometer mit ziemlich dickem Glasfaden, und 
nachdem sie einige Fuss höher gehoben und abermals unberührt eine halbe 
Stunde gestanden, 34° Ausschlag. Sie hatte also in der geringeren Höhe 
eine Ladung erhalten, wie sie dieselbe von einer Zink - Kupfer - Säule von 
100,5, in der grösseren Höhe eine Ladung derselben Säule von 118,8 Ele- 
menten erhalten haben würde. Wie kann denn nun hier von einer Influens 
von Seiten der Erdelektricität die Rede sein? 

Becquerel der Vater hat im Jahre 1856 in den Compt. rend. XLIII, 
pag. 1101 ff. Untersuchungen über die Elektricität der Luft und der Erde be- 

kannt gemacht, welche ich im 12. Jahrgange der von der Berliner physi- 
kalischen Gesellschaft herausgegebenen Fortschritte der Physik besprochen 
habe. Unter den Elektricitätsquellen, welche beständig Elektricität an die 
Luft abgeben, sind nach Becquerel’s Versuchen besonders die folgenden 
zu nennen: | 

a) Die Ausströmung von Sauerstoff und Kohlensäure aus Pflanzen- 
blättern (+ Elektricitit) ; 

b) die Berührung des Landes und Wassers, wobei beide natürlich ent- 
gegengesetzt. elektrisch, werden; beide Elektricitäten gehen durch Dämpfe 
in die Atmosphäre; | 

c) die Zersetzung organischer Stoffe; 

d) die Berührung kalter und warmer Gewässer. 

Die Resultante aller Elektricitäts- Entwickelungen ist nach Becquerel 
bei heiterem Himmel ein Vorherrschen der + Elektricität. In den Polar- 
zonen ist die Seltenheit der Gewitter eine Folge der geringen Verdunstung 
und der kleinen Zahl natürlicher Elektricitätsquellen, wie denn aus den 
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entgegengesetzten Gründen in der Tropenzone der Gegensatz stattfindet. 
Ebenso geht nach seiner Ansicht die Seltenheit der Gewitter auf offener 
See und die geringere Zahl derselben im Inneren der Continente aus den- 
selben Gründen bervor. 

Diese Theorie hat zwei Mängel; sie erklärt nur einen Theil der Er- 
scheinungen und enthält eine unerwiesene Voraussetzung. Sie erklärt nicht 
die grössere Luftelektricität im Winter, ja diese spricht offenbar gegen sie. 
Die unerwiesene V.oraussetzung ist die, dass man die Luftelektricität als 
Quelle der Wolken- und Gewitterelektricität ansehen. müsse, da doch die 
schnelle Entwickelung der Gewitterelektricität mehr für eine selbststän- 
dige Erzeugung derselben in den Gewitterwolken spricht. 

Der Ursprung der Luftelektricität ist nach unseren jetzigen Kennt- 
nissen da zu suchen, wo alle meteorologischen Erscheinungen entstehen, 
nämlich in der Erwärmung der Erdoberfläche durch die Sonne. Die Haupt- 
sätze dieser Ansicht würden etwa so zu formuliren sein: 

1) Die Erdoberfläche sowohl, als auch die luftförmige Erdhiille, die 
Atmosphäre, sind fast überall und immer elektrisch; die Atmosphäre aber, 
als der beweglichste und deshalb in seinem Zustande veränderlichste Theil 
der Erde, am meisten. Die Erdoberfläche wird es erst durch Influenz der 
Atmosphäre. Deshalb ist auch der elektrische Zustand der Erdoberfläche 
bedeutend sehwächer, als der der Atmosphäre, meist so schwach, dass er 
gar nicht oder doch nur mit den empfindlichsten Instrumenten wahrgenom- 
men werden kann. An und für sich muss also die Erdoberfläche als un- 
elektrisch betrachtet werden. 

2) Die Summe der Luftelektricität in der ganzen Atmosphäre ist Null. 
Diese Summe tritt also in Summanden auf mit entgegengesetzten Vorzei- 
chen. Also im Grossen und Ganzen ist weder Erdoberfläche noch Atmo- 
sphäre elektrisch. 

3) Die Ursache, welche ursprünglich die Atmosphäre aus dem unelek- 
trischen Zustande herausbringt, ist die Erwärmung der Erde durch die 
Sonne. Die Wirkung tritt natürlich am kräftigsten hervor, wo die Ursache 
am thätigsten ist, nämlich in der Tropenzone. Man weiss, wie die Wärme 
die Entwickelung der — Elektricität begünstigt. In der Tropenzone ist 
die erwärmte aufsteigende Luft — elektrisch. Durch diese ursprüngliche 
Einwirkung der Sonne ist aber nothwendig eine sekundäre gesetzt, da ein 
einseitiges Aufheben des ursprünglichen elektrischen Gleichgewichts der 
Atmosphäre nicht möglich ist. Der entgegengesetzte Pol der durch die 
Sonne polarisch - elektrisch gewordenen Atmosphäre tritt in den gemässig- 
ten und kalten Zonen hervor. Die ganze Atmosphäre spaltet sich danach 
in drei Regionen, in die mittlere überwiegend — elektrische, welche auf 
einer jeden Seite von einer kleineren überwiegend + elektrischen begrenzt 
wird. Natürlich treten die Gegensätze nur allmälig hervor. Also die 
— Elektricität der heissen Zone ist in der Mitte am stärksten, wird allmälig 
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nach den Polen hin zu Null, tritt dann allmälig in den Gegensatz, in 
+ Elektricität über, und die + Elektricität nimmt nach den Polen hin im- 
mer mehr zu, so dass sie sich stellenweise unter besonders günstigen Be- 
dingungen in die obere Atmosphäre als Nord- oder Südlicht entladet. 

Diese Theorie enthält 1) keinen Widerspruch in sich selbst, 2) keinen 
Widerspruch gegen die Gesetze der Wissenschaft, 3) stimmt sie mit der 
Erfahrung überein. 

Sie enthält nicht nur keinen Widerspruch i in sich selbst, sondern bil- 
det vielmehr ein harmonisches Ganze. Wenn auch noch unerwiesene Sätze 
in derselben vorkommen, so widerstreiten diese nicht den erwiesenen, sie 
schliessen sich diesen vielmehr so an, dass eine organische Einheit daraus 
entsteht. Ein unerwiesener Satz, könnte man sagen, sei der, dass in der 
Tropenzone die aufsteigende Luft — elektrisch ist. Es werden aber nach- 
her Thatsachen angeführt werden, welehe sich schwerlich anders erklären 
lassen, als durch diese Annahme. Der Mangel an genügenden Beobach- 
tungen auf diesem Gebiete hat in der Wissenschaft Lücken gelassen, wel- 
che einstweilen nur dureh Combination auszufüllen sind. 

Einen Widerspruch gegen die Gesetze der Wissenschaft könnte man 
in der Behauptung finden, dass Wärme die atmosphärische Luft in einen 
statisch elektrischen Zustand versetze. Hier ist denn zunächst an das zu 
erinnern, was Becquerel durch Versuche ermitfelte und was oben unter d) 
ausgesprochen ist. Der Satz soll auch keineswegs in dem Sinne gedacht 
werden, dass diese Elektrisation unmittelbar stattfinde. Nehmen wir z. B. 
das, was Becquerel über die gegenseitige Einwirkung des Landes und 
Wassers sagt: „Zahlreiche Versuche haben bewiesen, dass das Land + elek- 
trisch ist in seiner Berührung mit siissem oder mit Meerwasser, das Wasser 
aber — elektrisch, und das Meerwasser etwa 2,4 Mal so stark als süsses.“ 
Wenn er dann oben unter b) sagt, dass beide Elektricitäten in die Luft 
gehen, so ist das eine un wahrscheinliche Hypothese; wahrscheinlich ist 
es nur von der — Elektricität des Wassers, besonders des Meeres. Da 
aber das Meer in der Tropenzone am stärksten verdunstet, so wird auch 
dort der aufsteigende Strom — elektrisch sein müssen. Es soll also blos 
die Wärme bei der Elektrisirung der Atmosphäre als primäre Ursache ge- 
dacht werden. Ferner stimmt die Behauptung vollständig mit den Kennt- 
nissen, welche wir über Hervorrufung der Elektricität z.B. durch Reibung 
besitzen, wo die Wärme unter allen Umständen das Hervortreten der 
— Elektricität begünstigt. 

Die Behauptung, dass in der Tropenzone die Luft — elektrisch sei, 
ist so sehr im Einklange mit bekannten Resultaten, dass man fast behaup- 
ten kann, es müsse so sein. Denn wenn bei uns im Sommer die Elektrici- 
tät der Luft bedeutend schwächer ist, als im Winter; wenn ferner in wär- 
meren Jahren, wie ich das durch meine Beobachtungen der Jahre 1857 und 
1858 gezeigt, die Luftelektricität bedeutend geringer ist, als in kälteren, 
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so wird man behaupten diirfen, dass das, was sich an einem und demselben 
Orte in verschiedenen Zeiten darstellt, sich auch im Raume in entsprechen- 
der Weise finden miisse unter Bedingungen, deren Verschiedenheiten jenen 
an einem und demselben Orte entsprechen. Sowie also bei uns nach dem 
Sommer hin die Luftelektricität sich mindert, wird sie auch bei der An- 
näherung zum Aequator hin sich mindern, und da wir bei dieser Annähe- 
rung endlich die Grenze unseres Sommers iiberschreiten, wird sie auch 
noch tiefer herunter gehen und endlich in den Gegensatz überschlagen. 

Dass die elektrischen Gegensätze in der Atmosphäre nicht schroff sich 
abschneiden, sondern allınälig in einander übergehen, stimmt ganz mit be- 
kannten Sätzen der Vertheilungslehre überein. Und wenn diese Sätze nur 
noch mit grösserer Sicherheit für isolirte Leiter nachgewiesen sind, so 
müssen wir bedenken, dass von diesen zu den Isolatoren ein allmäliger 
Uebergang stattfindet; besonders aber, dass unsere festen Isolatoren in 
dieser Beziehung mit Luftmassen, deren Moleküle die grösste Beweglich- 
keit haben, nicht verglichen werden können. | 

Was für den ausgesprochenen Ursprung der Luftelektricität besonders 
spricht, das ist die genaue Einfügung der elektrischen Erscheinungen der 
Atmosphäre in den Gesammtorganismus der meteoroligischen Phänomene, 
wie dieser in Arbeiten von Dove und mir tiber den Zusammenhang der 
Witterungserscheinungen nachgewiesen wurde. Wenn aber sämmtliche 
Phänomene der Atmosphäre, soweit wir sie zur Witterung rechnen, in der 
Wärmevertheilung auf der Erde ihren Ursprung haben, so muss es auch 
von den Erscheinungen gelten, welche ihren gesetzmässigen -Verlauf mit 
den übrigen theilen. 

Wir kommen jetzt zu den Erfahrungen, welche für die aufgestellte 
Theorie sprechen. Hierher gehört zuerst das Factum, dass sich die Luft- 
elektricität mit der Höhe steigert. Nach den Erörterungen über die Peltier’- 
sche Hypothese wird es wohl erlaubt sein, namentlich in Beziehung auf 
den Versuch von der Ladung einer isolirten Kugel ohne Berührung, den 
Satz auszusprechen, dass die Luft an die Erde Elektricität abgiebt. Denn 
wenn sie hier offenbar der Kugel Elektricität mittheilt, warum nicht auch 
der Erdoberfläche? Je mehr sie aber abgiebt, desto weniger behält sie. 
Dashalb sind die unteren Luftschichten schwächer elektrisch, weil sie 
schon häufiger mit der Erde in Berührung gekommen sind. Wir werden 
weiter unten sehen, wie eine dicke Schneedecke auch vor dieser Abgabe 
schützen kann. Ferner erkennen wir daraus die „Nothwendigkeit der Be- 
achtung der practischen Regel für Beobachter der Luftelektricität, mit 
ihrem Apparate über die benachbarten Häuser hinaufzugehen. Ebenfalls 
ersieht man daraus, warum in den Wohnungen keine Elektricität sich zei- 
gen kann. Hier wird nun auch die Influenz mitwirken, indem diese auf 
der äusseren Oberfläche des Hauses eine sehr schwache Schicht Elektrici- 
tät hervorruft, welche der Luftelektricität entgegengesetat ist. 
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Ueber die Zonen der Elektricität in den Regen- und Gewitterwolken 
giebt es mehrfache sichere Erfahrungen. Prof. Müller führt solche an auf 
S. 433 der 1. Auflage seiner kosmischen Physik; Crosse hat diese Beob- 
achtungen gemacht. Ferner ist eine Reihe von Beobachtungen darüber 
gemacht auf dem Observatorium des Vesuvs von Palmieri (s. Berl. Ber. 
X, S. 644), ebenso von Noath (s. Berl. Berichte XI, S. 594), und endlich 
von mir (s. Pogg. Annalen, Bd. 103, S. 166 ff.). Es blieb aber nach diesen 
Erfahrungen noch die Frage zu beantworten übrig: Giebt es nachweislich 
auch in der Luft ohne Wolken solche Schichten mit entgegengesetzten 
Elektricitäten? Die bisherige Erfahrung sagte: nein. Und ich selbst hatte 
bei heiterem Himmel die Luft stets elektrisch gefunden. Im letzten 
Winter aber, am 2. und 15. Januar, habe ich Gelegenheit gehabt, Stunden 
lang beim heitersten Himmel — Elektricität zu beobachten. Die Umstände 
sind für den Ursprung der Luftelektricität von solcher Wichtigkeit, dass 
ich die Erscheinungen genau beschreiben muss. 

Am 2. Januar war der Himmel Morgeus früh schon heiter, nachdem 
er mehrere Wochen bedeckt gewesen. Als die Luftelektricität gemessen 
wurde, zeigte die Atmosphäre sich ziemlich stark — elektrisch. Nach 
einer Stunde war der Zustand nach Quantität und Qualität genau derselbe. 
Wegen der Seltenheit wurde die Erscheinung genauer beobachtet. Um 
den ganzen Verlauf überblicken zu können, müssen wir auf den vorher- 
gehenden Tag zurücksehen. 

Am 1. Januar Morgens früh war die Luft ziemlich stark + elektrisch ; 
es fielen Schlossen, welche wohl den stärker elektrischen Zustand hervor- 
riefen. Gegen 10 Uhr gingen die Schlossen in Schneeflocken über, und es 
schneite nun ununterbrochen so stark, dass bis Abends 7 Uhr etwa 120 
Kubikzoll Wasser als Schnee auf den Quadratfuss gefallen war; also 10“ 
Höhe, etwa '/,, der jährlichen hiesigen Regenhöhe. Um 10 Uhr Abends 
fielen nur noch wenige feine Schlossen; es ist also wahrscheinlich, dass 
bald nach 10 Uhr der Schneefall aufhörte, wofür auch das anderen Mor- 
gens gemessene Quantum spricht, welches nur noch 18,20 Kubikzoll Was- 
ser betrug. Morgens um 3 Uhr am 2. Januar ist der Himmel schon heiter 
gesehen worden. 

Somit war die — Elektricität am 2. Morgens bei ganz heiterem Himmel 
eine höchst ungewöhnliche Erscheinung. Es wurde anfangs vermuthet, 
sie könne daher kommen, dass die grosse Masse gefallenen Schnees, wel- 
cher nach häufig gemachten Erfahrungen öfter stark — elektrisch ist, seine 
— Elektricität noch besitze und von unten auf den Sammelapparat wirke, 
in diesem die + Elektricität während der Ladung binde, so dass diese als 
freie + Elektricität herunter gebracht werde. Diese Ansicht war leicht zu 
prüfen. War die Voraussetzung gegründet, so musste die + Elektricität, 
welche die Sammelkugel herunter brachte, mit der Annäherung an den 
Boden wachsen. Es wurde also die Kugel in verschiedenen Höhen geladen. 
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Sie zeigte sich zwar immer + elektrisch, aber, wie gewöhnlich, mit zu- 
nehmender Höhe stärker. Also war die Voraussetzung falsch. 

Nachdem die Luft einige Stunden constant das Quantum — 250,7 ge- 
zeigt hatte, fing es, wie es in dieser Jahres- und Tageszeit gewöhnlich ist, 
swischen 9 und 10 Uhr zu steigen an; um 10 Uhr betrug es — 286,0; um 
11 Uhr — 625,9; um 12 Uhr war ein Zurückgehen bemerkbar, das Quantum 
betrug nur noch — 403,1; um 1 Uhr — 157,7; um 2 Uhr wieder + 238,4; um 
5 Uhr + 671,5; um 7 Uhr sogar + 1050,7. Dabei war den ganzen Tag kein 
Wölkchen am Himmel zu sehen gewesen. Die Wärme betrag Morgens 
— 9°,5, Nachmittags — 6°,4, Abends 10 Uhr — 134. Gegen Abend ent- 
wickelte sich etwas Nebel, welcher aber die starko Steigerung der + Elek- 
tricität nicht erklärt, da sonst ein so grosses Quantum, welches ohnehin 
sehr selten ist, nur bei sehr starkem Nebel vorkommt. Der Himmel blieb 
die ganze Nacht vom 2. auf den 3. heiter. Am 3. Nachmittags 2 Uhr war 
die + Elektricität sogar bis auf 1289,6 gestiegen, obgleich der Nebel unbe- 
deutend war. Ein solches Quantum kommt sonst nur bei Gewittern vor. 
Als ich ein paar Tage später erfuhr, dass es am 1. Januar an der Saar 
nicht geschneit, sondern stark geregnet habe, brachte ich die Erscheinung 
gleich in Zusammenhang mit zwei entgegengesetzten Luftströmen, an deren 
Grenze wir uns also in Kreuznach befunden hatten. Der Gegensatz der 
Laftstréme sprach sich auch in der grossen Verschiedenheit der mittleren 
Wärme beider Tage aus. Am 1. war sie — 2°, 97, am 2. aber — 9° 73 R. 
Die Windrichtung war an beiden Tagen NO. Offenbar musste durch den 
Gegensatz der Luftströme auch der starke Schneefall entstanden sein. Die 
Grenze der beiden Luftströme hatte sich am 1. Januar zwischen Nahe und 
Saar hindurchgezogen, und da wir am 2. heiteres Wetter und viel bedeu- 
tendere Kälte hatten, so befanden wir uns an diesem Tage entschieden im 
Polarstrome, also war die Grenze nach Westen gerückt. 

Am 15. Januar wiederholte sich die Erscheinung vom 2. in noch auf- 
fallenderer Weise. Die erste Messung ergab bei ganz bedecktem Himmel, 
schwachem Nebel, NO-Wind und 7°,57 Wärme das Elektricitätsquantum 
— 170,4. Der Himmel wurde bald ganz heiter und blieb es auch den gan- 
zen Tag. Nachmittags 2 Uhr war bei ganz heiterem Himmel das Quantum 
der Luftelektrieität — 345,8. Um 5 Uhr war es wieder + 42,5; um 6 Uhr 
— 258,7 bei zweimaliger Messung genau übereinstimmend; um 6 Uhr 40 Mi- 
nuten wieder + 145,1, und das positive Quantum stieg jetzt bei wiederhol- 
ten Messungen der Art, dass es bei der zehnten Messung um 7 Uhr 10 Min. 
+ 332,1 betrug. Um 10 Uhr war es nur noch 188,6. 

Am 16. war der Himmel Morgens noch heiter, der Wind wieder NO, 
die Kälte etwas grösser, nämlich 10°,73, der Nebel nur schwach. Das erste 
Elektricitätsquantum war ＋ 118.8. Um 9 Uhr war es schon auf 625,9, um 
9 Uhr 10 Min. sogar auf 757,0 gestiegen; um 10 Uhr war es wieder 572,5; 
um 11 Uhr 467,9; um 12 Uhr 424,1; um 2 Uhr wieder 560,0. Abends 10 Uhr 
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229,2. Der Himmel bedeckte sich allmälig an diesem Tage; Nachmittags 
2 Uhr war zwar die Himmelbedeckung nur 0,2, aber Abends 1, d. h. der 
ganze Himmel war bedeckt. Aus diesen Erscheinungen konnte ich nicht 
mit Sicherheit auf ähnliche Ursachen, wie sie am 1. und 2. obgewaltet 
haben mussten, schliessen, umsoweniger, da kein Niederschlag erfolgte. 

Nun lese ich aber im 2. Hefte dieses Jahrganges von Petermann’s 
Mittheilungen einen Aufsatz von Dr. Mühry, in welchem dieser Meteoro- 
log nach telegraphischen Mittheilungen, welche täglich in Paris publicirt 
werden, doch constatirt, dass, aber am 16., eine ähnliche Verschiebung . 
der Grenze der beiden entgegengesetzten Luftströme stattgefunden habe. 
Dadurch bekommen meine Beobachtungen noch ein höheres Interesse; 
denn die zweite Verschiebung war in entgegengesetzter Richtung, und die 
ähnliche elektrische Erscheinung geht vorher, sie zeigt sich am 15., und 
zwar in noch grösserer Mannigfaltigkeit, da ein paar Mal die — Elektricität 
mit der + Elektricität wechselt; am 2. folgt sie der Verschiebung. Auch 
das zweite Mal haben wir uns hier der Grenze nahe befunden; denn am 16. 
triibt sich der Himmel, ein Beweis vom Heranrücken des Aequatorial- 
stromes. | 

Ist es denn nun wohl zu verkennen, dass beide Mal die Luftschichten 
mit — Elektricität Massen beladen waren, welche vom Aequatorialstrome 
herrührten und sich mit Schichten des Polarstromes gemengt hatten? Dass 
aber der Aequatorialstrom bis hierher, von der südlichen Halbkugel aus, seine 
— Elektricität behalten, spricht dafür, 1) dass er aus der Höhe (wir hatten 
an allen vier Tagen NO) frisch herunter kam; 2) dass die dicke Schnee- 
schicht, welche durch den Frost noch isolirender geworden, überhaupt au 
diesen Tagen so grosse Quantitäten Elektricität hervortreten liess. Aber 
auch die polarische Reaction spricht sich sehr deutlich in diesen Erschei- 
nungen aus. | | 

Dieser elektrische Gegensatz verschiedener Luftschichten ohne Wol- 
ken kommt zwar selten zu unserer Anschauung, weil das Nebeneinander 
der beiden Hauptluftströme selten unser Local trifft und gar zu leicht durch 
Mengung der Massen aus beiden Strömen Wolken entstehen. Aber dass 
der eine Luftstrom über dem anderen herweht, sehen wir häufig an der 
verschiedenen oder gar entgegengesetzten Richtung der Wolken. Dann 
können wir oft genug noch die — Elektricität des Aequatorialstromes con- 
statiren. Der Aequatorialstrom ist nämlich als der leichtere auch immer 
der obere; ferner ist er der obere seiner Entstehung nach. Da, wo er mit 
dem unteren, dem Polarstrome, in Berührung kommt, bilden sich leicht 
Niederschläge, wie sich das aus der Verschiedenheit ihrer Natur mit Noth- 
wendigkeit ergiebt. Diese Niederschläge bringen uns dann seine — Elek- 
tricität herunter. Daher kommt es, dass Regen fast immer — elektrisch 
sind. Und im Sommer ist, wie bekannt, diese — Elektricität bedeutend 
grösser, als im Winter, weil der obere Passat dann noch nicht einen so 
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langen Weg gemacht, also von seiner — Elektricität noch nicht so viel 
verloren hat. Haben wir den Aequatorialstrom unten, so ist er zwar meist 
+elektrisch, weil er seine — Elektricität bereits verloren; aber er trägt 
die + Elektricitét immer in einem weit niedrigeren Grade, zum Zeichen, 
dass sie ihm nicht ursprünglich eigen ist, sondern dass er sie durch Ver- 
mengung mit dem Polarstrom erhielt. 

Wirsehen also daraus, dass die beiden Hauptluftströme entgegenge- 
setzte Elektricitäten haben. Wie nun zwei Wasserströme von verschiede- 
ner Farbe, welche neben einander fliessen und sich nur langsam mengen, 
da, wo die Mengung theilweise stattgefunden, ihre Theile noch an der 
Farbe erkennen lassen; so die Wellen der Hauptluftströme an ihrer ent- 
gegengesetzten Elektricität. Denn was kann es anderes sein, wenn bei 
heiterem Himmel mein Apparat — Elektricität angiebt, als eine Luftwelle 
des Aequatorialstromes, welche sich in den Polarstrom hineingestürzt hat ? 
Die starke — Elektricität bei Sommergewittern ist gewiss zum Theil die 
— Elektricität des Aequatorialstromes. 

Ich will mit folgender Betraehtung schliessen. Die Atmosphäre giebt 
bei uns + Elektricität an die Erde ab. Würde diese + Elektricität der 
Erde nicht vernichtet durch eine Abgabe anderwärts von — Elektricität 
oder durch Hinwegnahme der ＋ Elektricität, so müsste die ganze Erde 
längst + elektrisch geworden sein. Sie ist es aber nicht. Die Atmosphäre 
müsste durch die Abgabe der + Elektricität aber auch längst alle + Elek- 
trieität verloren haben, wenn nicht ein Ersatz stattfinde. Daraus folgt, 
dass die Ursache der polarischen Elektrisirung der Atmosphäre noch fort- 


wirkt. Was für eine sollte diese sein, wenn es nicht die Einwirkung der 


Sonne wäre? 


IL Ueber die Rolle, welche bei der Elektricitäts- SEENEN 
das Zwischen-Dielektricum spielt. 


Bekanntlich sind vor einigen Jahren briefliche Verhandlungen zwi- 
schen den Herren Faraday und Riess über den in der Ueberschrift genann- 
ten Gegenstand gepflogen worden. Herr Faraday stellt sich vor, dass ein 
elektrischer Körper durch einen Nichtleiter hindurch, z. B. Luft, so wirke, 
dass die Zwischentheilchen polarisch - elektrisch werden, dass die Wirkung 
von Theichen zu Theilchen fortschreite; Herr Riess aber behauptet eine 
unmittelbare Wirkung in die Entfernung ohne Theilnahme der Zwischen- 
theichen. Herr Dr. Jochmam, welcher im 12. Jahrgange der „Fortschritte 
der Physik“ über den Streit berichtet, ist der Ansicht, dass beide Vor- 
stellungsweisen zur Darstellung der experimentellen Thatsachen genügen 
dürften. Wir wollen sehen, ob er darin Recht hat. 

Hätte man den Streit durch ein Experiment entscheiden können, 80 
wäre er längst entschieden. Dies Experiment ist aber in gewöhnlichen 
Verhältnissen gar nicht möglich. Mein Apparat zur Beobachtung der Luft- 
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elektricität bat mir das Mittel in die Hand gegeben, das Experiment zu 
machen. 

In meinem Aufsatze über den Ursprung der Luftelektricität habe ich 
gezeigt, dass die Ladungskugel, wenn sie oben ableitend berührt wird, 
ihre Ladung durch Vertheilung erhält; wenn sie aber etwa eine halbe 
Stunde oben bleibt ohne Berührung, so bringt sie eine fast gleiche Ladung 
mit Elektricität herunter, welche derjenigen entgegengesetzt ist, die sie 
durch die Ladung mit Berührung erhält. Diese Ladung muss also durch 
Mittheilung stattgefunden haben. 

Wenn nun am Horizonte eine Gewitterwolke steht, welche immer 
— elektrisch ist, d. h. welche der Kugel bei der Ladung mit Berührung 
+ Elektricität giebt, so fragt sich, wie wird sie auf die Kugel wirken, wenn 
diese eine Zeitlang oben ohne Berührung stehen bleibt. Hat Herr Riess 
Recht, so wird sie die + Elektricität in der Kugel binden, die — Elektri- 
cität zurückstossen, welche dann Zeit hat, sich in der Luft zu zerstreuen. 
Dies wird um so eher zu erwarten sein, wenn der Himmel, ausgenommen 
die Stelle, wo die Wolke steht, klar ist. Dann muss man also annehmen, 
dass die Luft noch + elektrisch ist, und somit wird durch die + Elektrici- 
tät der Luft ebenfalls noch eine Ladung durch Mittheilung entstehen, wel- 
che die Ladung durch Vertheilung von Seiten der Wolke nur unterstützt. 
Macht aber die Wolke die Atmosphäre -- elektrisch im Sinne von Faraday, 
so ist der Erfolg ein anderer; die Kugel wird dann durch diese — Elektri- 
cität der Luft, wie immer durch Mittheilung, — elektrisch werden. Man 
sieht aus diesen Andeutungen, dass hier in der That der Streit durch ein 
Experiment entschieden werden kann. St 

Und er ist entschieden. Die eben gegebenen Andeutungen sind nicht 
erdacht, sie sind erlebt. Die Wolke stand am Horizonte, reichte etwa 
20° — 25° über denselben hinauf; sonst war der Himmel klar. Die Haupt- 
wolke stand in SW, reichte etwa von S bis W, und in S zog sich ein schma- 
ler Streifen noch höher hinauf, etwa bis 45°. Eine Ladung mit Berührung 
gab starke + Elektricität*), so dass daraus geschlossen werden konnte, 
dass die Wolke ohne Zweifel eine Gewitterwolke sei. Jetzt wurde die 
Kugel wieder gehoben, aber oben nicht berührt. Sie blieb etwa 15 Minuten 
stehen. Die Wolke verkündete mittlerweile ihren Donner, blieb aber am 
Rande des Horizontes. Als die Kugel ohne Berührung herunter genommen 
wurde, zeigte sie ziemlich starke + Elektricität. Sie musste also von 
— Elektricität umgeben gewesen sein. Also hat Herr Faraday Recht und 
Herr Dr. Jochmann Unrecht. Eine Wolke wirkt also vertheilend, indem 
sie erst die Lufttheilchen elektrisirt. | 


*) Die Kugel brachte nämlich +Elektricität mit herunter, so dass man also 
nn... musste, der vertheilende Gegenstand, die Wolke, sei mit — Elektricität 
geladen. 
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III. Resultate sechsjähriger Reese a en über Luft- 
elektricität. 


Als mich vor einigen Jahren Herr W. Thomson aus Glasgow besuchte 
und sich sehr interessirte für mein Verfahren der Beobachtung der atmo- 
sphärischen Elektricitét, nahm ich mir vor, die bis dahin gewonnenen Re- 
sultate zu veröffentlichen, von denen allerdings schon zwei Jahrgänge in 
Pogg. Annalen erschienen sind. Eine kürzlich erhaltene Zusendung von 
Herrn Thomson macht es mir zur Pflicht, nicht mehr damit zu säumen und 
nicht zu warten, bis sich Zeit findet, auch die beiden letzten Jahre zu be- 
rechnen. 

Zwar müssen die Resultate für sich selbst sprechen; indess will ich 
zu ihrem Schutze doch noch auf das Urtheil zweier Männer hinweisen, 
welche mit mir auf demselben Felde gearbeitet haben. Der eine ist Herr 
Prof. Hankel, auf dessen Urtheil ich in dem Aufsatze über den Zusam- 
menhang der Witterungs - Erscheinungen mich bezog. Der andere ist Herr 
W. Thomson selbst, der auch in Deutschland bei Physikern bekannt genug 
ist.*) Es ist in der That merkwürdig für diesen speculativen Kopf, dass er 
durch das, was er vor einigen Jahren mit mir hier verhandelt, sich bewogen 
gefunden, diesen Gegenstand mit allem Ernste weiter zu verfolgen. Was 
er mir zusandte, ist ein Vortrag, gehalten in der Royal Institution of Great 
Britain, on almospheric electricity. Er beschreibt darin drei neue Instrumente 
zur Beobachtung atmosphirischer Elektricität, welche er vorgezeigt, deren 
Gebrauch er erörtert und von deren Anwendung er eine Menge sehr inter- 
essanter Resultate mitgetheilt hat. Er sagt darin über mein Verfahren: 
„The much more accurate electrometer (als Peltiers’s nämlich, von dem er 
. eben vorher spricht und welches in Brüssel und München angewandt wird), 
and the greatly improved mode of observation invented by Dellmann, have given 
for the electric intensity, at any instant, still more precise results.“ Und an 
einer anderen Stelle: „On the other hand, the method by a carrier ball, instead 
of a proof plane, is precisely the mcthod by which, on a small scale, Faraday in- 
vestigated the distribution of electricity induced on the earth's surface, by a piece 
of rubbed shellac; and the same method, applied on a suitable scale for testing 
the natural electrification of the earth in the open atr, has given in the hands of 
Dellmann, of Creuznach, the most accurate results hitherto published in the way 


— 


*) Es ist derselbe, von welchem Herr Prof. Hel mholts in seiner Schrift über 
die Wechselwirkung der Naturkräfte sagt: Jedenfalls miissen wir Thomson's Scharf- 
sinn bewundern, der zwischen den Buchstaben einer schon länger bekannten kleinen 
mathematischen Gleichung, welche nur von Wärme, Volumen und Druck der Körper 
spricht, Folgerungen zu lesen verstand, die dem Weltall, aber freilich erst nach un- 
endlich langer Zeit, mit ewigem Tode drohen.“ 
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of electro-meteorological observation.“ Da glaube ich denn nicht linger war- 
ten zu dürfen und geben zu müssen, was ich vorläufig geben kann. Ein 
Nachtrag wird also später folgen. Die Bezeichnung ist wie in dem Auf- 
satze über den Zusammenhang der Witterungs - Erscheinungen. 


Das Jahr 1852. Das Jahr 1853. 
A. B. C. M. A. B. C. M. 
1. 100,3 242,4 156,9 169,5 1. 189,5 197,6 187,3 191, 
2. 113,5 151,0 156,7 140,4 2. 154,3 219,6 188,9 187,6 
3. 127,2 162,2 162.3 150,6 3. 145,2 154,7 152,7 150,9 
4. 137,2 140,3 107,7 128,4 4. 149,6 129,2 122,3 133,7 
5. 160,7 79,7 101,8 114,1 5. 147,4 86,7 108,6 114,2 
6. 140,2 94,2 122,9 119,1 6. 141,2 99,9 127,6 122,9 
7. 135,9 105,0 115,3 118,7 7. 135,4 96,2 142,4 124,7 
8. 161,6 127,6 158,6 149,3 8. 153,6 100,7 138,2 130,8 
9. 173,2 142,7 146,4 154,1 9. 156,7 121,0 149,5 142,4 
10. 150,4 169,0 169,8 163,1 10. 195,0 172,9 209,6 192,5 
11. 229,8 217,8 230,9 226,2 11. 162,6 187,5 167,6 172,6 
12. 188,6 278,1 220,8 229,2 12. 194,0 283,5 222,1 233,2 
Mittel: 152,3 159,2 1542 155,2 | M.: 160,4 154,1 159,7 158,1 

Das Jahr 1854. Das Jahr 1855. 
1. 278,0 538,7 336,6 384,4 1. 155,2 265,5 218,5 213,1 
2. 2. 199,6 393,9, 312,0 301,8 
3. 3. 144,9 158,7 143,0 148,7 
4. 4. 124,1 124,7 108,2 119,0 


5. 117,6 87,8 86,5 97,3 
6. 143,1 87,7 105,0 1119 

7. 7. 147,1 102,3 129,6 126,3 
, 8. 143,9 118,7 131,1 131,2 

9. 105,7 133,4 121,8 120,3 9. 126,2 105,8 139,7 123,9 
10. 144,1 131,1 158,9 144,7 10. 135,4 130,9 148,7 138,3 
11. 106,5 198,3 188.4 164,4 11. 150,2 173.5 120,3 148,0 
12. 121,2 193,7 166,1 160, 3 12. 187,9 323,9 188,1 233,3 
M.: 147,9 172,8 152,6 157,7 


Das Jahr 1856. Das Jahr 1857. 
1. 236,4 253,0 227,1 238,8 1. 148,5 197,3 159,7 168.5 
2. 131,1 136,5 121,7 129,8 2. 192,8 251,2 237,8 227,3 
3. 110,0 123,7 87,5 107,1 3. 138,2 134,6 129,2 134,0 
4. 105,1 108,1 103,7 105,6 4. 103,7 87,2 104,6 98,5 
5. 155,7 117,6 126,7 133,3 5. 114,0 80,2 75,7 90,0 
6. 183,0 128,3 161,4 157,6 6. 111,0 71,7 94,5 92,4 
7. 164,4 105.2 124,5 131,4 7. 84,4 80,8 96,2 87,1 
8. 130,7 103,0 106,5 113,4 8. 90,4 74,5 93,7 86,2 
9. 145,3 111,9 136,5 131,2 9. 128,8 100,8 108,3 112,6 
10. 156,4 147,8 157,0 153,7 10. 138,0 92,7 105.1 1119 


11. 152,9 228,2 202,1 194,4 11. 139,3 156,3 155,9 150,5 
12. 148,1 208,7 185,1 180,6 12. 150,9 179,0 145,2 158,4 
M.: 151,6 147,7 145,0 148, 1 M.: 128,3 125,5 125,5 126,1 
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Sechsjährige Mittel; Januar, Septem- 


Das Jahr 1858. ber, October, November und Decem- 


ber siebenjährig. 


A. B. C. M. A. B. Ç: M. 
1. 122,7 171,6, 138,4 144,2 1. 177,1 260,6 203,4 215,7 
2. 1384 183,8 149,8 157,3 2. 155,0 222,7 194,5 190,7 
3. 123,0 142,0 120,0 128,3 3. 131,3 146,0 132,4 136,6 
4. 108.7 108,7 93,8 103,6 4. 121,4 116,4 106,7 114,8 
5. 116,8 89,4 99,2 101,8 5. 135,4 90,2 99,8 108,5 
6. 108.3 93.2 92,5 98,0 6. 137,8 95,8 117,3 117,0 
7. 108.6 81,9 87,7 92,7 7. 129,3 95,2 115,9 1135 
8. 100,3 80,9 114,5 104,6 8. 131,6 102,4 123,8 119,3 
9. 127,6 105,0 106,1 112,9 9. 137,6 117,2 129,8 128,2 
10. 135,3 137,6 128,2 133,7 10. 150,7 140,3 153,9 148,3 
11. 145,0 223,9 205,5 191,5 11. 155,2 197,9 181,5 178,2 
12. 141.6 162,3 134,3 146,1 12. 161,8 232,7 180,2 191,6 
M.: 123,8 1324 122,5 126,2 M.: 143,7 151.9 144,9 146,8 


Wenn man diese Reihen übersieht, so erscheint wenigstens noch 
einige Gesetzmässigkeit. Hat man aber eine Monatstabelle vor sich, so 
sind die Grössen, welche zu derselben Tagesstunde an verschiedenen 
Tagen beobachtet wurden, so verschieden, dass man sich darüber wundern 
muss, dass sich am Ende des Jahres Alles so gut ausgleicht und dass die 
verschiedenen Jahre eine solche Uebereinstimmung zeigen. Um von die- 
ser Verschiedenheit eine Anschauung zu geben, habe ich meinen Pack 
Monatstabellen herbeigeholt. Ich greife die erste, es ist der Januar 1857. 
Wir finden Morgens 6 Uhr nach einander folgende Zahlen: 242,4; 52,0; 95,9; 
83,3; 156,3; 226,6 etc. Nachmittags 2 Uhr stehen verzeichnet: 104,8; 135,9; 
52,3; 126,4; 209,4; 246,5; 351,8 ete. Abends 10 Uhr finden wir: 250,7; 86,3; 
98,2; 56,4; 239,6 etc. Diesem Wirrwarr gegenüber kann man also mit den 
obigen Reihen wohl zufrieden sein. Aber ich kann mir doch auch nicht 
versagen, auf eine, wie mir scheint, merkwürdige Eigenschaft obiger Zah- 
len noch aufmerksam zu machen. Sie steckt in den Summen der Quotien- 
ten derselben. Die Anschauung wird es lehren. Diese Quotienten der 
Es ist 


sechs - bis siebenjährigen Mittel mögen zum Theil hier stehen. 


nämlich: 


kao 
> D 


B 

A 
1,505 
. 1,437 
. 1,112 
. 0,959 

0,666 
0,605 
. 0,736 
0.778 
. 0,852 
0,931 


zu Bun = 


m 
— 


B 
C 
1,311 
1,145 
1,103 
1,091 
0,904 
0,817 
0,821 
0,827 
0,903 
0,912 


A 
C 
0,871 


0,797 


0,002 
1,138 
1,357 
1,175 
1,116 
1,063 
1,060 
0,970 


M 
A 
1,218 
1,230 
1,040 
0,946 
0,801 
0,850 
0,878 
0,907 
0,932 
0,085 


M 
B 
0,809 
0,856 
0,936 
0,086 
1,203 
1,221 
1,192 
1,165 
1,004 
1,057 


M 
C 
1,060 
0,980 
1032 
1,076 
1,087 
0,997 
0,979 
0,964 
0.988 
0,064 
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B B A M M M 
A C C A B C 
11. 1,275 1,090 0,855 1,148 0,900 0,982 
12. 1,438 1,291 0,898 1,180 0,823 1,063 
S.: 12,384 12,215 12,301 12,115 12.242 12,172 
M.: 1,03 1,02 1,03 1,01 1,02. 1,01 
Die Mittel dieser sechs Quotienten - Summen, oder auch die Quotien- 
` ten - Summen selbst, sind so zu sagen gleich. 


Kleinere Mittheilungen. 


XX. Bemerkung über Curvenconstructionen. Bei graphischen Ar- 
beiten kommt es häufig vor, dass man durch drei Punkte 4, X, B (Fig. ı) 
eine Curve zu ziehen hat, deren Natur bekannt ist und von welcher man 

Fig. 1. auch weiss, dass sie innerhalb der ver- 
langten Ausdehnung keinen Kriimmungs- 
wechsel erleidet. Liegen die gegebenen 
Punkte einander sehr nahe, so lässt sich 
die Curve durch einen Kreis ersetzen, im 
Gegenfalle aber, oder wenn grosse Ge- 
nauigkeit verlangt wird, muss man auf 
die verschiedenen Krümmungshalbmesser 
der Curve Rücksicht nehmen; dies kann 
auf folgende Weise geschehen. 

Unter der Voraussetzung, dass die 
Kriimmungshalbmesser von 4 bis B ent- 
weder nur wachsen oder nur abnehmen, 
bestimme man zunächst den kleinsten 
und grössten Krümmungshalbmesser 4M und BQ und construire die zum 
Punkte X gehörende Normale AL. Mit Hilfe der in Theil IV, 8. 244 be- 
handelten Aufgabe lässt sich nun jeder der Bögen dK und XB aus zwei 
Kreisbögen zusammensetzen. Man schneidet nämlich auf KZ die Strecke 
KM’ = AM ab und halbirt MM’ durch eine senkrecht zu MM’ liegende 
Gerade, welche auf KZ den zweiten Kreismittelpunkt N bestimmt; ebenso 
nimmt man KO = BQ und erhält den dritten Kreismittelpunkt P als Durch- 
schnitt von XL mit der Geraden, welche OO senkrecht halbirt. (Fallen 
zwei Punkte, wie z.B. O und 9’, nahe an einander, so kann man die Ge- 
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rade QQ’ durch Ansetzen zweier gleichen Stücke O Rund ON vergrössern.) 
Die Curve AK B bildet nun die Evolvente der gebrochenen Linie 4M NPQ 
und hat mit der gesuchten Curve die gegebenen drei Punkte, die Krüm- 
mungshalbmesser der Endpunkte und die Normale AZ gemein; es ist daher 
eine sehr gute Uebereinstimmung beider Curven zu erwarten. 

Dieses Verfahren lässt sich unter Anderem zur Construction der Ellipse 
benutzen, wenn deren Halbachsen 4C und BC (Fig. 2) gegeben sind. Legt 
man BE senkrecht Fig. 2. 
zu AB, so ist CE der 
Halbparameter und 
zugleich der Krüm- 

mungshalbmesser 
für den Scheitel 4, 
mithin AM = CE. 
Zieht man ferner 
durch den Brenn- 
punkt F die Gerade 
FQ senkrecht zu 
BF, so ist Q der 
Krümmungsmittel- 
punkt für denSchei- 
tel B. Endlich be- 
stimmt man noch 
irgend einen Ellip- 
senpunkt Æ nebst 
seiner Normale und wendet dann die vorige Construction an. Da sich 
die Krümmungshalbmesser in der Nähe von 4 rascher ändern, als bei 
B, so muss man Ķ so wählen, dass der Bogen AX kleiner, als der Bogen 
BK ist; bei Ellipsen von grosser Excentricität kann man für X den End- 
punkt der in F errichteten Ordinate nehmen, bei kleinen Excentricitäten 
dagegen würde dann arc AK < arc BK werden. In allen Fällen scheint 
sich für & derjenige Punkt am besten zu eignen, dessen Normale die mitt- 
lere Lage hat, d. h. die Achsen unter 45° schneidet. Dieser Punkt empfiehlt 
zich auch durch die Leichtigkeit seiner Construction; legt man nämlich 
CD senkrecht zu AB, so ist 4D = CI die Abscisse, BD == IK = IL die 
Ordinate und XZ die Normale des erwähnten Punktes. — Im Vergleich zu 
den gewöhnlichen Constructionen sogenannter Korbbögen zeichnet sich 
das angegebene Verfahren durch sehr grosse Genauigkeit aus; man könnte 
diese durch Einschaltung mehrerer Ellipsenpunkte noch erhöhen, doch 
scheint dies, den gemachten Proben zu Folge, nur bei ganz exorbitanten 
Verhältnissen nöthig zu sein. ScHLOMILCH. 
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XXL Ueber die durch Sieben messbaren Zahlen. Will man sehen, 
ob eine Zahl durch Sieben ohne Rest theilbar sei, so summire man von 
rechts nach links den einfachen Rest der Einer und Zehner, den doppelten 
Rest der Hunderter und Tausender, den vierfachen der Zehn- und Hun- 
derttausender, dann wieder den einfachen, doppelten, vierfachen Rest von 
je zwei als zusammengehörig betrachteten Ziffern u. s. w. Lässt die Summe 
durch Sieben getheilt keinen Rest, so ist auch die ganze Zahl dureh Sieben 
messbar. Z. B. 2479884855 ist gleich 7. 354269265, weil die Reste von 55, 48, 
88, 79, 24, d. i. 6, 6, 4, 2,3 nach der Reihe 1, 2, 4. . . Mal genommen 6 + 12 
+ 16 ＋ 2 6 = 42 = 6. 7. Dass man statt 12 und 16, 5 und 2 setzen konnte, 
ist klar, wo dann 6＋5 +2 +2 146 = 21 2 3.7. 

Ebenso ist 14941504391 723 — 7 . 2134500627389, weil 2+6+2+4+2+5 
= 21 = 3.7. | 

Betrachten wir nämlich die Zahl 100 100 110 100 100 10, so sehen wir, dass 
durch Sieben gemessen die Eins an der Einerstelle selbst Rest bleibt; die 
Eins an der Stelle der Hunderter lässt den doppelten Rest, da 100 = (7. 14) ＋2, 
die Eins an der Stelle der Zehntausender lässt 4 im Rest, da 10000 = (7.1428) +4. 
Wir sehen also, dass jede Zalıl, die hundert Mal so gross ist, den doppelten 
Rest lässt. Eine Million lässt demnach einen doppelt so grossen Rest, als 
Zehntausend, nämlich 8, oder da 8 =7 + 1, Eins. Wenn also 45[—(6.7)+3] 
drei als Rest lässt, so lässt 4500 sechs, 450000 zwölf, 45000000 vierund- 
zwanzig oder, da 24=—(3.7)+3, wieder drei, 4500000000 wieder sechs 
u. 8. w. als Rest. — Da man einer zweiziffrigen Zahl den Rest, den sie 
dorch 7 getheilt lässt, leicht ansieht (der andere Factor ist nie grösser als 
14, der Rest nicht grösser als 6), so lässt sich obige Probe leicht und rasch 
bewerkstelligen. 

Neckargemünd. E. J. Bönrınaer. 


XXIL Zur Integration partieller Differentialgleichungen. Von Prof. 
SIMON SPITZER. 
1. Integration der Gleichung: 


dp doe d'y * 
1) qe Aida t 4 He f. Fee? | 
Ich führe in diese Gleichung, in welcher A,, 4,... 4, constante Zahlen 


2 dz, 
bedeuten, eine neue unabhängig Variable r ein, welche mit den alten un- 
abhängig Variablen in folgendem Zusammenhange steht: 


&, mt ` x 

2 RES a eee 
alsdann is:: Ze 2 id 
xz, A Or 

und somit: ap ` op az’ d’p 
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Ganz ebenso hat man: 


Or Or Ay Or 


unter Berücksichtigung der Gleichung 2) folgende Gleichung: 

3) a 
| di? 
welche ebenfalls zu den linearen partiellen Differentialgleichungen gehört, 
und deren Integration mir vollständig gelang. 

Ich setze nämlich in selbe 

4) p =e% O), 
woselbst æ eine Constante bedeutet, und komme dadurch zu 

a F (r) än F (r) + 4r F” (r), 

welche sich geordnet folgendermaassen stellt: 


P n e e = 
5) rF (ik Piisch 


90 do 
SE ＋ 47 5 


Ich habe durch dies die Integration der partiellen Differentialglei- 
chung 3) abhängig gemacht von der Integration der linearen Differential- 
gleichung 5), welche von der zweiten Ordnung ist, und werde nun zeigen, 
auf welche Weise sich diese Gleichung integriren lässt. 

Ich differentiire selbe u Mal bezüglich r, unter u eine constante Zahl 
verstehend, und habe dann: 


6) P+) + (u +Z) Ferne) — Ye. 


Setzt man hierein 
FI (r) = 2 
und führt alsdann in 6) eine neue unabhängig Variable @ ein, mittelst der 
Substitution ! 


e=V ) 


so hat man, da 


dr 2ọ dọ 
2 D ' ~ 
FEH) FFF a A 
dr 46 do Ae de 


ist, nach einer leichten Reduction statt der Gleichung 6) folgende Glei- 


chung: 
d': 2utn—1dz 
de 0 de 
die sich vereinfacht für 


— ar = O, 
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n — 1 
C= 2 ? 
man hat nämlich alsdann 
d?z f 
d o => q 2 = 0, 


woraus 

z= C et ＋ Ce- 
folgt, unter C. und C, willkürliche Constante verstanden. Setzt man hierein 
für g seinen Werth, so erhält man 


z= Cet Fr Ce alr 
und folglich, da 
FW) (r) = 2 
ist, ` 
1 — 1 
| + 
8) F (r) — i ce V C, e = . 


2 
dr 


ies, hte a ee ML , 8 
Die in diesem Ausdrucke angezeigte malige Differentiation be- 


züglich r lässt sich in dem Falle leicht durchführen, wo da, eine ganze 


Zahl ist. Ich werde mir erlauben, die Richtigkeit dieses Integrales in die- 
sem speciellen Falle direct nachzuweisen, und finde dies umsomehr ange- 


zeigt, da die Gleichung 5) durch u = — —— malige Differentiation eigent- 
lich zu folgender Gleichung führt: | 
r FY r) ＋ (a + 2 FE+)(r)— — “rw (r) 


= B,+B,r+ Br +. He a ur 
woselbst B,, B,, B., B- willkürliche Constante bedenken; ich aber auf 
die specielle Gleichung 6) meine weiteren Schlüsse baute. 
Ich bilde mir nun E (r) und r F” (r) und habe vorerst: 


n—1 . 

oa ar -a V 
„ ro li. 

dr 2 j 


Da nun bekanntlich 
# [ro], dgl), 4 1909 
drh “dre dru—i 
ist, somit | | | 
por) l die 
drü  dru GES 
so hat man, | 
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n+3 - = 
‘=? g(r) = Cet ce 


setzend , 
| et? 
. d ag 
F“ (r)=r — [er ee] 

-dr f 

n +3 2 EA 

d ? n +3 "ia 

TT. MS [aret Crea br] — t n+l [Cet + Ce a7 
dr | dr “a 


und wenn man 


ci r es V 4 Cr re- V 
zwei Mal, ferner 
C. e Pe A C, e r 
einmal differentiirt, und reducirt: 


2 —1 
2 


F“ (r) - = (C, et hr _ Ce Vr) 


r 
dr 


10) 


wer 


Diese in 8), 9) und 10) aufgestellten Werthe von F(r), F (r) und 
r F” (r) machen nun wirklich die Gleichung 5) identisch, folglich ist das 
in 8) hingestellte Integrale richtig. Es ist demnach 


+a en . aer], 2 


(EA 
2 

gp == er —; IC eëfr A C, ear] 
SS 


dr. 
oder anders geschrieben: | 
n—1 
2 


g= d e [C, eat Vr) + C: e Ve 


2 
dr 


eine Auflösung der vorgelegten Gleichung, und da eine Summe beliebig 
vieler solcher Ausdrücke, bei willkürlicher Wahl von a, C, und C,, auch ge- 
nügt, so hat man für das vollständige Integral der Gleichung 3) 


= 
11) = a [qu (( Vr) +9 (—Yr)] 
dr 7 


unter 9, und 9, willktirliche Functionen verstanden, 


4 
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Ich bemerke hierbei, dass selbst in dem Falle, wo n keine ungerade, 
sondern eine gerade Zahl ist, das Integral der Gleichung 3) in der Glei- 
chung 11) enthalten ist, aber ich will, weil alsdann Differentialquotienten 
mit gebrochenem Differentiationsindex auftreten und solche Formen, trotz 
den äusserst genialen Arbeiten Liouville’s, noch nicht gehörig studirt sind, 
einen anderen Weg betreten, um das Integral der Gleichung 3) zu erhalten. 

Ich gehe, bis zur Gleichung 7) Schritt für Schritt den früheren Weg 
befolgend, von der Gleichung 7) aus, diese ist: 

d'z  2u+n—1 dz 


bk Wis AT" 


und setze in selbe, dan in dem jetzigen Falle eine gerade Zahl ist, 
n 
8 2 + 1 ’ 
alsdann erhält man durch Fortschaffen der Brüche die Gleichung: 


12) 


V 
et a 02 0, 


welche nach der von mir im 2. Bande Seite 168 dieses Journals entwickel- 
ten Methode folgendes Integral N 
a * 
13) c, feneta c feae cot tog G -N aa, 
0 0 


unter C, und C, willkürliche Constante verstanden. Setzt man hierein: 


r, FW (r) S2, 


so erhält man: 


z * 

ð i 7 = 

res [e J e cosh di + af. ea cosh log (Vr sin’) a] 
Or 9 0 


als Integral der Gleichung 2). Aber auch hier ist nothwendig, sich direct 
von der Richtigkeit dieses Integrales zu überzeugen. Ich bilde daher, 
analog der früheren Vorgangsweise, F (r) und r F” (r) und erhalte: 


* 
2 = 


Or ze aer errut cos à 41 


dr 


C = 

+ 7 e cosh cos À log (Vr sin? di + 75 e cosh ai | 
r 

0 0 
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ferner: 
2 2 +! 


7 = . |e formar Vr cosa nn a] 


Se 


= 
—? = | Car foren di + Gr fe abs cosh log (Yr sin? À) aa | 
0 


V 
à 
© 


Tr: 2 | 
= (2 + 1) LR DEZ a+c, f er cosh log (Vr sint q) a | 
2 0 0 


or 


durch zweimalige Differentiation von 


= 
or fer an + C, rf eV rent log (Yr sin? À) dÄ 
0 0 | 


bezüglich r und einmalige Differentiation von 


* x ' 
d'Eier dì + O, ferai log (Vr sin? à) da 
0 0 | 


bezüglich r erhält man r F” (r) in der Form eines Zen Differential- 


| quotienten, und zwar ist: 


x 
55 C, dE femin ita] 


0 


Æ * 
= ? = 
—( ue, + ch y cerca 141 EË fleuret cos? À di 
0 


r 


* 
+ je Fran TIS cen Vr sin?}) da 
0 


r 


ae f GE cosh cost log (Vr sin®d) dA $ 
0 


C. a 


1 
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und: 
9 * Lä 
le J eV reek gy + C. J eU cosh log (Vr sint À) a1 
0 0 | 


SE A LE ferien + sf ger cosh di 
r 


* 
C e — 
＋ . cos À log Vr sin? à) di, 
` | | 


folglich ist: 


mg 
2 * 
Ze d a | 
r F” (r) = — [ = (C, Tc.) err cosh da 

4-1 4yr 5 

Or 

2 N d 

EE Vr cosh cos?) di — fe c Vr cosh A) 


0 


* 

C — 

+ 2 an) f err cos) log Vr sin? 1) da 

4yr | | 
0 


Ca L’ = = 
+ u Je cos À cost] log (4 sin! J) aa]. 
0 
Werden nun die gefundenen Werthe von F (r), E (r) und r F“ (r) in 
r F” (r) + 2 F' (r) —< F (r) 
substituirt, so erhält man: | 


— = (G +20) /e red cos di 
0 


OTT TOA Fe) = 


2r? 
x = 


Get er cosh oint) di Ga e ein? 
r sin + — We e cosa log (Vr sin? X) dA 
r 
0 


oe 
e Ci c 
, —2 fe e cos sint A log (VF em. af. 
0 
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was bei Beriicksichtigung von 


x x 
C, 2 $ aVre 1 
= D [euro sit à dd = = LE f sina Tan 
4 ayr dk 
0 
a 
— REN wed er cosh nog) di 
"o 
und R 
pA 
at fenai. Vr sin? À log (Vr sint 4) da 
pA 3 
— fm log (Vr sin? . 
0 
e x 
C, 
= — ne ie Vr sin?) di 
r r 
0 0 

sich auf 


r FE” (r) + = F(r) — < F(r) =0 
zurückzieht. Aus 14) folgt nun weiter 


L 
371 z * 


„c. fouetet Va + o, feu V7 tog O .- aa] 
0 0 


Zi 

Or | | 
und da auch eine Summe beliebig vieler solcher Ausdrücke bei willkür- 
licher Wahl von e, Ci, C. genügt, so hat man für das vollständige Integral 
der Gleichung 3) folgenden Werth: 


ER, | * * 
7 
15) p= S | J oi (T Vr cos i) di | py (t+ Vr cos q) log Vr sine i) a, 
aii , 
dr | 0 g 
unter p, und 9, solche willkiirliche Functionen verstanden, welche die 
Integrale, unter denen sie vorkommen, weder unbestimmt noch unendlich 


machen, 
Ich habe also für die partielle Differentialgleichung 


2 et 
3) Ze OO E, 


folgende zwei Werthe erhalten: 
Zeitschrift für Mathematik u. Physik. VI, 4. 19 
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nom 1 
2 
2 = = 
I pal + + a lVi] 
dr j 
d 
15) p= | fo („Vr cos da fn (t-+)/rcosa) ra], 
Ok: 
dr 


von denen der erste zweckmässig ist für ungerade n und der zweite für 
gerade Werthe von n. 
In den speciellen Fällen, wo n = 1 und n = 2 ist, hat man daher 


| p= +V) H 
o= fo (tyr cos À) di + fr (+ Hr: cosh) log (yrs sin? À) da 


Formeln, von denen dic erste die res der Schwingungen gespannter 
Saiten giebt und schon lange bekannt ist, die zweite aber von Poisson 
im Journal de l'école polytechnique cah. 14, pag. 227 gegeben wurde. 


2. Integration der Gleichung: 


0° d 0? op. d 
IA 77 As = Fr L T coo + da 0. 

Verfolgt man genau den früheren Gang, so kommt man zu der Gleichung 

979 do 929 

4 ze — — 

16) de 25 +47 

und setzt man in selbe 
a 
g =le" F (r), . 


a 
STM a 
De 1 T F (r), 


ferner: 
a 
p e "e 
Di Ge F (r), 
daher ist: 
oe F (r) 2m F (r)4+4rF" (r), 


welche Gleichung vollkommen die Gestalt 5) hat. Man hat somit für das 
complete Integral der Gleichung 16) folgende Werthe: 


LG 


D ergo CME 


— or D 


PP PP PIRE PLP PPP LPP PLP PLP PPP PPL, PP PPLPLLL LP PPL, 


Kleinere Mitthcilungen. 271 


ao 


18) se = el? Agens) J el +Fc0s1) ces 


Sec 


ersterer passt fiir ungerade, letzterer fiir gerade n. 


3. Integration der ae 


9? EL 
19) = Ant? + A x. $ — +. + A.. EES SE 


Fiihrt man in diese Gleichung eine neue ande Variable r ein, welche 
mit den alten unabhängig Variablen in folgendem Zesanmenbange steht: 


1 
20). tt +a 


alsdann ist: 


Op __ 2 09 
Ox, A, 2 or 
und ferner: 
di 4 0? 0*y 
4 — 
Ait oz? A,x0r® +6 
Ganz ebenso hat man: | 
4 9 20 do 
4 — — — 
A, Te Zad A. r ri +6 7 


4 0! 0"p do 

Oz Ann Or + or 
und werden diese Werthe in die Gleichung 19) substituirt, so erhält man 
unter Berücksichtigung der Gleichung 20) folgende Gleichung: 


0°p 2 p 0° p 
21) 547 =S 6n Ce ＋ Ar zen 


welche sich von der Gleichung 3) nur durch ein dreifach so grosses n unter- 
scheidet. Man hat daher fiir das Integral der Gleichung 21) die beiden 
Formen: 


3n—1 
=, le GEO + Pr (— Vr) 
or Eer | 
I 
aL („Vr cos i) dà tfr ((+Yr cos À) log Vr sin? À) ail 
Ta 


und zwar erstere für ungerade, letztere für gerade n. 
(A 


272 Kleinere Mittheilungen. 


—— PP PP LPP PL PPP LT PPP” POPP” BL AL PP PA PP LL PP PL LPL PPP” — a ö—üjké6. i Gt, 


4. Integration = Aere 
2 9 
NEE + A0 f+. + An wl Sc: 


Verfolgt man genau den bei der Gleichung 19) betretenen Weg, so kömmt 
man zu der Gleichung: 


dr?’ 
welcher genügt wird durch: 
Sn—1 
à © 
eck al) 
7 
or 
. = 
3? 
ọ =l % seen) fo ¥en) lg (Vr sia], 
“5 
5. Integration a Gleichung: 
Op ` eh a 2" p 
22) ot AS + ASS delt TE 
Ich setze hier wieder: 
Ti , Tr Ta 
=> up +...+ SES 
und erhalte die Gleichung: 
Zo ` on’? 979 
u or Tor: 
welche für ` 
p =e% F (r) 
übergeht in: 
5) a F (r) = 2n F (r) + 4r F” (r). 
Man hat daher für ein ungerades n: 
8—1 
SCH 
p = 5 [Ci egirtebr 4 C, e u, 
H or ` 
hingegen für ein gerades n: 
a e S 
p= 2 - E e ax cos di E O, ſerert cos log (Vr sin*h) a]. 
ge u 0 0 


Nun ist aber bekanntlich 
| cke 


è 
et ſe ele dm, 
N 


Kleinere Mittheilungen. 273 


somit erhält man, wenn man in die gefundenen Werthe von ꝙ diesen 
Werth einführt, für ein ungerades n: . 


a—1 


2 + © 
dr gegen 
und fiir ein em n: 
HO % 
af fer 02074 osh) di dw 
> Zi 
+08 
＋ C. ere Vr cos Ai log(Yr sin! À) da dw} 


und wenn man von den willkürlichen Constanten zu den willkürlichen 
Functionen übergeht, so hat man, falls n ungerade ist: 


n—i 


2 +2 
| 28) we Än flo Seele 
` 2 — 0 
Or 


und fiir ein m n: 


=l eko 2 


Gett + /r cos À) 


es 


+09, (2myYı+-Yr cos À) log (Yr sin? 1} didn, 
unter p, und g, solche willkürliche Functionen verstanden, welche die In- 
tegrale, unter denen sie vorkommen, weder unbestimmt noch unendlich 
machen. Das Integral 23) besteht aus zwei Theilen, die aber, wie man 
sieht, nicht von einander verschieden sind; denn setzt man in dem Theile, 
welches mit der willkürlichen Function y, versehen ist, statt w eine neue 
Variable — w, so erhält man genau dasselbe, was durch die erste willkür- 
liche Function ausgedrückt ist; man hat daher für ein ungerades n folgen- 
des Integral: 


=; a 
p=, TE 
| Bes SE 


woselbst f das Zeichen einer willkürlichen Function bedeutet. 
Auch hier lässt sich bemerken, dass in den beiden speciellen Fällen 
n und n = 2 die Integrale der Gleichung: 
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sich so stellen: 
+ 

g= | fenyi+ V dw 
oe 


und 


p = J e-r to, (2wyVi+Yrcosa)+g,(2mwYi+yr cos) lg Vr sinn) dz dw 


und auf diese Weisen von Laplace und Poisson gegeben wurden (Journal 
de l'école polyt. cah. 14, pag. 245 und cah. 15, pag. 241.) 
Ich will zum Schlusse bemerken, dass die Gleichungen: 


Og 0*y CAT o!op 
93 
i ol A1 44. F An Fai 
2% 107 EN: p 
ap A. 1 f T A. 2 Dech a fate EES 
0 0° 9 2 
at 1 A, TT x 


eine Integration auf ganz ähnliche Weise gestatten. 


XXIII. Ueber die Theorie des Nordlichtes Von Dr. F. DELLMANN 
in Kreuznach a. R. 

Eine Theorie des Nordlichtes ist bisjetzt vergebens gesucht, es sind 
nur Wege vorgeschlagen worden, welche dahin führen können. Zuerst hat 
Halley vor etwa 150 Jahren den Gedanken ausgesprochen, dass es eine 
Wirkung des Erdmagnetismus sei. Diese Ansicht hat noch jetzt die mei- 
sten Anhänger und wurde von Dalton weiter ausgebildet. Etwas später 
trat derselben eine andere entgegen, hauptsächlich von Franklin, Can- 
ton und Hamilton im vorigen, von Schübler in diesem Jahrhundert 
vertheidigt. Nennen wir jene die magnetische, so können wir diese die 
elektrische nennen, da die letztgenannten Männer der Ansicht waren, dass 
das Nordlicht seinen Ursprung in der Elektricität der Atmosphäre habe. 
Die neueren Fortschritte der Physik und Meteorologie gestatten es, die 
Gründe für beide Hypothesen genauer abzuwägen, uud nach des Verfas- 
sers Ansicht hat die zweite jetzt das Uebergewicht für sich. 

Unter den neueren Naturforschern hat sich vielleicht A. v. Humboldt 
am vollständigsten über die Theorie des Nordlichtes ausgesprochen. Wir 
wollen drei Hauptstellen aus dem ersten Bande seines Kosmos erörtern. 
S. 198 sagt er: „Der tellurische Magnetismus, die elektrodynamischen, von 
dem geistreichen Ampère gemessenen Kräfte stehen gleichzeitig in 
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innigem Verkehr mit dem Erd- oder Polarlichte, wie mit der inneren und 
äusseren Wärme des Planeten, dessen Magnet-Pole als Kälte - Pole be- 
trachtet werden. Wenn Halley vor 128 Jahren nur als eine gewagte Ver- 
muthung aussprach, dass das Nordlicht eine magnetische Erscheinung sei, 
so hat Faraday’s glänzende Entdeckung (Lichtentwickelung durch mag- 
netische Kräfte) jene Vermuthung zu einer empirischen Gewissheit er- 
hoben.“ Freilich, wenn ein mit der Physik nicht Vertrauter so etwas liest, 
so wird er die oben ausgesprochene Ansicht, dass wir noch keine Theorie 
des Nordlichtes besitzen, für absurd halten. Da möchte ich denn zunächst 
im Scherze mich auf die bekannte Anekdote berufen, in welcher erzählt 
wird, dass ein berühmter Berliner Naturforscher einen Examinanden nach 
der Theorie des Nordlichtes fragt. Als dieser sich dadurch entschuldigt, 
dass er dies gewusst, aber wieder vergessen habe, erwidert der Examina- 
tor: „Das ist schade, dass Sie vergessen haben, was noch nie Einer wusste.“ 
Der erste Satz in der obigen v. Humboldt’schen Stelle acceptirt die Ampére’- 
sche Theorie vom Erdmagnetismus, von welcher Moser in Königsberg 
sagt*): „Diese neue Erfindung habe ich nicht erwähnt. Wie sollte ich 
auch, wenn diese Theorie sich nicht entfaltet hat und es mit der ganz un- 
bestimmten Vorstellung der elektrischen Ströme bewenden lässt? Wie soll 
man dem Gegner eine Schlacht abgewinnen, wenn er nicht im Felde er- 
scheint?“ Moser wird als Physiker im Kosmos sehr gerühmt, wie er es 
auch verdient. Aber etwas merkwürdig ist der Schluss der obigen Stelle, 
welcher wegen des Funkens, den Faraday zuerst dem Magneten entlockt 
hat, das Nordlicht für eine empirisch gewisse magnetische Erscheinung 
hält. Und doch hat das Nordlicht nichts von der Natur eines Funkens, als 
etwa das Licht, und auch dies nicht immer. — Die zweite Stelle lautet 
8.201: Dieser Zusammenhang des Polarlichtes mit den feinsten Cirrus- 
wölkchen verdient eine besondere Aufmerksamkeit, weil er uns die elektro- 
magnetische Lichtentwickelung als Theil eines meteorologischen Processes 
zeigt. Der tellurische Magnetismus offenbart sich hier in seiner Wirkung 
auf den Dunstkreis, auf die Condensation der Wasserdämpfe.“ Den zwei- 
ten Satz kann ein Physiker nicht unterschreiben, weil er nichts von der 
Einwirkung des Magnetismus auf Wasserdämpfe weiss; wohl aber den er- 
sten, wenn er das Nordlicht für eine Erscheinung der Luftelektricität hält; 
wenigstens tritt ihm durch diese Annahme der Zusammenhang der Erschei- 
nungen näher. — Die dritte Stelle steht S. 205 und heisst: „Der Glaube 
_an ein knisterndes Geräusch (beim Nordlicht) ist nicht in dem Volke, son- 
dern bei gelehrten Reisenden wohl deshalb entstanden, weil man schon in 
früher Zeit, wegen des Leuchtens der Elektricität in luftverdiinnten Räu- 
men, das Nordlicht für eine Wirkung atmosphärischer Elcktricität erklärte, 
und hörte, was man zu hören wünschte. Neue, mit sehr empfindlichen 


*) Vorträge aus dem Gebiete der Naturwissenschaften ete., I. Bd., S. 220. 
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Elektrometern angestellte Versuche haben gegen alle Erwartung bisher 
nur negative Resultate gegeben. Der Zustand der Luftelektricität ward 
während der stärksten Nordlichter nicht verändert gefunden.“ Es muss 
uns wahrhaft leid thun, einen so hochstehenden Mann einmal sich zu Gun- 
sten einer Ansicht aussprechen zu hören, die er in seinem ganzen langen 
Leben verleugnet hat. A. v. Humboldt will von Volksurtheilen über wissen- 
schaftliche Dinge sonst nichts wissen, und hier sollen sie höher stehen, als 
die der gelehrten Forscher. Wir werden weiter unten abermals in einem 
eclatanten Beispiele sehen, was von solchen Volksurtheilen zu halten ist. 
Der v. Humboldt'schen Stelle steht eine andere von Biot“) übrigens ge- 
rade gegenüber. Sie heisst: „Diese Beobachtungen geben, wie mich dünkt, 
einer in allen Gegenden des hohen Nordens allgemein verbreiteten Mei- 
nung viel Wahrscheintichkeit, dass man nämlich bei sehr lebhaften Nord- 
lichtern ein Brausen höre, welches manchmal sehr stark werde. Ich weiss 
hinlänglich, wie wenig Vertrauen Aussagen des Volkes dienen, welche 
durch Furcht eingegeben, oder durch den täuschenden Schein schneller 
Bewegungen veranlasst sein können. Ich für meinen Theil nehme kei- 
nen Anstand zu erklären, dass man, wenn man die Sache ohne Vorurtheil 
untersucht, bei der so auffallenden Uebereinstimmung der Zeugnisse nicht 
umhin könne, an das Brausen des Nordlichtes als Thatsache zu glauben.“ 
Und Biot gehört zu denen, welche viel Nordlichter gesehen haben; er 
lebte zur Bestimmung der Länge des Sekundenpendels eine Zeitlang auf 
den Shetlands-Inseln. Was nun den Kern der obigen Stelle von v. Hum- 
boldt betrifft, so ist es meiner Ansicht nach sehr zu beklagen, dass die 
Elektrometer, welche bei den stärksten Nordlichtern keine Veränderung 
im Zustande der Luftelcktricitit wahrnehmen liessen, sicher sehr wenig 
empfindlich waren. Meine Beobachtungen vom 1. October 1858 **) haben 
das Gegentheil dargethan. Die mir bekannte Einwirkung der Nordlichter 
auf Telegraphendräthe liess mich den Erfolg vorhersehen. Auch Schtibler 
beobachtete schon 1817, dass in den Tagen nach dem Erscheinen eines Nord- 
lichtes die + Elektricität schnell stieg und eine Stärke zeigte, wie sie die- 
selbe sonst nur bei strenger Winterkälte hat. Die Beobachtung Schübler's 
fand ferner Buzorini nach den Nordlichtern am 25. und 28. Januar und 
18. Februar 1837 vollkommen bestätigt, und im November jenes Jahres, zu 
welcher Zeit fast kein Tag verging, wo nicht diese Erscheinung stattfand, 
in solchem Grade, dass die + Elektricität das Goldblatt des Elektrometers 
häufig entzwei riss und die Wetterstange mehrere Mal kleine Funken 
gab***). Stark fand (nach dem meteorologischen Jahrbuch vom Jahr 
1831) während des Nordlichtes am 30. August die Luftelektricität so stark, 


*) Annalen der Physik von Gilbert. Jahrgang 1821, 1. Stück, S. 31. 
**) Poge. Annalen, Bd. (10, S. 332 ff. 
#*#) Luftelektricität, Erdmagnetismus und Krankheits- Consitution. Von L. Bu- 
zurini. Bellevue 1841, S. 12. 
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dass sein Elektrometer zwei- bis dreizöllige Funken mit + Elektricität 
gab. Alles dies stimmt mit meinen genauen Messungen so weit überein, 
als ich constatiren konnte, dass ein schwaches Nordlicht den + elek- 
trischen Zustand der Luftelektricität bedeutend erhöht. Unter den Ge- 
nannten verdienen Schübler und Buzorini alles Vertrauen. 

Der weitläufige Aufsatz von Biot über das Nordlicht enthält der 
Gründe für die magnetisehe Theorie (meist sind sie von Dalton entlehnt) 
so viele, welche sich selbst widerlegen, dass darüber nur wenig gesagt zu 
werden braucht; so der von der Lage der Corona, von dem Biot S. 12 der 
erwähnten Abhandlung sagt: „Doch darf man dieses nicht für ein voll- 
kommenes und unabänderliches Zusammenfallen nehmen, denn es zeigen 
sich davon häufige Abweichungen in den Beobachtungen.“ Und das ist 
natürlich, da ja manche Nordlichter eine Verschiebung am Horizonte wäh- 
rend ihres Verlaufes wahrnehmen lassen. Zur Erklärung des Vorhanden- 
seins metallischer Theile in der Atmosphäre nimmt er in den Nordlicht- 
gegenden eine Menge thätiger Vulkane an, die, wie wir jetzt genau wis- 
sen, gar nicht vorhanden sind. Und endlich muss auch er zur Erklärung 
der Strahlen die Elektricität zu Hilfe nehmen. 

Die magnetische Theorie soll zwei Hauptgründe für sich haben, auf 
die wir daher genauer eingehen müssen: 1) dass das Nordlicht auf die 
Magnetnadel wirkt, und 2) dass es am häufigsten sich zeigt, wo der Erd- 
magnetismus am stärksten ist. 

Den ersten Grund in Verbindung mit der Thatsache, dass nicht mag- 
netische Nadeln, z. B. kupferne, völlig in Rube bleiben, hält Biot für ge- 
eignet, die wirklich magnetische Natur des Phänomens ausser allen Streit 
zu setzen. Aber darauf ist zuerst zu erwidern, dass die magnetische An- 
sicht diesen Grund angenommen hat, ohne die Wahrheit desselben jemals 
anders bewiesen zu haben, als durch gleichzeitiges Eintreffen des Nord- 
lichtes und der Abweichung der Nadel. Dabei denke man an den Eingang 
der Hebel'schen Erzählung vom Maulwurf und hüte sich wohl, ohne Wei- 
teres aus dem gleichzeitigen Eintreten zweier Erscheinungen auf ihren 
Causalnexus zu schliessen. Denn man kann sich sehr wohl denken, dass 
beide Erscheinungen eine gemeinschaftliche Ursache haben, dass sie beide 
Wirkungen des Erdmagnetismus sind. Die Modification, welche der Erd- 
magnetismus annehmen muss, um das Nordlicht zu erzeugen, kann ja auch 
die andere mit herbeiführen. Jene Modification ist nach der Voraussetzung 
eine Steigerung der erdmagnetischen Kraft, und dafür soll auch die Er- 
fahrung sprechen, z. B. von Hansteen gemacht, dass in jenen Gegenden, 
wo Nordlichter sich zeigen, kurz vor ihrem Erscheinen der Erdmagnetis- 
mus an Intensität sich steigert. Das Nordlicht soll ja ein Ausströmen des 
Erdmagnetismus sein. Die Modification des Erdmagnetismus aber, welcho 
im Stande sein soll, der Nadel eine andere Richtung zu geben, kann keine 
andere sein, als eine Abänderung in der Vertheilung der erdmagnetischen 
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Kraft. Wenn nun jene Gegenden der Nordlichter an Kraft gewinnen, so 
müssen andere Gegenden verlieren; also ist mit der localen Steigerung der 
erdmagnetischen Kraft eine Aenderung in der Vertheilung verbunden und 
dadurch ohne Nordlicht die Abweichung der Nadel erklärt. 


Aber dagegen kann man sagen, dass die locale Steigerung des Erd- 


magnetismus zur Zeit der Nordlichter doch einen Grund haben müsse und 
dieser kein anderer sein könne, als eine Aenderung der Wärmevertheilung 
auf der Erdoberfläche. Und in der That spricht auch dafür das Factum, 
dass die Nordlichter am häufigsten sich zeigen zur Zeit der Tag - und 
Nachtgleichen. Die Aenderung der Wärmevertheilung findet aber ganz 
allmälig statt, also gewiss auch die Zu- und Abnahme des Erdmagnetis- 
mus in jenen Gegenden, wenn sie stattfindet. Auch soll die Zunahme der 
magnetischen Intensität den Nordlichtern vorausgehen. Danach müsste 
sich auch die Aenderung in der Richtung der Nadel langsam einstellen und 
den Polarlichtern vorangehen. Die Aenderung in der Richtung der Nadel 
wäre ein Vorbote der Nordlichter, welche erst dann eintreten könnten, 
wenn die Nadel das Maximum der Abweichung erreichte. Das ist aber 
nicht der Fall, vielmehr tritt diese Abweichung ebenso plötzlich ein, wie 
das Nordlicht und mit diesem gleiclizeitig, und dadurch ist in der That die 
Ansicht gerechtfertigt, dass das Nordlicht die Ursache der Bewegung der 
Nadel sei, aber noch nicht die Ansicht von der magnetischen Natur des 
Nordlichtes. Wie aber der Causalnexus zwischen Nordlicht und der Be- 
wegung der Nadel zu denken sei, das hat die magnetische Ansicht nie 
sagen können. Die Fortschritte der Physik haben uns bis jetzt niehts davon 
gesagt, dass blosses Licht einen Körper in Bewegung setzen könne, und 
am wenigsten einen Körper, der vom Lichte gar nicht getroffen wird. Die 
elektrische Ansicht vom Nordlicht giebt aber an, wie das Nordlicht die 
Bewegung der Nadel erzeugt, und zwar gestützt auf die Resultate neuerer 
Forschungen. Ferner ist die magnetische Ansicht ganz ungenügend, inso- 
fern sie gar nicht nachweisen kann, wie das Nordlicht durch den Erdmag- 
netismus erzeugt wird. Der Funke, welchen wir jetzt dem Magneten ent- 
locken, entwickelt sich unter solchen Umständen, dass uns jene Handlıabe 
fehlt, dieselben auf die Ableitung des Nordlichtes aus dem Erdmagnetis- 
mus anwenden zu können. Die elektrische Theorie vermeidet diese Schwie- 
rigkeit, indem sie das Nordlicht für eine Erscheinung ganz anderen Ur- 
sprungs hält. 

Was den zweiten Grund für die magnetische Theorie betrifft, so wird 
das Zusammenvorkoınmen im Raume wohl für den Causalnexus der Er- 
scheinungen ebensowenig beweisen, wie das Zusammentreffen in der Zeit. 
Uebrigens weist die elektrische Theorie den Grund nach für das Hauptvor- 
„kommen der Nordlichter in kalten Gegenden. 

Gehen wir nun den Weg der Erfahrung, so werden wir auf dem Stand- 
punkte der elektrischen Hypothese eine genügendere Ansicht über die Ent- 
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stehung der Polarlichter gewinnen. Halten wir einstweilen die neuent- 
deckte Thatsache fest, dass das Nordlicht in Telegraphendräthen einen 
elektrischen Strom erzeugt, so ist uns eine Brücke gebaut durch die andere 
Entdeckung neuerer Zeit, dass elektrische Ströme auf die Magnetnadel 
wirken, dass also die Bewegung der Nadel bei einem Nordlicht wahr- 
scheinlich mittelst der von diesem hervorgerufenen Ströme bewirkt werden. 
Kommt dazu noch die andere Erfahrung, dass Gewitter, welche entschie- 
den elektrischen Ursprungs sind, ebenfalls in solchen Dräthen Ströme er- 
zeugen, so werden wir geneigt sein, das Nordlicht auch für eine elektrische 
Erseheinung zu halten. 

In der neueren Zeit sind Phänomene beobachtet worden, welche mehr 
oder weniger Aehnlichkeit mit dem Nordlichte und nachweislich ihren Ur- 
sprung in der atmosphärischen Elektricität hatten. Wir müssen einige der- 
selben beschreiben. 

Dr. Schneider beschreibt in Pogg. Annalen, Bd. 98, S. 324 — 333 
mei derselben. Wir theilen die Beschreibung des zweiten im Auszuge 
mit. Er sagt: 

„Am sehr heissen 5. Juli 1845 wurde gegen 6 Uhr Abends nach einem 
sehr heftigen Gewitter, welches von einer starken Hagelschauer begleitet 
war, nachdem sich das Wetter abgekühlt hatte und die Luft wieder klar 
geworden, nach S hinter dem Hügelzuge, auf welchem die Stadt Nimwegen 
liegt, noch eine Gewitterwolke beobachtet, die von SO nach SW zog, und 
binter welcher ein ferner Donner sich hören liess. Von dieser Wolke als 
Mittelpunkt am Horizonte breitete sich eine fächerförmige Figur fast über 
die Hälfte des ganzen Firmaments aus; der Himmel war mit einem feinen 
Nebelschleier ganz überzogen. Dieser feine Dunstschleier zeigte sich bei- 
tahe in einem Halbkreise um die oben genannte Wolke völlig verschwun- 
den, so dass an diesem Theile das blaue Firmament sichtbar war. Von 
dieser Stelle als Mittelpunkt gingen nach verschiedenen Richtungen zahl- 
reiche Strahlen aus, die dadurch entstanden, dass auch hier der Nebel- 
dunst verschwunden war und das dahinter befindliche Blau des Himmels 
zum Vorschein kam, so dass also die strahlige Figur durch das in der be- 
zeichneten Weise hervortretende blaue Firmament gebildet wurde, wäh- 
tend der ganze übrige Theil von jenem Nebelschleier, in welchem die be- 

sagte Figur sich gleichsam ausprägte, bedeckt blieb. Die Streifen reichten 
aus der Nähe des Horizunts noch einige Grade über das Zenith hinaus; 
tie waren an den Seiten geradlinig begrenzt und an den Rändern zeigte 
neh eine stärkere Anhäufung des Nebeldunstes. Das ganze Phänomen 
wurde etwa 10 Minuten beobachtet; eine Lufterscheinung war damit nicht 
verbunden. Obgleich die Convergenz der Strahlen nach dem Mittelpunkte 
der Wolke nur als Folge der Perspective zu betrachten ist, so spricht sich _ 
doch der innige Zusammenhang beider dadurch aus, dass mit dem all- 
mäligen Fortrücken der Wolke auch die Strahlen ihren Ort entsprechend 
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veränderten, indem sie aus der Stellung von N nach 8 nach und nach in 
die von SW nach NO übergingen.“ 

Gallenkamp*) beobachtete am 4. September 1855 in einem Hause, 
dem Rheinfalle bei Schaffhausen gegenüber liegend, Folgendes. Als er 
Abends 9 Uhr auf die Terrasse trat, sah er ungefähr nach S auf dem Boden 
ruhend am Horizonte ein lichtes Kreissegment, dessen Höhe etwa eine 
Vollmondsbreite und dessen Sehne 4 bis 5 Vollmondsbreiten betrug. Von 
diesem Segmente strahlten fächerförmig 11 bis 13 lichte Streifen aus, von 
denen die beiden äussersten zuweilen verschwanden, um dann wieder auf- 
zuleuchten und die Zahl 13 zu bilden. Die mittleren Streifen gingen bis 
über das Zenith hinweg. Im ersten Augenblicke machte die Erscheinung 
den Eindruck, als wären die lichten Streifen leuchtende Nebelstreifen, die 
dunkeln dagegen Theile des blauen Himmelsgrundes; aber dies erwies sich 
bald. als Täuschung, denn in den lichten Streifen zeigten sich bald helle 
Sterne, in den dunkeln kein einziger Stern. Das ganze Phänomen zeigte 
längere Zeit keine Bewegung. Die einzelnen Sterne verschoben sich ver- 
möge der Himmelsdrehung gegen die Streifen. Sobald ein Stern an die 
Grenze zwischen einem dunkeln und hellen Streifen trat, zeigte er ein 
auffallendes Schwanken und plötzliche Veränderungen der Lichtstärke, die 
sich bis zu abwechselnd hellem Aufleuchten und gänzlichem Unsichtbar- 
werden steigerten, bis der Stern im dunkeln Streifen verschwand. Die- 
selben Erscheinungen in umgekehrter Reihenfolge traten ein, wenn ein 
Stern aus einem dunkeln Streifen in einen hellen überging. Nach einer 
halben Stunde hatte sich das lichte Kreissegment, welches die Basis der 
ganzen Erscheinung bildete, und mit ihr die ganze Figur merklich nach 
Osten verschoben, ohne dass Form oder Lichtstärke sich merkbar ver- 
ändert hatten. Nach anderthalb Stunde war das ganze Phänomen über 
die Breite des Rheines auf das rechte Ufer vorgeschritten. Mit dem wei- 
teren Fortrücken trat allmälig eine derartige Formäriderung ein, dass die 
einzelnen Streifen, welche anfangs ungefähr Bogen grösster Kreise waren, 
in 30° bis 35° Abstand vom Segmente eine nach Osten gewandte Biegung 
annahmen, welche sich so vergrösserte, dass endlich Sicheln entstanden. 
Nach 10 Uhr fingen die Streifen an, wieder scharf begrenzt zu erscheinen, 
gleichsam zu zerbröckeln, zu zerfahren. Gegen 101% Uhr reducirte sich 
die Erscheinung mehr und mehr auf die Basis und auf zerstreute, schwach 
leuchtende Wölkchen, bis auch diese verschwanden. Von 9 bis 10 Uhr war 
das Licht in den mittleren Streifen mindestens so hell, als beim heitersten 
Himmel die Milchstrasse; in den äusseren war es geringer. Plötzliche Aen- 
derungen der Lichtstärke kamen nur einige Male vor. Von 9 bis 9%% Uhr 
nahm die Intensität wenig zu, blieb bis 10 Uhr constant und nahm dann 
ab. Die Farbe des Lichtes war gelblich, zuweilen mit einem leichten An- 


*) Pogg. Anualen, Bd. CHI, S. 173 ff. 
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fluge von roth. Die Luft war dabei sehr mild und angenehm. Seit dem 
Mittag des 4. September war der Himmel mit einem Dunstschleier bedeckt 
gewesen, während der Vormittag sehr schön klar gewesen war. Der Mor- 
gen des 5. September war klar, wenn auch der Himmel nicht rein blau, 
sondern weisslich. Gegen Mittag desselben fiel heftiger Gewitterregen. 

Nach der Beschreibung einer verwandten Erscheinung im 110. Bande, 
8. 335 und 336 von Pogg. Annalen von Schneider fügt der Verfasser die 
Anmerkung hinzu: „Ich enthalte mich vorläufig jedes Erklärungsversuches 
und bemerke nur, dass die Erscheinung mit den von mir und Gallenkamp, 
sowie mit den von Arago in der Abhandlung tiber Donner und Blitz, und 
von Muncke in Gehlen’s physikalischem Wörterbuche unter „Nordlicht“ 
beschriebenen, sowie in Kastner’s Meteorologie II, S. 524, 583 angezogenen 
Phänomenen in ein und dieselbe Klasse gehört. Man hat diesen der Luft- 
elektricität angehörigen Lichtmeteoren nicht die ihnen zukommende Auf- 
merksamkeit gewidmet, vielmehr dieselben gar häufig mit dem eigentlichen 
Nordlicht verwechselt, obgleich nicht zu bezweifeln ist, dass wir eine eigene 
Klasse von Elektrometeoren vor uns haben, deren genaueres Studium mit 
einer künftigen Theorie des Gewitters (und des Nordlichtes, füge ich hinzu) 
in naher Beziehung steht. 

Wir müssen den voranstehenden Beschreibungen noch eine beifügen, 
welche sich im 37. Bande der Wiener Akademie - Berichte, S. 575—590 fin- 
det. Herr Tschudi giebt hier Beobachtungen und Erörterungen über 
eine elektrische Lichterscheinung, welche vor ihm schon Moesta, der 
Director der Sternwarte zu Santiago, Meyen, v. Bibra und Philippi 
beschrieben. Zwar nennt er Moesta nicht, aber die von diesem gelieferte 
Beschreibung gilt wohl demselben Phänomen. Nach Tschudi berichten 
Meyen und v. Bibra irrthümlich in mancher Beziehung. Beide behaupten, 
gestützt auf Volksglauben “), die Lichterscheinung, welche sie in den Cor- 
dilleren Südamerikas beobachteten, komme vom Aufblitzen glühender 
Lava in den dortigen Vulkanen. Nach Beseitigung der falschen Ansicht 
geht der Verfasser zur Beschreibung der Erscheinung und zur Darstellung 
ihrer Theorie über. Das Licht ist dem Wetterleuchten sehr ähnlich. Es 
zeigt sich besonders in den Berggegenden. In seltner Schönheit sah er es 
vom Plateau von Curaguara im bolivischen Hochlande über der Kette des 
Illimani. Nach den genauesten, jahrelangen Beobachtungen beginnt es 
bald nach Sonnenuntergang und dauert nur selten bis über Mitternacht 
hinaus. Von Santiago und Valparaiso aus wird es nur in den Monaten vom 
November bis April, am stärksten vom Januar bis März beobachtet; höchst 
selten in den übrigen Monaten. In der grössten Ausdehnung der Cor- 
dilleras von Chile, Bolivia und Peru wird es während der Sommernächte 


*) Und daraus sind eine Menge Verfälschungen der Geographie der Cordilleren 
hervorgegangen. Da Meye n einmal die Ansicht hatte, wo das Leuchten sich zeige, 
müsse ein Vulkan sein, so hat er eine Menge Vulkane angegeben, wo keine.sind. 
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gesehen. Es wiederholt sich jedoch nicht überall jede Nacht, sondern setzt 
oft eine oder ein paar Nächte aus, um dann wieder mit erneuter Heftigkeit 
zu beginnen; ebensowenig dauert es jede Nacht gleich lange. v. Bibra 
nahm in der Algodon-Bai alle 10 bis 12 Minuten dasselbe wahr mit einem 
Wechsel der Lichtstärke ohne alle Regelmässigkeit. Hier schien es direct 
hinter dem Kiistengebirge aufzutauchen; in Valparaiso, wo er es vom 
Hafen aus sehr häufig beobachtete, betrug seine Höhe über dem Horizonte 
scheinbar einige Grade. Meyen will auf der Cordillera bei dem Leuchten 
ein Geräusch gehört haben, wie entfernte Kanonensalven; v. Bibra hat 
nie ein Geräusch vernommen. Moesta und Tschudi sprechen von keinem 
Geräusch, also haben sie wohl keins wahrgenommen; und Meyen ist 
Tschudi ein sehr ungenauer Beobachter. Dass das Leuchten nicht von 
Vulkanen herkommen kann, zeigt sich darin, dass es in Peru und Bolivia 
auch in den Gegenden, welche gänzlich von Feuerbergen entblösst sind, 
genau so gesehen wird, wie in Chile. Indem Tschudi die Erscheinung für 
Wetterleuchten erklärt, will er doch nicht unbedingt der Ansicht beipflich- 
ten, dass jedes Wetterleuchten seine Entstehung einem fernen Gewitter 
verdanke, wiewohl auch solches gewöhnliches Wetterleuchten oft dort vor- 
kommt. Befindet sich der Beobachter auf der Westseite der Cordilleras, 
so hat er nach Ost einen hohen Gebirgshorizont, über dem sich der Him- 
mel schon vollständig geklärt hat, während die Gewitterwolken sich öst- 
lich vom Gebirge und tiefer als der hohe Horizont entladen und nur der 
Reflex des Blitzes, aber keine Wolke mehr gesehen werden kann. Er führt 
nun zwei Beispiele an vom Wetterleuchten, die vom Blitze sehr verschie- 
den waren, das eine von ihm in Brasilien, das andere von Wittwer in 
Baiern beobachtet; beide waren Gewitter, in denen ein elektrisches Leuch- 
ten nicht in Zickzackform, sondern als diffuses Licht auftrat, in Brasilien 
aber mit Zickzackblitzen abwechselnd. In einigen Gegenden des west- 
lichen Südamerika kommen beim höchsten Grade elektrischer Spannung 
der Atmosphäre doch nie Gewitter vor, besonders in der Wüste von 
Atacama. Beinahe während der sechs Monate, vom Mai bis November, also 
im dortigen Winter, vermehrt die starke Luftelektricität die Beschwerden 
der Wüstenreise. Die geringste Reibung der wollenen Kleider verursacht 
das lästigste Knistern und kann den Reisenden in einen Zustand der höch- 
sten nervösen Reizung versetzen. Zur Nachtzeit sind die elektrischen 
Lichterscheinungen sehr stark. An allen Fingerspitzen, an den Ohren 
der Maulthiere erscheinen leuchtende Büschel. Beim Absatteln sprüht 
jedes Haar der Thiere Feuer. Die Trockenheit der Luft ist dabei eine 
ausserordentliche. Die Fingernägel werden so spröde, dass sie wie Glas 
abspringen, und mit Gänsefedern kann man nicht schreiben, weil der Spalt 
gleich nach dem Schneiden aus einander klafft. Die Schleimhaut der Nase 
und Lippen wird trocken und rissig. Ungefähr 12 Leguas von der Küste 
hören die elektrischen Erscheinungen wegen Zunahme der Feuchtigkeit 
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auf. Thatsache ist es, während des Sommers zeigt sich geringe elektri- 
sche Spannung der Atmosphäre in der Wüste, aber tägliche heftige Ge- 
witter in den sie begrenzenden hohen Cordilleras. Im Winter ausser- 
ordentliche Luftelektricität und nur selten Gewitter in den Cordilleras. Es 
liegt also die Ansicht nahe, dass die Elektricität, die sich durch die Winter- 
monate in der Wüste sammelt und die sich durch eigenthümliche atmo- 
sphärische oder tellurische Verhältnisse in der Wüste selbst nicht durch 
Gewitter entladen kann, sich während der Sommermonate durch tägliche 
Entladungen in den Cordilleren ausgleicht. 

Wenn nun, wie nicht zu leugnen ist, obige Erscheinungen so viele 
Aehnlichkeit mit Nordlichtern haben, dass sie öfter mit denselben ver- 
wechselt wurden, und dazu entschieden elektrischen Ursprungs sind, so 
spricht dies zugleich für den elektrischen Ursprung des Nordlichtes. Zwar 
zeigen die beschriebenen Phänomene noch eine nicht unbedeutende Man- 
nigfaltigkeit in ihrem Auftreten; allein diese ist auch bei Nordlichtern 
wahrzunehmen. Das Strahlige vermisst Moesta auch bei der zuletzt be- 
schriebenen nicht, obgleich die anderen Beobachter nicht davon reden. 
Dass diese Erscheinung als ein gewöhnliches Gewitter zu betrachten sei, 
wie Tschudi meint, ist unsere Ansicht nicht, die wir indess weiter unten 
erst andeuten können. 

Es ist noch ein Punkt zu besprechen, welcher für unsere Theorie von 
grosser Bedeutung ist. Man versäumt bei Besprechung atmosphärisch- 
elektrischer Erscheinungen gar zu häufig, hier einen Unterschied im Auge 
zu behalten, durch dessen Vernachlässigung die grösste Verwirrung ent- 
steht. Das ist der Unterschied zwischen Luft- und Wolkenelektricität. 
Man sollte den Ausdruck „atmosphärische Elektricität“ nur dann gebrau- 
chen, wenn von keiner der beiden Arten bestimmt die Rede ist. Verwech- 
selt man aber das Genus mit der Species, so kann selbstverständlich dar- 
aus nur Missverständniss hervorgehen. Luftelektricität ist aber bekannt- 
lich die Elektricität der Lufttheilchen, die also immer oder fast immer 
wahrnehmbar ist und zwar als + Elektricitét. Am deutlichsten tritt sie 
uns entgegen bei heiterem Himmel; denn Wolkenelektricität kann dann 
von uns nur noch für Luftelektricität gehalten werden, wenn der Horizont 
beschränkt ist und er uns die Wolken verdeckt, welche etwa noch stärker 
elektrisch auf unsere Apparate einwirken als die Luft. Ist der Himmel 
nur theilweise bewölkt, so ist es allerdings zuweilen, aber nur selten der 
Fall, dass wir zweifelhaft sein könnten, ob das von uns Beobachtete der 
einen oder anderen Art angehört. Wie wesentlich es aber ist, den Unter- 
schied festzuhalten, m ich an einer wichtigen, allgemeinen Beziehung 
nachweisen. 

Es wird öfter ausgesprochen, und zuletzt hat es Becquerel gethan , 


*) Recherches sur l'électricité de l'air et de lu terre etc, Compl. rend. XLIII, pag. 
1101—1108. 
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dass die atmosphärische Elektricität von den Tropen nach den Polen ab- 
nehme. So allgemein ausgesprochen, ist der Satz ganz unbegründet. Aber 
wohl kann man diesen Satz von der Wolkenelektricität aussagen; dagegen 
gilt von der Luftelektricität gerade das Entgegengesetzte. Zwar existiren 
darüber in Rücksicht der Luftelektricität noch keine Beobachtungen; aber 
wir wissen, dass bei uns die Luftelektricität im Winter bedeutend grösser 
ist, als im Sommer, und dass sie in ausnahmsweise warmen Jahren ge- 
ringer ist als in gewöhnlichen. Da nun bei uns der Winter in allen Be- 
ziehungen den Charakter mehr nach den Polen gelegenen Gegenden ver- 
tritt, der Sommer umgekehrt, so gilt gewiss für die Luftelektricität das- 
selbe, was für die übrigen Witterungs-Erscheinungen nachgewiesen ist, 
umsomehr, da wir den Zusammenhang dieser Erscheinungen und ihre ge- 
meinsame Abhängigkeit von der Wärmevertbeilung kennen. Dass die 
Wolkenelektricität abnimmt nach den Polen hin, sieht man daraus, dass 
die Zahl der Gewitter in dieser Richtung immer mehr sich vermindert. 

Es sollen jetzt noch einige Andeutungen darüber gegeben werden, wie 
ich mir den Vorgang bei der Entstehung des Nordlichtes denke. 

Es giebt zweierlei Gewitter, Gewitter der Wolkenelektricität und Ge- 
witter der Luftelektricität; erstere sind die gewöhnlichen, letztere nennen 
wir Polarlichter, wenn sie in den Polargegenden sich zeigen, wo die Be- 
dingungen ihrer Entstehung am günstigsten sind. Erstere nehmen also in 
der Zahl ab, wie man sich vom Aequator entfernt, letztere, wie man ihm 
sich nähert. Die Wolken Gewitter entladen sich meist nach unten, der 
Erde; die Gewitter der Luftelektricität nach oben in den luftverdünnten 
Raum der Atınosphäre. Die Entstehung beider Arten von atmosphärischer 
Elektricität kennen wir noch nicht, ja wir kennen die Entstehung der 
Elektrieität überhaupt noch nicht. Aber das wissen wir, dass beide Arten 
von atmosphärischer Elektricität sich öfter unter Bedingungen, die uns 
zum Theil bekannt sind, anhäufen irgendwo. Auch finden wir erfahrungs- 
gemäss neben den Stellen der Anhäufung die Stellen, wo die Anhäufung 
nachlässt und dann allmälig in den Gegensatz umschlägt. Wenn dann die 
Anhäufung an irgend einem Orte und deren Gegensatz gross genug wird, 
so findet eine Entladung statt, welche wir Gewitter nennen oder Nordlicht. 
Zwar kennen wir die Stellen, nach denen die Entladung beim Nordlicht 
stattfindet, die höheren Gebiete der Atmosphäre nämlich, in der angegebe- 
nen Beziehung aus Erfahrung noch sehr wenig. Aber das wissen wir doch, 
dass die über einander liegenden Luftschichten öfter entgegengesetzt elek- 
trisch sind. Auch können wir uns davon überzeugt halten, dass die höheren 
Luftschichten schwächer elektrisch sind, als die unteren. Denn da nach 
allen Erscheinungen die Luftmoleküle die Träger der Luftelektrieität sind, 
so muss mit der Dichtigkeit der Atmosphäre selbst auch die der Luft- 
clektricität nach oben abnehmen. Man wird mir schwerlich entgegenhalten, 
dass die Beobachtungen das Gegentheil zeigten. Das weiss ich gar zu gut; 
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aber ich bin fest überzeugt, dass diese Zunahme nicht weit hinauf reicht. 
Auch haben mir meine Erfahrungen die Ansicht aufgedrängt, dass die 
Abnahme in der Nähe des Bodens daher rührt, dass die Luftmoleküle hier 
mit dem Boden öfter in Berührung kommen und diesem Elektricität ab- 
geben. | | 

Warum entladet sich nun die Luftelektricität nach oben? Dafür giebt 
es drei Grtinde noch ausser dem bereits genannten der Abnahme der Dich- 
tigkeit, und diese sind besonders in Polargegenden wirksam. Erstens, weil 
hier die Luftelektricität aus klimatischen Bedingungen sich besonders stark 
anhäuft; zweitens, weil hier der Boden mit einer dicken Schicht eines 
guten Isolators, des trockenen Eises, bedeckt ist, weil sich also im Boden 
keine der Anbäufung der Luftelektricität entsprechende Vertheilang bilden 
kann, oder weil es der angehäuften Luftelektricität nicht möglich ist, das 
zur Entladung nach unten gehörige Quantum entgegengesetzter Elektrici- 
tät heranzuziehen, weil der Isolator der entgegengesetzten die Bewegung 
nicht gestattet, um so die Anziehung zu vergrössern, die sie endlich bis 
zum plötzlichen Ueberspringen eines Funkens nach unten bringen würde; 
drittens, weil ihr nach oben keine Hindernisse entgegenstehen, keine Wol- 
ken, so dass sie zu ihrer Entladung die Form des Ausströmens wählen 
muss. Alle diese Gründe sind thatsächlich vorhanden. Thatsachen sind, 
dass es dort an scharf begrenzten Wolken mangelt, dass trockene Nebel 
dort häufig sind, welche bekanntlich die Luftelektricität bedeutend stei- 
gern, dass die Nordlichter fast immer in der ersten Hälfte der Nacht sich 
einstellen, also zu der Zeit, wo auch bei uns eine bedeutende Steigerung 
der Luftelektricität vorkommt, besonders bei heiterem Wetter; Thatsache 
ist ferner, dass die Nordlichter am häufigsten sind bei heiterem Wetter, 
wo auch bei uns im Winter die Luftelektricitit am stärksten ist. 

Ein emporschiessender Strahl eines Polarlichtes wirkt gerade so ver- 
theilend, wie eine elektrisch geladene Wolke auch, welche ja, wie be- 
kannt, uns oft die Haare sträuben macht, oder Licht aus Hut und Fingern 
lockt, oder den Telegraphen in Unordnung bringt, indem sie die entgegen- 
gesetzte heranzieht und die gleichnamige zurückstösst. Dass der Strahl 
des Polarlichtes mit seiner Wirkung weiter reicht, ist natürlich, da er eine 
viel grössere Ausdehnung hat. Denn wenn auch die Messungen der Höhen 
der Nordlichter sehr unsicher sind, so geht doch daraus hervor, dass einige 
eine Höhe von mehreren Meilen erreichen. Die von Nord nach Süd ge- 
richteten Strahlen binden im Boden in der Nähe die entgegengesetzte 
Elektrieität und treiben die gleichnamige nach beiden Seiten, also nach 
Ost und West, und diese Vertheilungs- oder Inductionsströme erster Ord- 
nung sind es, welche auf die Magnetnadel wirken; sie haben also, wie 
man sieht, zur Einwirkung auf dieselbe die vortheilhafteste Richtung. 
Wollte man entgegenstellen, dass die Wirksamkeit der Strahlen unmöglich 
so weit reichen könne, so erinnere ich an das Factum, dass vor ein paar 
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Jahren die Einwirkung eines Nordlichtes auf Telegraphendräthe im Wür- 
tembergischen wahrgenommen wurde. 

Nun soll aber nicht gesagt sein, dass Luftelektricitäts - Gewitter nur 
in Polargegenden entstehen können. Warum sollten sie nicht auch ander- 
wirts sich zeigen, wo die Bedingungen ihrer Entstehung alle oder theil- 
weise vorkommen, nämlich Isolation des Bodens, Mangel an Hindernissen 
der Ausströmung nach oben und starke Entwickelung der Luftelektricität? 
Und in der That scheint es mir keinem Zweifel zu unterliegen, dass Er- 
scheinungen, wie die beschriebenen, derselben Natur sind. Denn auch 
das von Tschudi, Moesta etc. beschriebene Phänomen wird immer tiber 
den Bergen gesehen, welche auch im Sommer zum Theil mit Schnee be- 
deckt sind. Hier ist also die isolirende Decke vorhanden und die dünnen 
Luftschichten sind näher. Ausdrücklich bemerkt v. Bibra, dass in der 
Algodon-Bai nie und auf der Cordillera bei Santiago selten Gewitter vor- 
kommen; hier kann das Leuchten also unmöglich von Gewittern herrtihren. 
Auch bemerkt v. Bibra, dass das Auftreten beider Erscheinungen, nämlich 
des Gewitters und des strahligen Leuchtens über den Bergen, ein ganz 
verschiedenes sei. In der Wüste von Atacama kommt nach Tschudi nie 
ein Gewitter vor, aber eine sehr starke Luftelektricitit. Das Leuchten 
derselben ist Nachts am grössten, wie er behauptet. Auch sah er einmal 
Abends das Leuchten über der Kette des Illimani, und anderen Morgens 
bemerkte er, dass dort Alles mit Schnee bedeckt war. Das Alles spricht 
dafür, dass diese Erscheinung kein Gewitterleuchten ist, wie Tschudi 
meint. Ist die Ursache der Luftelektrieität in ziemlich bedeutender Höhe 
wirksam, 80 ist die Isolation des Bodens überflüssig, da die untere Luft- 
schicht dann deren Stelle vertritt. Ueberhaupt lässt eine Verschiedenheit 
in der Combination der Ursachen auch eine Variation in den Erscheinun- 
gen hervortreten. Auch lässt sich eine Möglichkeit des Zusammenvor- 
kommens beider Arten von Gewittern nicht von vornherein bestreiten, und 
noch weniger ein baldiges Nacheinander derselben. 

Die Geschichte von der Halley - Dalton’schen Theorie des Nordlichtes 
lehrt uns, dass man auf diesem Wege den Zweck nicht erreicht, ja dass 
man kaum weiter kommt. Die entgegengesetzte Theorie hat sicher be- 
deutendere Fortschritte gemacht. Wenn uns auch die Entstehung des Erd- 
magnetismus, des Nordlichtes, der Luftelektricität noch dunkel ist, so wer- 
den wir doch wohl thun, zur Erklärung derselben den gemeinsamen Ur- 
sprung fast aller atmosphärischer Erscheinungen nicht aus dem Auge zu 
verlieren, und das ist die Wärmevertheilung auf der Erde. Je mehr die 
Meteorologie auf dem sicheren Wege sorgfältiger Beobachtung fortschrei- 
tet, desto mehr Licht wird auch in diese noch dunkeln Partien fallen. 


Nachtrag. Es wird zweckmässig sein, von Zeit zu Zeit Ergänzun- 
gen zum Aufsatze über die Theorie des Nordlichtes zu liefern, um auf 
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diese Weise die Frage, ob die eine oder die andere der beiden Haupt- 
theorien, oder vielleicht eine dritte die richtige sei, zum Abschluss zu 
bringen. Deshalb sollen unter dem obigen Titel Lesefriichte, neue An- 
sichten etc., mitgetheilt werden. 

Castren, der schwedische Reisende, sagt: „Haben wir im bergigen 
Lappland hohe Felsengipfel vor uns, so sind diese von einem flackernden 
Scheine umhüllt. Fast erscheint es dem Auge, als erhebe sich dieser 
Schein aus dem Felsen selbst, wie die Flamme aus dem Krater eines Vul- 
kans. Er verbreitet sich über den ganzen Himmel, flackert einige Zeit 
und verschwindet, um sich bald darauf wieder zu erheben und zu ent- 
schweben.“ 

Ueber Gletscher wird von einem Unbekannten berichtet: „Die Luft 
über dem Gletscher- und Firneise ist sehr trocken, weil es wahrscheinlich 
die Feuchtigkeit derselben einsaugt. Ein Stiick Fleisch wird auf dem 
Gletscher in wenigen Tagen so trocken, dass es nur noch aus Fasern be- 
steht. Noch trockener ist es im Inneren.“ 

Lyell, zweite Reise nach Nordamerika, sagt im 2. Bande, S. 356: 
„Wir lernen aus der Geschichte der letzten antarktischen Expedition unter 
Sir James Ross die höchst interessante Thatsache, dass, wenn das Süd- 
licht über der grossen Mauer des Kiisteneises an den Ufern des antarkti- 
schen Landes spielte, es ganz deutlich an der unregelmässigen und zer- 
rissenen Gestalt der Eisklippen, über denen es schwebte, Theil nahm,“ 
Lyell sah dasselbe. 

Herr T. R. Robinson sagt in einem Aufsatze: „On fluorescence pro- 
duced by the aurora“ (Phil. Mag. XV, 336— 327): „Wenn man einen Tropfen 
von schwefelsaurem Chinin auf einer Porzellanplatte bei dem Lichte eines 
Nordlichtes betrachtet, so erscheint dieser Tropfen leuchtend auf einem 
wenig leuchtenden Grunde.“ Nach seiner Ansicht soll also das Nordlicht, 
wie das elektrische Licht, besonders viel sehr brechbare Strahlen aus- 
senden, also stark fluorescirend sein. Er meint, es liege in diesem Gehalt 
an sehr brechbaren Strahlen ein neuer Beweis für den elektrischen Ur- 
sprung des Nordlichtes. 

Diese Stellen sprechen also sämmtlich für die elektrische Theorie des 
Nordlichtes. 


— — 


XXIV. Die zweckmässigste Form der Zinkeisen - Säule. Von Dr. 
F. DELLMANN. 

Seit einigen Jahren brauche ich bei galvanischen Versuchen eine 
Form der Zinkeisen - Säule, welche meines Wissens noch nicht beschrieben 
ist. Da ich diese Form für die zweckmässigste halten muss für Versuche, 
welche nur einige Stunden oder noch kürzere Zeit danern, und zweck-. 
mässiger, als jede andere Säule ist, so will ich mir erlauben, hier eine 
kurze Beschreibung derselben zu geben. 

Das Eisen ist Gusseisen und wird angewendet in Form von cylinder- 


D 
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formigen Bechern, das Zink ebenfalls in Form von Cylindern, aber ohne 
Boden. Der Zinkcylinder hat einen etwas kleineren Durchmesser, als der 
Eisencylinder, so dass ersterer leicht in letzteren hineingesetzt werden 
kann. Auf den oberen Rand des Zinkcylinders ist ein kleiner Messing- 
cylinder gelôthet mit dem unteren Ende. In der Mitte etwa (der Länge 
nach) ist dieser durchbohrt zur Aufnahme des Poldrathes, welcher fest- 
geklemmt wird durch eine Schraube, die vom oberen Ende aus in der Rich- 
tung seiner Achse auf die Queröffnung führt. Der Zinkcylinder ist natür- 
lich blos cylinderformig gebogen, nicht gelöthet, weil dies nicht nöthig 
ist; auch ist er etwas niedriger, als der Eisencylinder. An diesen wird der 
Poldrath, welcher zu diesem Zwecke etwas platt geklopft ist an einem 
Ende, mit einer Klemmschraube oben am Rande der Aussenseite befestigt. 
Die Stelle, wo der Drath angelegt werden soll, muss mit der Feile vor 
jedem Versuch gereinigt werden. 

Beim Gebrauche nun wird der Zinkcylinder frisch amalgamirt, dann 
mit einem Stück Papier umwickelt, welches so gross genommen, dass es 
oben und unten etwas einwärts umgeschlagen werden kann, in den Eisen- 
becher gestellt und verdünnte Schwefelsäure (etwa 6 Gewichtstheile Wasser 
und 1 Theil concentrirte Säure) hineingegossen. Die Wasserstoff- Ent- 
wickelung ist nach einer Stunde immer noch gering und durchaus nicht be- 
lästigend. Die Hauptsache aber ist, dass eine solche Säule einen starken 
Strom giebt, sehr billig und äusserst leicht in der Handhabung ist. Beim 
letzten Gebrauche habe ich mir die Mühe genommen, sie mit einem Grove’- 
schen Elemente zu vergleichen. Hier ist das Resultat. 

Grove’sche Säule: Platin 90™ breit, (ëmm lang; Zink 88™™ breit, 
178% lang; Ausschlag an einer Weber’schen Tangentenboussole anfangs 
63°, nach einer guten Stunde 62°. — Zinkeisen-Säule: Eisencylinder 
120"" hoch, innerer Durchmesser 80™; Zinkplatte 101™™ breit (Höhe des 
Cylinders), 194 um lang; Ausschlag an derselben Boussole anfangs 58°, nach 
einer guten Stunde 61°. 

Hier verhielten die Zinkplatten beider Elemente, welche fast gleich 
starke Ströme gaben, sich alse ungefähr wie 5 zu 6. Nun war das Zink 
der zweiten Säule nach fast gleich langem Gebrauche allerdings etwas 
stärker angegriffen. Dagegen roch man nach der zweiten Stunde noch 
ganz gut die salpetrige Säure, welche die Grove’sche Säule entwickelt 
hatte; vom Wasserstoff spürte man gar nichts. Die Eisenbecher braucht 
man sich nicht sehr stark giessen zu lassen, sie halten doch lange. Die 
Wände der meinigen sind nur wenige Millimeter dick. Am Eisen braucht 
man ausser jener Stelle zum Anlegen des Poldrathes nichts zu reinigen. 

Der Strom dieser Säule ist offenbar so stark, weil der Thoncylinder 
fehlt. Das Eingiessen der Flüssigkeit ist äusserst bequem. Man vermeidet 
das Zerbrechen, weil weder Glas, noch Kohle, noch Thon gebraucht wird. 
Und billiger lässt sich gewiss keine Säule herstellen. Das oben beschrie- 
bene Element kostet mir noch keine 10 Silbergroschen, das Grove’sche da- 
gegen 5 Thaler. 


XII. 
Zur Theorie der bestimmten Integrale. 


Von Dr. A. ExxEP ER, 


Docent an der Universität Göttingen. 


I. 
Die Gleichung 


cos zu 
1) fi Fay DI 


nach z differentiirt giebt: 


Ve 2 55 d 5 o 
55 (Furti = 27 du (I tun" 
0 0 P 


Durch partielle Integration folgt hieraus: 


1 
Oz 2nJ (Ev 
0 


cos zu 
tr fe ae 


so erhält man für y die Differentialgleichung: 


oder, da 


Oty Oy 
— 2n — — 
S KEE 
Es wird natürlich vorausgesetzt, dass n eine positive Zahl sei. 
Für y=p.z’r+i 


geht die Gleichung 2) in folgende über: 

0? 
3) 2 971 2 pro. 
Zur Integration dieser Gleichung nehme man: 


». of 
p = | e—-“2 Vou, 
a 
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wo F eine Function von u bedeutet. Die Gleichung 3) geht dann über in: 


_ 4) Ser rt 1) —2 (n + 1) %% ðu = 0. 
a 
Durch partielle Integration folgt: 
ß ß | 
few Vz ( — 1) Ou = = yo e~? ĝu 
a : a 


B 
P : 9 * 
-e $ + fe nV (ul) +2 Vu} ou. 
a . 
Hierdurch wird die Gleichung 4) 


p | 
0 — — t. 1) Ve)" + fe: | 6-9 — 2nu r} Ou, 
a 


d. h.: e 
(uf —1) rev = 0 
a 
V 
(. — 1) 55 —2nu V = 0 
oder | 
V = ( — 1)” 
--= —0. 
a. 


Der Ausdruck 
( — 1) 7 e-uz 


verschwindet für u — 1 und u == . Nimmt man also a = 1 und B=%, 


so ist: 
& 
p = few (u?—1} du 
1 


ein Integral der Gleichung 3). Da y==p.z?"+', so wird: 
D 


y= gett few: (u: — 1)" Qu 
2 1 
2726) e= fo- un (24u) Ou 
0 


ao 


ment fe ur (u + 22)" ou. 


0 
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Nimmt man ferner 


f 
p= fer Vou,. 
Q 


so geht die Gleichung 3) über in: 
5 


fever ut sta bet ul du = 0. 


Wendet man wieder das obige Verfahren an, so folgt: 
eus P(1—ut) y == 0 
a 
ð 4 2 — 
Ou (1— u’) +2nuV =0, 
d. h.: 
V = (1— u)" 
5 
| er (1 — +1) == 0. 
. Je 
Der Ausdruck 
ers (1— 0% +! 


verschwindet für u= — 1 und u==1. Nimmt man also a = — 1, B==1, 
so ist l 

1 e 

p = few (1 — ) Ou 
—1 
und 
. 1 S 
Mee gant few: (1 — ÉIS Ou 
— 1 


ein zweites Integral der Gleichung 2). Bezeichnet man die beiden parti- 
eulären Integrale der Differentialgleichung: 


Ory 22 
Dz? oe aes A j 
durch y, und y,, so hat man: 
(e o) kd 
Yı = zit foes (ut —aynau scent fe ur (u 4-22)" Ou 


1 0 


Y, = zenti fonz D — u’) äu = z?”+1 en- + eus) (1 — 1) Ou. 
=] 0 
Von diesen beiden Integralen verschwindet y, mit 2, während y, für z = 0 
emen constanten Werth annimmt. Da nun auch 

AO 
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feo) ? 
cos zu 
Cu 


A ees 
dro 


der obigen Differentialgleichung geniigt und nicht mit z verschwindet, so 
muss dieses Integral y, proportional sein, d. h.: 


cos zu 
— 2 “Mn Rn 
J pay NS A fe un ( ＋ 2 2) Qu, 
0 
wo A eine Bee bedeutet. Setzt man z==0, so folgt: 


eo) 


æ 
Ou 
en — 22 à 
nie e 1 1 õu 
0 0 


oder . 
II (— 5) H(n— è) S 
a u —- > 271). 
3 In) All(?2n) 
Da nun 
Din) II(n— 4) = Vx. 2-2" II(2n) 
| (-) Mx, 
so folgt: 
7 
A == SRH Die: 
endlich: 


KA 
cos zu me: | 
7 d HE “ur (22 + u) òu. 
0 


Die von on durch J7(z) bezeichnete Function wird bekanntlich durch 
die Gleichung definirt: 


ee) 
11222 k 
(= fe-*u ou = — kz (k =o). 
= HIFI... GHA | 
Setzt man: 
a0 
` cos u , 
Y (ut) 
0 
1 
* gents lee (1— w)" Ou, 
0 : 
so ist, nach dem Vorhergehenden, 
e 


ðy aJ UP cos zu. 
êz 2m (Ein 
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Durch Differentiation nach z folgt ferner: 
1 


GTD H- + ent) (Il) du 


0 
| 


+ 2?" +1 f (eu —e—*?) u (1 — % Ou. 
Nun ist 0 


1 1 
e euer au E (ez 4 e7“). u (1— u)" ou 
0 | . 0 

1 1 


=— f+ e— 7) (1 — u)" Ou + an erstem" u? (1 — u) — 10 u 


0 0 
1 1 | 
== — (2n U (1— u) 9u fn (er ＋ e) (i- ue Ou. 
0 0 


Die Gleichung für E nimmt hierdurch die einfache Form an: 


02 
- 
= — een f (cust eux) (1—u’)”—! Ou. 
. 0 
Die beiden Integrale y und x genügen der Differentialgleichung 2), d. b.: 

Be an! — zy 2 0 
Qt “oz ˖ 
= — 21 ES — 2 = 
Oz? d 


Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit x, die zweite mit y, bil- 
det die Differenz der Producte, so folgt: | 


. 6e 4 0 an( yo e 
AWE eee 
Durch Integration nach 2 erhält man: 


T 
y——x lee, 


wo C eine Constante bedeutet. Wegen der Werthe von y und x wird diese 
Gleichung: | 


E 1 


‘COS zu 
en J pana ous (em te) (Lye! ou 
0 0 

z? / coszu 
— CREME uz — u: = 2\n — H 
2n pel LE e 
0 0 
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Für z o folgt: 


x 1 
Cu 
C = 4n E LEE 
5 J OOM) | 
0 0 
also 
2 l 
COS zu 
2n f --————— cu. (en- + e—**) (1 — ur Ic 
(put! fi S It i 
0 Cp 
D 
coszu 
Ur fenton een 
(1 H)” 


Die a S ist zuerst von Serret (Liouville“ s Jour- 
nal, T. IX, p. 193) aufgestellt worden. Für ein ganzzahliges n hat Catalan 


die Gleichung 5) bewiesen (Liouville's Journal, T. V, p. 110). 


II. 


In den „Mémoires couronnées par l'academie de Bruxelles, T. XIV. Deux. 


Partie 1811“ hat Catalan eine Determinante bestimmter Integrale aufse- 
stellt, die eine Verallgemeinerung der bekannten Legendre'schen Glei- 
chung ist: 

x 


2 
09 
VU cos? a sin? 9) fre — sin? a sin? Ÿ) 09 
0 P 


de A 


0 
= 1 
2 
e ee — sin? q us fre — cos* a sin 9) 09 
* 


| 2 
0 Ÿ F 
( 


ie sin CR y (1— sin? a sin 9) 


Die von ae gegebene Dean lässt sich noch sehr verein- 
fachen, wie im Folgenden gezeigt werden soll. Des besseren Verständ- 
nisses wegen möge eine kurze Ableitung der betreffenden Determinante 
vorausgelien. 

In dem n fachen Integrale: 


1 e e e e r E 


soll dio Summation auf alle positiven Werthe von x,,...x, ausgedehnt 
werden, welche der Bedingung genügen: 


*. TA! T. 7747 <1 


~ 


— | 
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Setzt man, nach dem Vorgang Jacobi’s: 
Ti == sin Pi; 
Te = COS Pi Sin Qr, 
XL, == COS Pi COS Py Sings, 


In == COS ꝙ COS Pz » » e COS Pn— Sin On, 


Legt man o... Øn alle Werthe von 0 bis 2 bei, so bleiben z,... zu be- 


ständig positiv, und 1 — 2,4 liegt immer innerhalb der Grenzen 0 und 
(1). Führt man also in FV, statt .. . . n die Variabeln oe... gn ein, so 


nehmen dieselben alle Werthe von 0 bis 2 an. 


Es ist nun: 


Ô T, à H 
0 x, Ox, 0 y: 
d'y d 
09: 0 Pn A 0 0 02,0%, d e 
=|CQ, Og, ee Pe 
922 dan Pı Pe Pn 
"e Cpa) |2Tn "ze 
| | do 0 On 
== (cos 91)" (cos p)” 1... . (cos pn - 1)? COS Qn, 
folglich: _ = 
2 2 
7 =f. ; Tee pı)” (cos D) 1. . . (cos Pu—1)? COSHRO Pi... 0 on 
0 0 


)a-» 


TN © e 
HES | 
Du DI O HEY 
l} 10 . TE ER 


mates 
T dE A 
10 
Ist die Summation in dem n fachen Integrale: 


) raf fone 


auf alle positiven Werthe von . . £a 1 welche der Be- 
dingung genügen: 


2) 


ah) aol) a 
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r j ut — u) 4 a), 


1 
po) 
n 
2 
Die Cousinuteu d, dy o» a, mögen so gewählt sein, dass 


a> a, > dg... > an—1 > An 


lu è iuge mau statt &. . . Ta neue Integrationsvariabelen u. . . u mit- 


V (at —a,*) (a — a?) . . . (a? - d). 


weni aer tulzenden Gleichungen ein: 
2 at 2 


e EE 
u? —a,? u? — a? e u —0 ’ 
2 e 
Tı 2 In 
245 1 
a int oz : i 
x? 1 
— armen eee = 1 
55 Un Zu et re: SC 
oder, wenn m eine der Zahlen 1,2..." Ze 
5) 
N (am — ur) (% — Mel... (4% — an?) 


a = R 


Die Gleichung: 
(a? —u,*) ( — u)... (E — un) lat) | "Try la) 1 
(a 1— 45) (a? — 425) . . . (a4 — gel 9 ple) — ge 
lässt sich wegen 5) auch schreiben: 
If — U“) (4 — u)... (% — un) a“ x," te ) 
(gë 41) (4 — a")... (4 gell ES (55 + a — a ee), 
Nach der Gleichung 2) kann man nun setzen: | 
(4 — u’). — (a — n?) 
e) (ef — u) (ue — gei 
wo & eine Zahl bedeutet, die zwischen 0 und 1 variirt. Die Grössen vi 
U... un lassen sich, mit Rücksicht auf die Gleichungen 4), als die nWur- 
zeln der folgenden Gleichung ansehen: 
x 2 


s= ET 


us a ee 35 


U — Oe 
oder von 
E e E (ut — a’) . . . ( — An') — 41 (u — aè) . . . ( — an?) 
. . — & ( — 417) . . . ( — 41“). | 
Setzt man hierin successive O, di“, a... dp? statt u?, so folgt leicht, dass 
die n Wurzeln von f (u°) =0 zwischen folgenden Grenzen liegen: 
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Da nun nach 6): 
(a 1°)... (a — un?) 
(“— a!) (4 — a)... (a? — an?) 
zwischen den Grenzen 0 und 1 bleiben muss, so kann innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen u, nicht grösser wie a werden. Hieraus schliesst man, dass 
& a | 
Ge u 


Un Ant 
die respectiven Integrationsgrenzen von t4 . . . un sind. Aus der Gleichung 
6) folgt: 


a O Em R 13 
SS ou, 4 Ge? —u,? 
oder OLm E 
d Le u,* — de 5 


wor eine der Zahlen 1,2...n bedeutet. Setzt man zur Abkürzung: 
put) (u — a,*) (u: — 470 (u — an?) 


1 1 1 
2 2 2 
“i 12 “n == P ui, un. Heil, 
so erhält man für die Determinante. 

| dr Ox, ; 

Ou, O ün 
R= 

GER GEZ 
Qu, O ün 


folgenden Ausdruck : 
P (uè... un) P (a: an) 


nin—1) 


CU * put)... plu!) 


R DN fan, u . Un 


Nach der Gleichung 5) ist 
(— 9 — (un — Am) ( — an?) sors (n° — am’) ; 
P Le 
2 2 2 
Uy T. . In) == (— 1) A —1) p (u ) p (1 EEE P (tm 
671 4. ) ES p (a) p (a)... P (ün?) 
Tg... Ta , p (u°)... ꝙ (un?) 
Eur sai. eil: 
Der obige Werth von R geht hierdurch über in: 
P (u, u. . un) P (417 . an?) 
Vp (uit) . . p (n') ꝙ (a?) . . e (an') 


a Bin 
dm = 


R= ty ty... uy. 


oder wegen : 


n (1 — 1) 


p (oi... p (au) = (— 1) 2 PAT Mik 
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2 221 mes 
ly Ug... Uy P Du, U . . un?) 
n(n—1) RK 
Vi—1) ' Pu)... (un) 
a. u byanstorination 4) nimmt nun die Gleichung 1) folgende Form an: 


R 


Re Sl pa) : S V (a? — di) (° — a,!) . . . (a — as) = 
2 
a a, An—1 i 
fou fo i 8 7 u, He P (ut . . Un’) Ze 
gu a, an /(— 1) ? pu)... % (un!) 


Ber Factor Uy u.. . . un unter dem Integralzeichen fällt weg für ag —0. In 
diesem Falle hat man: 
P (un) == Um (u — di) . . . ( — an?) 


odor 
(— 1)" 1ꝙ () Wel (at — Mall... (am 11 (u — gei... (Up? — ge AL 
Setzt man: 4. = H (iii: — 41) (uy? — 4) ( ge 1°), 


4, =V Loi — u) (ut — d:) . . (us? — ge Al 


Am = V (a? — Um!) dE TE MT (um = Ga SC (ue — Ga Al j 
An = H (ai: — un') (a — un) . . . (41 — un), 
80 ist: (-I) = (tim Im)? , 
folglich: aa) 
(—n) 2 pu)... pus) = (U... Ha, Ji . . . An)” 
Die Gleichung 7) geht hierdurch über in: 
1 


CT i a V(a*—a;°) (a? a) . . (4— a, 15) 
i 13) 
2 
a a; An—1 
‘Ou [du ‘ou 
8 = “Il Ge e e d Se P eee A 
J Ad te), Re enger 
a, de d 
An—1 Gn—2 a 
| J lun KITO Ou, 
n An 4; 
0 An—1 a, 
4 —1 An—2 a 
J Un? O Un J , A 0 % 1 ‘u Ou, 
= An 4.—1 2 4, 
0 45. —1 a, 
An—1 An—2 : a | 
Une"? d Un [= d Un 1 1 —2 Qu, : 
An 4,1 4, | 
0 - a,—2 . 6 
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wer IE LS I BG NADP LO — — — 


Diese Determinante n'e” Grades lässt sich leicht auf eine Determinante 
vom (n — 1) en Grade reduciren. Sei 
4 = V (u — 41) . . . ( — 4 15), 


dann ist: | m 


Gud (War)... ( — an1) +... u (% — d) . . (ut — d 2) 
cu 4 
oder auch: Oud nur? + cut ＋ (3 ½—F6 T . . + cn 
CCC 


WO c. . . Cn symmetrische Functionen von a . . 4, i' sind, deren genauere 
Kenntniss nicht weiter erforderlich ist. Für «=u, geht 4 über in 


EA 
(—1) * Am, man hat dann: 
(— 1) 1 . Ô Um Am _ Alm .. On 
Cum Am | 
Integrirt man diese Gleichung zwischen den Grenzen an und -i, 80 ver- 
schwindet offenbar die linke Seite, es bleibt: 


Am—1 Am—t am—1 
7,2 —2 % i 0 Um on, 


Diese Gleichung gilt für m—2,3...n. Für den Fall m=1 sind die 
Grenzen a, und a, statt der Gleichung 9) hat man dann die folgende: 


a a 

>, 2n—25 2n—4 
ay (at —a,*) . . (a? — 4, —1˙0 = d'Ee + af? Ou +... 
4, 4; 
10) KÉ 4 

a 
ou 

+ Ca A` 

\ a, : 


Ersetzt man die Glieder der letzten Horizontalreihe der Determinante in 
der Gleichung 8) mittelst der Gleichungen 9) und 10) durch die Elemente 
der vorhergehenden Horizontalreihen, so reducirt sich die Determinante 


auf das Product von Slip 


` a Hie — a?) ... Laf — ge A7 


in die Determinante 


| An—1 An—2 a; 
fe J- Uni Ou, 
An a An d, 
0 45 —1 i de 
An—1 An—2 a, | 
J “Unt! 0 ttn J 71,12 91 terns Oy | 
In An- 4, | 
0 


11 12 
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POL? ——— 


— 


Dieses Product ist also gleich: 


(Heim ` ay (a. — ai, . . (a — 4,1). 
d 


ai 2 
Setzt man also 
Am = V (un — u). . . (am? — u) (4 — %) «o o (P — 4,15), 


An = V (aii: u)... (4 — 1 — u), 


a, > ag «e o > ani; 
so erhält man die elegante Gleichung : 


4—1 an 3 a 
ou TI du Ou 
An 4 4, 
0 42 —1 as 
Un—1 an 2 a, 
u: Ou SE fe G- n 
An An 4, n ( 7 ° 
0 An -1 ae 2 
| 
21 An—2 ay 
SE Ou u2*-40u J ur Qu 
An In—1 | 4, 
0 4.—1 a, 


Für n=3 erhält man unmittelbar das bekannte Theorem von Legendre 
für die ganzen elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung. 


IIL 


Im T. XVII des Journal de mathématiques hat Tissot eine Determi- 
nante bestimmter Integrale entwickelt, von welcher Roberts zuerst einen 
besonderen Fall betrachtet hat (Journ. de math. T. XVI). Das angewandte 
Verfahren ist ziemlich complieirt und nicht ohne Weitläufigkeit; man kann 
mittelst einer sehr einfachen Transformation der Integrationsvariabeln die 
Determinante auf ein Product von Euler’schen Integralen reduciren. 

Seien a, a,...a, n+1Constanten, so dass 

A LA <a... Lan 
und 


Pin (Tin) == (t_-— a)? (Em — 4) eats (Em — gell P (A opt S Lu 


(an — a,)“ 7 
WO P, Di. . . Ds entweder positive, echte Brüche, oder beliebige negative, 
reelle Zahlen sind. 
Die zu entwickelnde Determinante ist dann: 
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LPS SLT LS LS PPP PLP ALL LPL LL DEC LLC CL OF Les 


— LL A PL LP LE LAS LAS GC LIL 


| a, as & | 
ez ei en 
—— dx J —— ôx J —— ôs 
J: (x) Pı (ti) i Pn (Tn) 2 
a a; n 
a, de co 
ze, > f x e 1 J Tn en 
— Ir Ox 
e fa"? Pi (2) | Pn (Xn) ` 
ay n 
8 o = | 
* et n ez T,” en 
— 02 TE dr J Se Tn 
9 (z) Pi E On (xn) 
a, Ay 


Bezeichnet man diese Determinante durch 4, so ist auch: 


AF 
FER WEI frs Re e- (TT T u), 
fe p (x) Pı e (x) Pı (Ti) . Pn (Ln) + On (Ln) 


wo ı 1 1 
. Te so dr 
1 
„ 
In 4 führe man statt x,x,...x, die n+1 neuen Integrationsvariabeln 
u, ½ . . Un mittelst folgender Gleichungen ein: 


u u u 
1 1 = 
x-a & — 4 4 — Gs 
u u u 
9 S : ee 2 — 
) dd a + Re h 
u u u 
+ ——+..+—— =l. 
Dy bel. T. -— / 7 Ly — Ay 
Setzt man d (z) = (z— a) (z Kg a,) ... (z— an) ’ 


so erhält man aus den obigen Gleichungen: 


en (a,— x) (a — X)... (ar &,) 


y (ar) 
also Ou, us, 
Of, C,. — a, 
Mit Hilfe dieser Gleichung findet man leicht: 
Ou Ou 1 1 | 
% Oa, r—a *. — 4 
unt, Un 
Ou, Ou, 1 1 
E: OL, | 4-4, , — 4 
O Uj... n P (an d ge dree 
ES n(n+i) 


(= 1) ? y (x) y (r,) . P (Tu) 
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— A 


Ne 


Nun ist: . 
a eta! es lea AG aren RAC mm 
(an — a) 8 (an — 4,1 (Gm — lm ) as (an — Am) i 
Hieraus folgt: n(n+1) 


(—1) 2 ve)... Y (2n) 


[P(a,a...a,)| 
Berücksichtigt man a dass 
Ou du | | Oz Ox 
9 OL, du du 


U u. . . Un = 


=l, 

OU Ou,| O£ Of, 

| Cx O | E He O lin 

so falgt: 
dë , 
d 
` SS P (a, a, an) 

dx 92, P(x, x, Xn) 


| Ou, un 
Ist also ein (n + 1) faches Integral mittelst der Substitution 2) zu trans- 
formiren, so tritt du du... 0 ½ P (a, a1. . . an) an die Stelle von 0x O 
dr, P (c, .. . 4%). 
Setzt man: 
Em (2) == (2 — a) (: — di) . . . (2 — am) (ampi — 2) . . . (an 2), 
so folgt, mit Rücksicht auf 3): 
u? u, a gp PE p(x) pı (x,).. Y (En) 
F. (a)? F(a)... F'n (an) 
In dem (n +1) fachen Integrale 4 wird 
PRE EE 
P(X) ps Lil. + Pn (Ln) 
ersetzt durch 
Oudu,... Oun P (a, a . . . Gn) 
Pur ul" F(a)? F., (a,) br. . . F. (a,). 
Wegen der Gleichungen 2) kann man z, z,...2, als die n+1 Wurzeln 
der Gleichung 


4 


OX O . o, 


z—a 1— 2-4, 
ansehen. Diese Wurzeln liegen zwischen den Grenzen 
a, 41 
Gy, 0z 


An ao ? 
welche mit den Integrationsgrenzen in 4 übereinstimmen. Die Variabeln 
u,u,..., nehmen also alle positiven, reellen Werthe an. Die Gleichung 
4) entwickelt giebt: 
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—— . — LOL AP LT 


op —2—1 (u tu, +. e 


N folgt unmittelbar: 


start... 1, =utu t.. EE 
Mit Hilfe dieser Gleichung geht die Gleichung 1) durch die EN 
2) über in: 


(CE Un) 
A = — — —— —— N e- (aa, +. tof SEE Br O.,. Ou. 
EF (aP... F., En E M 


oder 


PPB PLP LPP APP LL LLL —— LG 


F' (a)? F“, (ai)... F'n (a), 


A = 


Wegen 
F (a) Le (a,) E F. (an) = [P(a, a, KEN an)] 


lässt sich 4 auch schreiben: 


A= Ar mp) KE II(— pn) a, e- (ai T . an). 
F (a)? TF’, Ok 1 Fa (an)? 3 
Für den Fall, dass p = p, = . . . = Pa = $, hat 4 den einfachen Werth 
n+1 


* 1 e-iata+.. bag), 


IV. 


Bedeutet c eine Quantität, welche kleiner wie die Einheit ist, so hat 
man bekanntlich: 
1) : E SI UN (a) E | 
1—c? aide — a i -=) Des 1+y(—c!) SH 


Setzt man in der von Euler gegebenen Gleichung: 


co 
1 a—i 
1 Ox 0<a<l 
0 


sin a Lk 


80 geht dieselbe iiber in: 


08 
og 1 1 4 220—1 3 
2 sinan gt*h'i-@ J h+g2? 

0 
Für x = 1 — * sin? p, g == 1 — l’? sin? ꝙ und z = lang 9 erhält man 
* 


x 1 L 1 = f | (tang 9) 2 0 8 
2 1 


sin an (1— l? sin? ꝙ)e (1 — N sin? elle „ 1- (kcos? O41? sin? 9) sin 
0 


In der vorstehenden Gleichung sind k und / relle Grössen und kleiner 
wie die Einheit. Dann ist k? cos? @ + l*sin9 <1, man kann also den Nenner 
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P PL LE SP 


unter dem Integralzeichen mit Hilfe der Gleichung 1) nach den Cosinus 
der Vielfachen des Bogens 29 entwickeln. 


Setzt man: 
1 1 : 
> (1— 1 sintp)® in “0 +2 2(-1) An COS ang, 
so ist allgemein: 
, | = 
2 
PE EET 88 
3) aen" % VOE cost — Foi 0) 


| „(* cos? 8 + 1? sin® 9) 
1+ y(1— k cos? 9 —l'sin 9) 
Man setze: 


2n 
(tang 9) i. 


ee 1 11＋7T =l 


„„ 
IN ir 


und transformire das Integral auf der rechten Seite der Gleichung 3) mit- 
telst der Substitution: 


: 1 —p cos u— q sin? u 
1— K cos? 9—1? sint g) = Pr . 
A SES EE 1 +p cosut q sinu 


Hieraus erhält man: 
„(d cos? 8 + l? sin 9) _ e ie 
1 +y (1—F cos? 9 — l? sin? 9) REN): 
LEE i- O cos u ＋ gq sinu) 
2 — EE EE 
FROM LEI (1+poosu+gsinu) S 
LEI 1—gq(pcostu+q sièu) 
k +17) co! & = 5 eh eee 
Re de? (1+ p cos! par ) a 
08 
V (1 —F cos — P sin: 9) | 
4 ou 
(ITT) QED Vip (p cou + q sin u){ |1 — q (pcostu + g stëll ` 


Die Gleichung 3) nimmt mittelst der vorstehenden Substitution folgende 
Form an: 


ae „ „ J 
2 sinar 4 (E Ta a asinan (ITI (1 +g)?* 


nu, 


= 
2 KL 
i (p cou + q si? u)” (tang nye 
4 I —p (p cosu + g sinu) i- (p cos*u + q sin je? 
Setzt ınan in 2) 


4p ; Ay 
— Ei zc „55 
(ITD (+4) 
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PP PPP PPP PPP PLA PP ARPA PPP PA PPP PPB PPP PP PPP PPP PD LA PL LAND PRP PP 


so ist 
4) 
3 À + 22 (—1)" Bu cos 2n 
(+ 2 cos 20 + p*)!—* (1+ 29 cos 20 + 404 dëcke: = N 
wo . 
5) 
* 
2 
* i (p cos? u + 9 sin? u)? (tang ug Ou 
SE |1 — p (p costu gsi u)} i-a, {1 —g (pcos u + qgsintu)}% ` 


0 
Multiplicirt man die Gleichung 4) auf beiden Seiten mit cos 22 Q . ô p, 
integrirt zwischen den Grenzen 0 und = nach ꝙ, so folgt: 
* 


2 
(—1)" 2 2. cos 210 9 N 
2 5 (I 2p cos 29 + p’)! ＋ 29 cos 2 + 4°)* 


Vergleicht man diesen Werth von B, mit dem in 5) gefundenen, setzt 
— p. und — statt p und 9, so erhält man die merkwürdige Gleichung: 


2 
cos 21 ꝙ 0g 


(1—2p cos2q T) (1 — 2% 00529 0 


= 
i (p costu+ q sin? u)” (tang viel Au 
ES el (p cos, + g sin? u) i- 7 (p cou + q sin? ) r 
Differentiirt man diese Gleichung nach a, so lassen sich manche be- 
kannte und neue Integrale ableiten. Dieses Verfahren ist indessen nicht 
80 einfach, wie folgendes, einige bekannte Resultate etwas zu verallge- 
meinern. 
Seien die Winkel ꝙ und 8 durch die Gleichung verbunden: 
cos'a cosh . lang ꝙ tang} — 1. 
Aus dieser Relation leitet man leicht die folgenden Gleichungen ab: 


cos 0 = cosa cosh sin 8 
Vi (1—cos* a cos? B) sin? 9 N Vi- (i cos a cos? p) sin? d 
(1 - sin? B sint) 
V\1 — (1—cos* a cos p) ai éi" 
. ; (i sin? q sin? 9 
R 741 — 0 — cos’ a cus’ Kor | 
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sing == 


V(1 — sin? a sin? g) == cos a 
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(cos a cos B)* 


1 — (1 —cos? a cos? B) sin? e = ———_____ - —_— 
( m EISES 1 — (1 — cos? a cos! ß) sin? 9° 


0p 
(1 — sin? a sintp)" (1 — sin? B sin! @)'—4 
_ (cose 2u—1 . 99 
= cos a (1 — sin? a sin? ëch (1—sin Të sin? Af ` 


wo u eine beliebige reelle Grösse ist. Transformirt man mittelst der Sub- 
stitution cos e cos B lang ꝙ tang = 1 die Integrale: 


LA 
* 


log {1 — (1 — cos* a cos? B) sin? o} ô 
(1— sin? a sin? ꝙ (1 — sin? B sin? p)!—# ' 


S log cot ꝙ 2 
(1 — sinta sin? g)“ (1— sin®B sin’ p)I—u ` ër 
0 


x 
2 lo E — sin? a sin? 2) 9 
d 1 — sin? B sin? p id 


a 
J (1 — sin? a sin? ꝙ)u (1— sin? B sin? iI 
nimmt immer den Buchstaben 9 als Integrationsvariabele , so ergeben sich, 
mit Hilfe der obigen Gleichungen, folgende Relationen zwischen bestimm- 
ten Integralen: 


e | 
ICT (i — cos! a cos! B) sing}. (‘eer + — do 


Au H Alte Be 
0 
= (cos c) 4-1 qe (cas 8) 21 
f log (cos a cos e ioe Ze pica AE B do, 


sel & 


(eos ) (cos B}?u—1 
og cot (SS . D sc CR 


© 


ju Gas j (a a)2u—1 po B)?a-1 af Se 


Ab Bi- TE Bu 
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J 1 — sin? a sin’ „ Es a)?! o Ge Sir e 
LAVE" sin? B sin’ ꝙ "Ak Ap Bi? Al N 
= 


2 
24—1 24—1 
cosa Es a)?" (cos f) ) Se 


AB BI i- Be 


In den vorstehenden Gleichungen ist zur Abkürzung gesetzt: 
1421 — sin d sin S B= 1 — sin’ f sin’ y. 
Für den Fall y == 4 nehmen die obigen Gleichungen folgende, sehr ein- 
fache Formen an: 


0 p 


a 
2 | 
Sy log {1 — (1 — cos! a cos! p) sing} 
(1 — sin’ a sin 2 p) V (1 — sin? B sin Zei 
0 


— 


3 p 
— Se a K ee E 
0 


* 


2 
log cot ꝙ do 


N sin a sin g) / (1 — sin’ B sin qe P 
* 


ek, 
== — — I 71 — sintB sin? y) 
à log (cos a cos d y (i— sin? a sin gp) V (1 — sin’ sin‘ el 
' ee) 
el sin? B sin’ p 4 


7 
JJ) 
Jr (1 — sin? a sin: ꝙ) V (l — sin SE ol 


x 


COS 


0 p 
109 s B d y (1— sin? a sin: p) V (1 — sin® B sin! p) 


~ Mittelst der or 
tang Y 


t = es. P'’!!! ̃ . 
ang P = cos (a + B) cos 1 (a— B) Vi tang’ à (a + B) lang 4 (a B) sin 60 sin® w 
lassen sich die vorstehenden Gleichungen noch etwas vereinfachen, was 


hier übergangen werden möge. 
22 * 
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V. 


Sind P und Q ganze, rationale, algebraische Functionen von x, 


Ga 
T P 
2 [Le 
0 


so lässt sich z als Wurzel einer algebraischen Gleichung darstellen, wenn 
P und O nur gerade Potenzen von x enthalten, und 0 für keinen reellen 
Werth von x verschwindet. Die Ausfiihrung der Rechnung fiir den allge- 
meinen Fall scheint ziemlich complicirt zu sein; zur Erläuterung der Me- 
thode soll ein einfaches Beispiel genommen werden. 


Sei: 


setzt man: 


oe 
x ou 
2 


2 ur e ＋ au +buf+ cut e 
und au? + but + cu? +e = (ie + a”) (tHE) ( + y?) (ue + &), wo a, B, 


y, d wesentlich reelle Grössen sind. Durch Zerlegung in Partialbriiche 
findet man leicht: 
— 1 a ape — 1 
a (a? ff?) (a? =r) 7 B (6˙— u) (6˙.— 5) (E — 8’) 
+; 1 
(ah) Gi Er) Wet Ed CA) Er) 
Da 
Jö 8 
(a? — B°) Le —y*) (at — 0°) hans en (&— 8°) 
1 
NEE 
so lässt sich die Gleichung für z auch schreiben: 
1 1 
FEN) EN! CFDT WG 
1 


ZT U 


oder wegen: 


1 1 1 
Ee-ee Er HEET ) (8 — 7°) 
a+ß+Y r ＋ 5 ＋ oͤ 


fee = 


1 
(et B +r +9) (Bay TaëtBr+B8+y8)— («By taßðtayð+ßyð) 
aByd (a+ p) (a ＋ y) (ati) (6 17) (B+ 8) (y) 
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Aus der Gleichung: 
+ aus + bu + cut + e = (ut + a) (u +) (u? + y?) (u + 5!) 
folgt: 
6 ＋ 5 TT da 
2) (ap) + (ay) + (ad) + (By)? + (Bd)? + (yò) = b 
Lef + (a f d) + (ay d) + (By) = c 
aByd =e. 
Setzt man: 
3) a TY TS = 
aßytaßötaydtpyö=p, 

so findet man mittelst der Gleichungen 2) 


4) y—s S aB T aT By + Pity. 
Diese Gleichung quadrirt giebt: 
2 — \t 
au (7 —b+2e+2yp. 


Es ist ferner 
p*=c+e (y*— a). 


Durch Elimination von p zwischen dieser Gleichung und 5) folgt: 


(ES EE) ACTH) 
Aus den Gleichungen 3) findet man: 
p —upy = (y8—aB) (a + B), 
p— ayy = (Bd—ay) (a +y), 
p — aðy = (By —ad) (a+ ò), 
p — Byy = — (Pr—ad) (B+ y), 
p — Pò y = — (Bd—ay) (B + ò), 
p — yòy = — (yò — ap) (y + ò). 
Wegen | 
(y8 aß) (B8— ay) (By—a8) = c—ae 

giebt das Product der obigen sechs Gleichungen: 
— (a+ 8) (a + y) (a+ 8) (B+ y) (B+ 8) (y + ò) ec)! 

= P (p—ayy) (p- a) (p—Byy) (p —-Bòy) (p =), 


ty (py—e)—p (e Hey’) +p yte (py—e) 


een "Ave 


= (other!) TT 


= (p'— ey?) Le + -e VW La —— (%a) N 
Da nun nach 4) 
p—c—e (y —a) = 0, H ey =c— ae, 
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— 


r. 


so erhält man einfach: 


(a+ 6) (a-+y) la+ B47) (B+ 8) +0 = E per. 
Die Gleichung 1) geht hierdurch über in: 
y—a 

y 2 


— p 

ET mm — . 
— c 

py — p = ey 


Da nun nach 5) und 6) 
(te) + 2e—b, 
P ce a), 


80 lässt sich die Gleichung für 2 auch schreiben: 


e 


eee 


Eliminirt man zwischen dieser Gleichung und 


| Kaap ze Al Ay ee -h], 


so erhält man eine D Gleichung für z, welcher das Integral 


freres 


genügt. 


XIII. 


Ueber die Anzahl der Geraden, Ebenen und Punkte, welche 
durch gegebene Punkte, Gerade und Ebenen in der Ebene 
und im Raume bestimmt werden. 


Von Professor Dr. C. A. BRETSCHNEIDER 
in Gotha. 


Eine der ersten und vornehmsten Aufgaben, welche die Geometrie 
der Lage stellt, betrifft die Bestimmung der Anzahl von Geraden und Ebe- 
nen, welche man durch gegebene Punkte legen kann, sowie umgekehrt die 
Bestimmung der Menge der Schnittpunkte und Schnittlinien, welche durch 
gegebene Gerade oder Ebenen erzeugt werden. Da eine erschöpfende Lö- 
sung dieser Aufgabe bis jetzt, so viel mir bekannt, noch nicht versucht 
worden ist, so soll es im Folgenden unternommen werden, die fragliche 
Lücke in der Wissenschaft des Raumes wenigstens der Hauptsache nach 
auszufüllen. 


8.1. 


Als Fundamentalsiitze, von denen die Untersuchung a chen hat, 

sind nachfolgende aufzuführen. | 

a) Zwei Punkte im Raume liegen stets in einer Geraden; und umge- 
kehrt: zwei Ebenen im Raume schneiden sich stets in einer Ge- 
raden. 

Im zweiten Falle kann die Schnittlinie entweder in unendlicher 
oder in endlicher Entfernung liegen, je nachdem die gegebenen 
Ebenen parallel sind oder nicht. 

b) Durch drei Punkte im Raume, die nicht in einer und derselben Ge- 
raden liegen, ist stets eine Ebene bestimmt; und umgekehrt: dureh 
drei Ebenen im Raume, die nicht durch eine und dieselbe Gerade 
bindurchgehen, wird stets ein Punkt bestimmt. 

Dieser Schnittpunkt kann nicht nur in endlicher, sondern auch in 
unendlicher Entfernung liegen, und es sind in letzterem Falle die 
drei Schnittlinien je zweier der gegebenen Ebenen einander parallel. 
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c) 


d) 


Ueber die Anzahl der Geraden, Ebenen und Punkte. 


PML ALP 


— PPP PDP PP LL LC LL PP GL pe, 


Durch einen Punkt und eine Gerade ausserhalb desselben ist stets 
eine Ebene bestimmt; und umgekehrt: durch eine Ebene und eine 
Gerade ausserhalb derselben ist stets ein Punkt bestimmt. 

Dieser Schnittpunkt liegt entweder in unendlicher oder in end- 
licher Entfernung, je nachdem die Gerade der Ebene parallel ist 
oder nicht. 

Zwei Gerade, die durch einen und denselben Punkt gehen, liegen 
stets in einer Ebene; und umgekehrt: zwei Gerade, die in einer 
und derselben Ebene liegen, schneiden sich stets in einem Punkte. 

In beiden Fällen kann der Schnittpunkt in unendlicher oder in 
endlicher Entfernung liegen, je nachdem die Geraden parallel sind 
oder nicht. 


8.2. 


Um die zu entwickelnden Sätze so kurz und bündig wie möglich aus- 
zusprechen, mögen folgende Benennungen eingeführt werden. 


e) 


Wenn von x in einer Ebene oder im Raume gegebenen Punkten 
entweder alle oder nur eine bestimmte Anzahl y derselben eine 
solche Lage haben, dass weder die durch je zwei der letzteren be- 
stimmten Geraden durch einen der übrigen (x —2) Punkte, noch 
die durch je drei jener Punkte bestimmten Ebenen durch einen der 
übrigen (& — 3) Punkte hindurchgehen; — so sollen diese x oder 
y Punkte in der Ebene, beziehungsweise im Raume, vollständig 
frei heissen. 

Und umgekehrt: 
Wenn von x im Raume gegebenen Ebenen entweder alle oder nur 
eine bestimmte Anzalıl y derselben eine solche Lage haben, dass 
weder die durch je zwei der letzteren erzeugten Geraden mit irgend 
einer der übrigen (x — 2) Ebenen zusammenfallen, noch die durch 
je drei dieser Ebenen bestimmten Schnittpunkte in irgend eine der 
übrigen (x—3) Ebenen zu liegen kommen; — so fallen diese x oder 
y Ebenen vollständig frei heissen. 
Wenn von x Geraden, die sämmtlich durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen, entweder alle oder eine bestimmte Anzalıl y 
derselben eine solche Lage haben, dass die durch je zwei der letz- 
teren gelegten Ebenen durch keine der übrigen (r—2) Geraden 
hindurchgehen; — so mögen diese z oder y Geraden im Raume 
vollständig frei genannt werden. 

Und umgekehrt: 
Wenn von z Geraden, die sämmtlich in einer und derselben Ebene 
liegen, entweder alle oder eine bestiminte Anzahl y derselben cine 
solche Lage haben, dass die durch je zwei der letzteren entstehen- 
den Schnittpunkte auf keiner der übrigen (x — 2) Geraden liegen; 
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— so mögen diese x oder y Geraden in der Ebene vollständig 
frei genannt werden. | 
g) Sind in einer Ebene oder im Raume x Punkte gegeben, von denen 
ein Theil y auf mehrere Gerade oder Ebenen verthcilt ist, und es 
haben diese y Punkte eine solche Lage, dass keine Gerade, welche 
durch zwei auf verschiedenen Gebilden gelegene Punkte bestimmt 
wird, durch einen der übrigen (2 — 2) Punkte hindurchgeht, — und 
dass keine Ebene, die durch je drei, auf drei verschiedenen Ge- 
bilden liegende Punkte bestimmt wird, durch einen der iibrigen 
(z—3) Punkte hindurchgcht; — so sollen jene y Punkte in der 
Ebene, beziehungsweise im Raume, beschränkt frei heissen. 
Die gleiche Benennung mag unter analogen Voraussetzungen von 
Ebenen und von Geraden gebraucht werden. 
Mit Hilfe des Vorstehenden ergiebt sich unmittelbar die Auflösung der 
nachfolgenden sechs Hauptaufgaben. 


8. 3. 


I. Es seien in einer Ebenen Punkte gegeben; man ver- 
langt die Anzahl der durch sie bestimmten Geraden. | 

Lehrsatz. 1. Die Anzahl aller Geraden, welche durch n 
in der Ebene vollständig freie Punkte bestimmt werden, be- 
trägt zu (n—1). 

Denn jeder der n Punkte giebt mit jedem der noch übrigen (n—1) 
Punkte ebenso viele Gerade, so dass die Gesammtzahl der letzteren n(n 1) 
betragen würde. Da aber hierbei jede Gerade doppelt gezählt wird, näm- 
lich das eine Mal von dem einen der sie bestimmenden Punkte aus, das 
andere Mal von dem zweiten dieser Punkte, so ist die Zahl der wirklich 
vou einander verschiedenen Geraden nur 4n (n—1). 

Oder: 

Der erste der n Punkte giebt mit jedem der noch übrigen (n — 1) Punkte 
(n—1) Gerade. Ebenso erzeugt der zweite der n Punkte mit jedem der 
(1— 2) Punkte, welche mit Ausschluss des bereits verwendeten ersten 
Punktes noch übrig sind, neue (n— 2) Gerade; auf gleiche Weise der dritte 
Punkt neue (n— 3) Gerade u. s. f., bis endlich der (n — 2)'° Punkt mit den 
beiden letzten noch 2 Gerade, und der (2 — 1) te mit dem letzten aien Punkte 
noch 1 Gerade liefert. Die Anzahl aller möglichen Geraden ist demnach 

1+2+...+R—2)+(n—ı) ten, 

Lehrsatz 2. Die Zahl aller Geraden, welche durch 
n p Punkte einer Ebene bestimmt werden, von denen 9 
vollständig frei sind, die übrigen p hingegen in einer Gera- 
denliegen, istgleichl +47 g—ı) T4. 

Denn die p Punkte geben für sich allein 1 Gerade, während die o Punkte 


314 Ueber die Anzahl der Geraden , Ebenen und Punkte. 


deren 4 (y—1) bestimmen. Endlich liefert jeder Punkt der Gruppe p 
mit jedem Punkte der Gruppe g eine Gerade, wodurch noch pg Gerade 
erzeugt werden. d 

Zusatz. Es ist die verlangte Zahl auch gleich 

In (n—1)— $p (p—1) +1. 

Denn wären alle n Punkte vollständig frei, so würden sie Jn(n—1) Ge- 
rade geben. Es liegen aber p Punkte auf einer und derselben Geraden, 
also fallen alle durch diese p Punkte erzeugten Geraden, an der Zahl 
4p (p—1), in eine einzige zusammen, und die obige Zahl muss also um 
4p (p — 1) — 1 verkleinert werden. | 

Lehrsatz 3. Die Anzahl aller Geraden, welche in einer 
Ebene durch n=p, +p, beschränkt freie Punkte bestimmt 
werden, von denen p, auf einer Geraden, p, auf einer zwei- 
ten Geraden liegen, ist gleich 2+ p, P» 

Denn es giebt jeder Punkt der Geraden p, mit jedem Punkte auf p, 
eine Gerade; mithin ist die Zahl aller so entstehenden Geraden gleich 
pi Ps Und zu ihnen kommen noch die beiden Geraden, welche die ein- 
zelnen Punktmassen p, und p, enthalten. 


8.4. 

Die im vorangehenden Paragraphen entwickelten Sätze enthalten 
alles, was nöthig ist, um in jedem Falle die Anzahl der Geraden zu finden, 
welche in der Ebene durch Punkte bestimmt werden, die man in Bezug 
auf ihre Lage irgend welchen beliebigen Bedingungen unterworfen hat. 
Alle hier möglichen Fälle aufzustellen und für jeden derselben die ent- 
sprechende Formel zu entwickeln, würde zu maassloser Weitläufigkeit 
führen, ist aber auch ohne erheblichen Werth. Wie man sich in jedem 
einzelnen Falle zu verhalten hat, wird zur Genüge aus den nachfolgenden 
Beispielen erhellen. 

Aufgabe 1. Die Anzahl aller Geraden zu finden, welche 
in einer Ebene durchr=g-+p, +p,+...+pı Punkte bestimmt 
werden, von denen g vollständig, die übrigen nur beschränkt 
frei sind, und zu je pi, bz. . . Dr auf k verschiedenen Geraden 


* 


liegen. 

Auflösung. Zuerst liefern die 9 vollständig freien Punkte unter 
sich allein 4g (q— 1) Gerade. — Die beschränkt freien Punkte dagegen 
geben nicht nur die k Geraden, auf denen die einzelnen Punktmassen 
Pis Pa. . Dr vertheilt liegen, sondern auch die ganze Schaar der Geraden, 
welche aus der Verbindung eines Punktes der Gruppe p, mit einem Punkte 
einer anderen Gruppe p. hervorgehen. Da nun die Anzahl der Geraden, 
welche aus zwei solchen Gruppen hervorgehen, nach Lehrsatz 3 gleich 
pa pi sein muss, so wird die Gesammtzahl der Geraden aus allen & Grup- 
pen offenbar gleich: 
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Pi Pat Pi Pat Di Pet. o . F prm Pk T pri Pk 
werden, d. h. gleich der Summe der Binionen ohne Wiederholung aus den 
k Zahlen p, p, u. 8. w. Bezeichnet man daher diese Summe sur Abkiirzung 
mit E (pi. . px), so erhält man für die Zahl der Geraden, welche die be- 
schränkt freien Punkte unter sich erzeugen, den Werth k + Z. (pi. . px). 

Zu dieser Gesammtsumme kommen nun noch diejenigen Geraden hinzu, 
welche durch Verbindung eines Punktes aus der Gruppe g mit einem Punkte 
der Gruppen p hervorgehen, deren Zahl nach Lehrsatz 2 gleich 

q (pit Pet: . T pt) 
ist. 

Als Endresultat ergiebt sich daher die Summe: 

20 (21) + k+ (pipet ip T. . TDI) #9 (v T p. T. + px) 
== $9 (2 — 1) Hk+ 2 (4, pi, Ps... Pr). 

Zusatz 1. Liegen in einer Ebene n = p, + p, . . . Typ beschränkt 
freie Punkte, welche zu je pr, P: u. 8. w. auf k gerade Linien vertheilt sind, 
so ist die Zahl der durch sie bestimmten Geraden gleich der Summe der 
Binionen aus den Zahlen p., p, u. 8. w., vermehrt um die Zahl k, d. h. gleich: 

KAD, Pet pi T. . Pk- Pk. 

Zusatz 2. Sind in einer Ebene n = 1 + p, + p,+4+...+ pr beschränkt 
freie Punkte auf & Strahlen eines Strahlbüschels so vertheilt, dass einer 
von ihnen im Strahlencentrum, die übrigen zu je D, p:. . Dt auf den 
k Strahlen liegen, so ist die Zahl der hierdurch bestimmten Geraden eben- 
falls gleich: 

k + pı Pe T Py Pst +++ + Pet Pr. 

Aufgabe 2. Es seien in einer Ebenen Punkte gegeben, 
von denen g vollständig, die übrigen (n—g) aber nur be- 
schränkt frei sind, und auf k Strahlenbüscheln so vertheilt 
liegen, dass jedes der k Strahlencentra einen Punkt enthält, 
während auf 

m, Strahlen des ersten Büschels je p, p., pi DN 


e € Zë ver 
Me ose. ee 2 weiten De: De i DP: Pet 
u. 8. w. u. 8. w. 
H on of. 
Mk eo ee © © © e ON Zug er ae eee e Pk , Pk Dr ee. px 


der gegebenen Punkte zu liegen kommen. Man soll die An- 
zahl aller durch diesen Punkte bestimmten Geraden angeben. 
Auflösung. Man setze zuvörderst zur Abkürzung: 
mm, + m+... + m 
P= A + wi .* 
P= Pe T Pp. T. . . + pt 


pi p- po +...+ pm 
so beträgt die Zahl der gegebenen Punkte n = g +h + pı - + 
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und die Zahl der Strahlen, welche die k Büschel zusammen enthalten, ist 
gleich m. 

Zieht man zuerst alle Punkte, mit Ausnahme der k Strahlenmittel- 
punkte, in Betracht, so ist die Zahl der durch sie bestimmten Geraden 
nach Aufgabe 1 gleich der Summe der Binionen aus g und den m verschie- 
denen Zahlen der Form p}, vermehrt um die Grösse $ g(g—1) + m, 
d. h. gleich: 

Ay (@—1) +m+ 2, ,). 
Hierzu kommen nun zweitens die durch die k Centra noch entstehenden 
Geraden, welche in zwei Gruppen zerfallen. Die erste derselben wird 
durch die Geraden gebildet, welche die Strahlencentra unter sich bestim- 
men. Da es der Willkür überlassen ist, ob diese Centra unter einander 
vollständig oder nur beschränkt frei sein sollen, so bezeichne man die An- 
zahl der durch sie allein entstehenden Geraden mit &, ein Werth, der nach 
den bereits ermittelten Gesetzen in jedem Falle gefunden werden kann. 
Die zweite Gruppe von Geraden enthält dagegen alle diejenigen, welche 
durch Verbindung eines Centrums mit allen übrigen, nicht zu seinem Bü- 
schel gehörigen Punktmassen pt, sowie mit den Punkten q hervorgehen. 
Da hiernach jede Zahl pi mit (k—1) Strahlenmittelpunkten verbunden 
wird, so ist die Zahl der zweiten Gruppe gleich 
kq + (k—1) E (pt) = k E (9, pi) — 2. (pi), 
wenn man durch 2, (pt) die Summe der Unionen aus den m Grössen der 
Form p% bezeichnet. — Als Endresultat folgt daher für die gesuchte Zahl: 
kg ( -) + m+K (%, pi) + K E. (a pi) — E. (pi) 
== A d (7— 1) + m+ * + À (k, q, pi) — (— 2 -K). 

Zusatz 1. Sind die & Strahlencentra unter einander vollständig frei, 
so wird & == AK (k—1) und es kann der gefundene Endwerth in nach- 
stehende Form zusammengezogen werden: 

ba (211) + LA Kn —n + 2. (k,g, pi). 

Zusatz 2. Fallen die 9 vollständig freien Punkte gänzlich hinweg, 
so bleiben nur noch die auf den Strahlenbüscheln liegenden Punktmassen 
übrig, und es reducirt sich die Zahl der alsdann noch möglichen Ge- 
raden auf: 

dk (A+1) + n= nt E(k, pi). 

Aufgabe 3. Es seien in einer Ebenen=g+k+p,+p,4+... 
+p, Punkte gegeben, von denen g vollständig, die übrigen 
(n—g) nur beschränkt frei sind. Von den letzteren sollen 
k die Spitzen eines einfachen k Eckes bilden, während auf 
den einzelnen Seiten desselben noch ausserdem je p, po... Pk 
Punkte vertheilt liegen. Man verlangt die Anzahl aller Ge- 
raden, welche durch diese n Punkte bestimmt sind. 
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Auflösung. Zuerst geben die * Spitzen der Figur, da sie unter 
einander gänzlich frei sind, * (k —1) Gerade, in welcher Zahl natürlich 
die Seiten der Figur, auf donen die p,, P:. . . Dt Punktmassen liegen, mit 
einbegriffen sind. Ebenso geben diese p,, p, etc. Punkte unter sich 
Z (Pi: pe. . Pe) Gerade. Hierzu kommt aber zweitens die Zahl der Ge- 
raden, welche jede der & Spitzen mit den Gruppen p,, P: . Dt erzeugt, 
und zwar mit allen denjenigen, die nicht mit ihr zugleich auf einerlei Seite 
liegen. Da hiernach jede dieser Gruppen zwei Mal wegfällig wird, so 
beträgt die Gesammtzahl der so entstehenden Geraden: 

(* —2) (Pı t Pete. Dr) =k (py Het... +9) —2(n—g—k). 
Es liefern mithin die beschränkt freien Punkte unter sich | 

IX (kK—1) + Zr (bi . . br) HD + pt... +e) — 2 (n—g —k) 
== $k (k— 1) —2(n—q— k) + Z: (k, pı . pr) 
Gerade. — Da nun die g vollständig freien Punkte unter sich Ag (q—1) 
und mit-den übrigen (n—g) Punkten noch g (n—gq) Gerade erzeugen, so 
beträgt das Endresultat die Summe: 
49(9—1) 1K 4 —1) — 2065 —g— k) +3 (K, pi . PR) T9 (ktp Beck, 
+ D = 170 +3) T 1K K +3) — 2n ＋ E (kp... Pr) 

Zusatz. Fallen die g vollständig freien Punkte gänzlich weg, so 
bleiben nur noch die auf die Spitzen und Seiten des k Eckes vertheilten 
Punkte übrig, und diese erzeugen noch die Zahl von 

171 G0 - änt A (k, p. . pr) 


geraden Linien, mit Einschluss der Seiten der Figur. 


8. 5. 


II. Es seien im Raume n Punkte gegeben; man suche die 
Anzahl der durch sie bestimmten Geraden. 

Sind die gegebenen Punkte im Raume vollständig frei oder liegen sie 
entweder sämmtlich oder doch theilweise auf geraden Linien vertheilt, so- 
vie dies in dem Falle I angenommen worden, so gelten alle die unter I 
entwickelten Formeln, bei denen die gegebenen Punkte in einer Ebene 
lagen, auch jetzt noch, wo sie als im Raume liegend angenommen werden. 
Denn da durch zwei Punkte stets eine Gerade bestimmt wird, mögen nun 
jene in einer Ebene oder im Raume liegen, so ändert sich in den Schlüssen 
des Falles I nicht das Mindeste, wenn sie auf den vorliegenden Fall II an- 
gewendet werden. Neue Bestimmungen können hier erst dann eintreten, 
wenn die beschränkt freien Punkte auch auf Ebenen vertheilt sind. 

Lehrsatz A Sind im Raume n =q +r tr: +... trm Punkte 
begeben, von denen g vollständig, die übrig en nur beschränkt 
frei und zu je ri, r.. . ra aufm verschiedene Ebenen vertheilt 
zind, in denen sie beziehungsweise gi, 9: . . . 9% Gerade be- 
tinnen, — so ist die Zahl der durch sie erzeugten Geraden 


Bleich by (7 — 1) + (gi +9 T. +++ 9m) T E. (J, ri. Tal 
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Denn es geben die g Punkte unter sich 39 (g —1) Gerade, die Punkte 
hingegen, welche in denselben Ebenen liegen; beziehungsweise Ou, ge - + Jk 
Gerade, wodurch die beiden ersten Glieder der Formel erhalten werden. 
Sodann aber giebt jeder Punkt aus einer der Gruppen g, 7,, rz. fe mit 
jedem Punkte aller übrigen Gruppen noch eine Anzahl von Geraden, deren 
Summe der Summe der Binionen aus sämmtlichen Zahlen g, r.. rm gleich 
sein muss. 

Zusatz. Sind die Punkte einer und derselben Gruppe 7. in ihrer 
zugehörigen Ebene vollständig frei, so wird g; == Ir. (r. —1) und der oben 
gefundene Ausdruck verwandelt sich in: 

270 — 1) T gri C: — 1) + Ir. (. — 1) T. . tra ta 1) T2 , T 7e), 
ein Werth, der sich offenbar auf Än (n OU reducirt. 

In der That sind dann sämmtlichen Punkte vollständig frei, da die 
Gerade, welche zwei derselben verbindet, falle dieselbe nun in eine der 
gegebenen Ebenen oder in den Raum, doch durch keinen der übrigen 
(n— 2) Punkte hindurchgehen kann. 

Lehrsatz 5. Sind im Raume n=q+p,+...+ Pk de. 
+ rm Punkte gegeben, von denen g vollständig, die abriges 
(n—gq) aber nur beschränkt frei sind, und zwar zu je p,, p: Dk 
auf x Geraden und zu je r., r... . rn auf mEbenen liegen, in de- 
nen sie beziehungsweise gi, 9. . . Ge Gerade bilden; — so ist 
die Gesammtzahl der durch sie bestimmten Geraden gleich: 
240 — 1) T* + (gtg: Æ . 1 9m) + E (, bi Pis ri . + Tel 
Zuvörderst geben die (g +r, Tr. 1. . 1.) Punkte unter sich nach 
dem vorigen Lehrsatze die Zahl von 
47 (9 — 1) ＋ (91 tgrt... + 9) ＋ 2. (2, ri r. . . ra) 
Geraden. Die auf k Geraden vertheilten Punktmassen unter sich liefern 
dagegen nach Aufgabe 1, Zusatz 1 die Zahl von k+ £, (p, ... px) Geraden. 
Rechnet man hierzu noch die Geraden, welche jeder Punkt der Gruppe 
(Pi . . . pk) mit jedem Punkte der Gruppe (g, p, . . . pk) erzeugt, deren An- 
zahl gleich | 
(Pi TDT. etp) (2 Tr. Tr. 1. . +m) 
ist, so erhält man für die Gesammtsumme den Werth: 
$g (0—1) FAA tet. . Gm) T 28 (9, 1. . . ra) + 2 (pi . pr) 
t+ (DTP T. . T p) (Tr. trit... 7) 
= 177 — 1) HAAG + ga t. . . + 9m) + 2 (2, PI. . Pks ri. . ra) 

Zusatz. Sind die r; Punkte in jeder ihrer Ebenen unter sich voll- 
ständig frei, so bezeichne man g +r; Tr: . . ra =v; dann ist die 
Zahl der vorhandenen Geraden gleich: | 

bo (0—1) + (n—v) v +k + O . pa). 

Lehrsatz 6 Sind im Raume n=q<+h+r+r<+...+re 
Punkte gegeben, von denen g vollständig, die übrigen (n—9) 
nur beschränkt frei sind, und zwar auf m Ebenen eines 
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Ebenenbüschels so vertheilt liegen, dass À derselben in die 
Achse des Büschels, die übrigen zu jer,,r,...rnaufdieein- 
zelnen Ebenen fallen und in ihnen beziehungsweise 9,,9 . . Im 
Gerade erzeugen; — so beträgt die Zahl der durch diese 
nPunkte bestimmten Geraden 
+39 (g—1) + (91 + 9. ＋ e.o + 9m) +2 (9, h, 71 ra) · 

Denn es liefern zuerst die 9g +r, Tr. .. . rm Punkte unter sich 

nach Lehrsatz 4 die Zahl von 
17 (2 — 1) + (g9 T9. T. . + Im) ＋ 2. (2, ri. . Tm) 

Gerade, während die k Punkte unter sich nur eine einzige Gerade be- 
stimmen, nämlich die Achse des Büschels. Zweitens aber liefert jeder der 
Punkte À mit jedem der übrigen (n— h) Punkte eine Gerade, also & (2 +r, 
TT.. . Tra) in Summe, woraus sich denn die oben gefundene Formel 
sofort zusammensetzt. 

Zusatz. Nimmt man auch hier jede der r; Gruppen in ihrer Ebene 
als vollständig frei an, so verwandelt sich die Formel des Lehrsatzes in: 
4 (n—h) (n—h—1) T1 +h (n—h) = 14] (n—h) (n+ h—1), 
ein Ausdruck, der ungeändert bleibt, wenn g == 0 gesetzt und damit die 
ganze Masse der n gegebenen Punkte als beschränkt frei angesehen wird. 

Mittelst der vorstehenden Lebrsätze können nun alle Aufgaben über 
die Anzahl von Geraden, welche durch Punkte im Raume bestimmt sind, 
gelöst werden, mögen nun diese Punkte auf ganz beliebige Weise unter 
Strahlenbüschel und Ebenenbüschel vertheilt oder theilweise vollständig 
frei sein. Namentlich gehört hierher der Fall, wenn die Punkte auf den 
Ecken, Kanten und Greuzflächen eines Polyeders liegen. Indessen dürfte 
‘es überflüssig sein, länger hierbei zu verweilen, da die unter I gelösten 
analogen Aufgaben sattsam zeigen, wie man hierbei zu verfahren hat. 


8. 6. 


III. Es seien im Raume nPunkte gegeben; man suche 
die Anzahl der durch sie bestimmten Ebenen. 
Lehrsatz 7. Die Anzahl der Ebenen, welche durch n im 
Raume vollständig freie Punkte bestimmt wird, beträgt: 
n (n—1) (n—2) 
BEZE SE 
Jeder einzelne der n Punkte bestimmt mit den übrigen (n—1) Punk- 
ten so viele Ebenen, als diese (n— 1) Punkte unter sich verschiedene Ge- 
rade erzeugen, nämlich 4 (n — 1) (n — 2). Die Gesammtzahl aller Ebenen 
würde demnach n (n —1) (n— 2) sein, wenn dabei nicht jede Ebene drei 
Mal gezählt wäre, indem sie nämlich von jedem ihrer drei bestimmenden 
Punkte aus einmal in Rechnung genommen worden ist. Die wahre Anzahl 
aller Ebenen beträgt daher nur den dritten Theil der vorhin gefundenen 
Summe. 
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Lehrsatz 8. Die Anzahl der Ebenen, welche im Raume 
durch n=q+p Punkte bestimmt werden, von denen g voll- 
ständig frei sind, die übrigen p hingegen in einer Geraden 
liegen, — beträgt: 

g+397(9—1)p +349 (@—1) (g —2). 

Denn die Gerade p giebt zuvörderst mit jedem der g freien Punkte 
eine Ebene, also zusammen g Ebenen. Sodann bestimmt jeder einzelne 
Punkt der p mit jeder der 39 (g —1) Geraden, welche die Gruppe g unter 
sich erzeugt, eine neue Ebene, wodurch 39 ( — 1) p Ebenen entstehen. 
Endlich geben die g Punkte unter sich noch #47 (g—1) (¢—2) Ebenen, 
womit die im Lehrsatze angegebene Gesammtzahl erfüllt ist. 

Lehrsatz 9. Die Anzahl der Ebenen, welche durch n==q-+r 
Punkte im Raume erzeugt werden, von denen g vollständig 
frei sind, während die übrigen r in einer Ebene liegen und 
in derselben gGerade bilden, — beträgt: 

l+q9+497(9—1) r +a (g—1) (2— 2). 

Denn zuerst geben die r Punkte unter sich r Ebenen und die g Punkte 
unter sich deren 3) (g—1)(¢—2). Sodann liefert jede der g Geraden in 
der Ebene r mit jedem Punkte der Gruppe g eine Ebene, also in Summe 
gg Ebenen; und umgekehrt bestimmt jede der $g („—1) Geraden aus der 
Gruppe gq mit jedem Punkte der Gruppe r gleichfalls eine Ebene, also zu- 
sammen 39 (g—1)r, womit die im Lehrsatz u Gesammtzall er- 
füllt ist. 

Zusatz. Sind die r Punkte in ibrer Ebene vollkändie frei, so wird 
g = $r (r—1) und damit erhält man als die höchste Zahl von Ebenen, die 
durch die n = g + r Punkte bestimmt werden, die Summe: | 

1+4r(r—1)g9+r.49(g—1)+ #9 (g —1) (g —2) 
= 1+ gn (n—1) (n— 2) — Ar (r—1) (r—2), 
ein Resultat, welches dem in Lehrsatz 2, Zusatz 1 erhaltenen analog ist, 
und sich ganz auf dieselbe Art, wie dieses, auf den Lehrsatz 7 zurück- 
führen lässt. 

Lehrsatz 10. Die Anzahl der Ebenen, welche durch 
n=p-+r Punkte im Raume bestimmt werden, von denenp in 
einer Geraden, die übrigen r hingegen in einer ausserhalb 
dieser Geraden liegenden Ebene enthalten sind, in welcher 
sie gGerade arzeugen, — beträgt: 

| i+pgtr. 

Es geben nämlich die r Punkte unter sich 1 Ebene; sodann liefern die 
durch diese r Punkte bestimmten Geraden g mit den p Punkten der gege- 
benen Geraden pg Ebenen; und endlich entstehen durch die Verbindung 
dieser letzten Geraden mit jedem der r Punkte noch r verschiedene 
Ebenen. 

Zusatz. Sind die r Punkte in der Ebene vollständig frei, so erhält 
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man als die höchste Zahl von Ebenen, die durch die p + r Punkte erzeugt 
werden kann, die Summe: 
1+ hr (r—1) ptr. 

Lehrsatz 11. Die Anzahl der Ebenen, welche durch 
n—g+p+r Punkte im Raum bestimmt werden, von denen 9 
vollständig, die übrigen beschränkt frei sind, und zwar so, 
dass p derselben auf einer Geraden, die übrigenr aufeiner 
Ebene liegen, in der sie gGerade erzeugen, — beträgt: 

I1+47@ -D@—- 2) tg (0 T (rtp) ＋ 1002-1) CT) T pr. 

Die aus den n Punkten hervorgehenden Ebenen sind erstens solche, 
welche aus den Punkten der einzelnen Gruppen q, p, r unter sich bestimmt 
werden, nämlich aus r nur eine, aus p gar keine und aus g deren }4 (q—1) 
(g—2). Damit sind die beiden ersten Glieder des obigen Resultates ge- 
wonnen. 

Sodann folgen die Ebenen, welche aus je zwei Punkten der einen 
Gruppe und je einem der übrigen beiden Gruppen entstehen, oder mit an- 
deren Worten, die Ebenen, welche durch eine Gerade der einen und einen 
Punkt einer anderen Gruppe erhalten werden. Es liefern aber die g Ge- 
raden der Gruppe r noch 909 +p) Ebenen, die eine Gerade der Gruppe 
p noch p (g+r) Ebenen und endlich die 37 (g-=1) Geraden der Gruppe 9 
noch 39 (q —1) (p +r) Ebenen, womit die drei nächsten SES der obi- 
gen Gegammtsumme gefunden sind. 

Endlich sind noch die Ebenen hinzuzuzählen, welche durch je drei 
Punkte der drei verschiedenen Gruppen gebildet werden, und deren Zahl 
nach combinatorischen Gesetzen gpr beträgt. 

Lehrsatz 12. Sind im Raume n=q p tpit. TDI Fr, Tr. + 
...+rm Punkte gegeben, von denen g vollständig, die übri- 
gen (n—q) nur beschränkt freisind, und zwar in Gruppen von 
je Pis pz. . Dk auf k verschiedenen Geraden und in Gruppen 
VON je ri, r: . Tm aufm verschiedenen Ebenen liegen, in denen 
sie beziehungsweise g., 9: . . . 9 Gerade bestimmen; — so ist 
die Zahlallerdurch diesen Punkte erzeugten Ebenen gleich: 

ꝶmTnIK tg Hgt... 1 9 ＋ 17 (2 — 1) ＋T E, (J, pi. . pr, ri. . . Tel 
— (Pie Pe . . 4b) — (Oi rs + Gala T. Im rm) 17111) 22 — 1). 

Werden die einzelnen Bestandtheile der Gesammtsumme ganz in der- 
selben Weise entwickelt, wie dies im vorangehenden Lehrsatze geschah, 
so erhalten wir zunächst für die Zahl der Ebenen, die durch die Punkte 
der Gruppen 9, p., ra unter sich erzeugt werden, die Werthe m, 0, $¢(¢—1) 
(7 — 2). 

Nimmt man zweitens die Ebenen, welche durch die Geraden aus 
einer Gruppe und alle Punkte der übrigen Gruppen erzeugt werden, so er- 
hält man für die Gruppen r die Summe: 
gi (n ri) $92 (u -r.) T. . 9 (u -r) =n (919: T. Tg = (ii. 9 rm). 
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während dagegen die Gruppen p den Werth: 

(n—p,) ( -p.) +... + (n— pi) = kn — (p. tet... T pr), 
und die Gruppe g den Werth 497 ( — 1) (n—gq) giebt. Die Gesammtzahl 
dieser zweiten Reihe von Ebenen beträgt daher: 

n T. . TXT (2-1) - (ri. Tr) (Di. Apr) - 39° (9-1). 

Endlich hat man noch die Ebenen zu zählen, welche durch je 3 Punkte 
dreier verschiedener Gruppen entstehen. Ihre Anzahl ist aber gleich der 
Summe der Ternionen ohne Wiederholung aus sämmtlichen (m+ k + 1) 
Gruppenzahlen, d. h. gleich Z; (, Di. . pe, ri. . In). Die Vereinigung 
dieser drei Partialsummen in eine Gesammtsumme liefert unmittelbar die 
im Lehrsatze angegebene Formel. 

Zusatz 1. Sind die r; Punkte, welche in einer einzelnen Ebene lie- 
gen, unter sich vollständig frei, so wird allgemein g; = Ir. (r. —1) und 
man erhält dann für die höchste Zahl von Ebenen, welche unter den Vor- 
aussetzungen des Lehrsatzes noch möglich sind, den Werth: 


m+ — 2 121 rs C- + re (re 1) + + rm (-i) + 9 (4 — 1) 


+ 2, (J . . Prs r. . re) : 
— (pt p: + pr) - Ari. —1) + r (re — 1) +... + rm (rom A) 
-3@+1)2@—1), 
der sich auch leicht unter folgende Form bringen lässt: 
m vn Pki Die r) 


10 Tre nit ett, ra) gt + 


tra) 

Zusatz 2. Sind im Raume n == q +r, +r,+..rm Punkte gegeben, 
welche den im Lehraatze angegebenen Bedingungen entsprechen, 80 ist 
die Anzahl der durch sie bestimmten Ebenen noch: 

m I Egt.. + Gm + 4207 — 1) Sien, rm) 
—ıgın tert. + 9m Tmt — 3 (9 +1) 9 ( — 1), 
also im giinstigsten Falle, wenn jede der r Punktgruppen in ihrer Ebene 
vollständig frei ist: 

m— gn? + gg (g— 1) (2— 2) + E, (g. .. rm) 

—hiPtretrit+. tra} t+ (atl) Ie rr dét $ ait 

Zusatz 3. Sind im Raume n =q + pi + Ppe+..+ px Punkte ge- 
geben, welche den im Lehrsatze angegebenen Bedingungen entsprechen, 
so ist die Anzahl aller durch sie bestiminten Ebenen gleich: 

n}(k—1) +49 (¢—1)} — 37 + 2) ( — 2) + Z, (9. pi . pal. 

Zusatz 4 Liegen im Raume n=p,+py+..+ petr tr + 
Tr beschränkt freie Punkte, von denen je p,, p:. . r auf k Gerade und 
je ri r.. . rm auf m Ebenen vertheilt sind, in denen sie beziehungsweise 
Jis Je + Im Gerade erzeugen; — so beträgt die Gesamtzahl der durch sie 
bestimmten Ebenen: N 
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m+n (ktg, ＋ 92 T. . + 9m) + Z (O. . Pky ri re) 
— (Pit pet. . Fae) — (91 r. +9272 T. . + Gm rm); 


also im günstigsten Falle, wenn alle r; Punkte in ihren Ebenen vollständig 
frei sind: 
mn (K- 1) + Z. (I . pr ri . Ta) — 161. 7) 
n +1 n—2 
+ t CT . Hra) (nit. Hm) 


Zusatz 5. Die Anzahl der durch n = p, +p: . . T p beschränkt 
freie Punkte bestimmten Ebenen beträgt, wenn je p., p.. . px Punkte in 
k Geraden liegen: 


n (k— 1) + Z, (mie pu). i 
Zusatz 6. Liegen im Raume n =r, Tr. +.. Tru beschränkt freie 
Punkte, von denen je 7,, ri. fo in m verschiedenen Ebenen enthalten 
sind und in diesen beziehungsweise g., 9. . . 9m Gerade bilden, so ist die 
Gesammtzahl der durch sie bestimmten Ebenen gleich: 
m+ n (g, T 92 T. . ＋ 9) — (ar Tri T. . + 9m rm) ＋ E, (rires. ra), 
also, wenn jede r; Punkte in ihrer Ebene vollständig frei sind: 


m— An — (ri T.. ) ＋ 1061 ＋ 1) (rt Tr.: +. 17) + Z (ri. . Tn). 
§. 7. 


IV. Es seien in einer Ebenen Gerade gegeben; man suche 
die Anzahl der durch sie bestimmten Schnittpunkte. 

Lehrsatz 13. Die Anzahl der Schnittpunkte, welche in 
einer Ebene durch n vollständig freie Gerade erzeugt wer- 
den, beträgt: 

An (n — 1). | 

Lehrsatz 14 Die Anzahl der Schnittpunkte, welche 

a=g+it4+--+4 in einer Ebene liegende Gerade erzeu- 


gen, von denen 9 vollständig, die übrigen hingegen be- 


schränkt frei sind und zu je , . . h durch KI in endlicher oder 
unendlicher Entfernung gelegene Punkte hin durchgehen; — 
beträgt: 

k+ 4g (2 —1) T Z. (J. 11 . tx). 

Zusatz. Fallen die vollständig freien Geraden hinweg, so dass nur 
noch die Strahlen der & Strahlenbüschel oder Strahlenbündel übrig bleiben, 
so reducirt sich die Anzahl aller noch möglichen Schnittpunkte anf: 

k+ Z,. ( by . fr 

Die Beweise dieser Sätze sind denen der Aufgabe J vollständig ana- 
log und können aus letzteren unmittelbar erhalten werden, wenn man in 
ihnen überall statt Punkt und Gerade beziehungsweise Gerade und Punkt 
substituirt. Es kann daher die weitere Untersuchung der im vorliegenden 
Falle möglichen Aufgaben umsomehr erspart werden, als die Endformeln 


mit denen der No. I (mutatis mulandis) völlig übereinstimmen müssen. 
23* 
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V. Es seien im Raume nGerade gegeben; man suche die 
Anzahlder durch siebestimmten Schnittpunkte und Ebenen. 

Da zwei Gerade im Raume nur dann einen Schnittpunkt besitzen, 
wenn sie in einer Ebene liegen, ‚und nur dann eine Ebene bestimmen, 
wenn sie durch einen Punkt hindurchgehen, so folgt, dass die Aufgabe 
nur unter den beiden bestimmten Voraussetzungen lösbar ist, dass alle Ge- 
rade entweder durch einen Punkt oder durch eine Gerade hindurch- 
gehen. | 


A. Sämmtliche Gerade gehen durch einen und denselben 
Punkt. 


Lehrsatz 15. Liegen von nGeraden, die durch einen und 
denselben Punkt gehen, nie mehr als zwei in einerlei Ebene, 
so bestimmen dieselben S 

1 Schnittpunkt, 
| In (n—1) Ebenen. 

Lehrsatz 16. Gehen im Raumen=qg TH +,+..+1 Ge- 
rade durch einen und denselben Punkt, und sind von ihnen 
q unter sich vollständig, die übrigen aber nur beschränkt 
frei, so dass je l, h. . ü derselben ink verschiedenen Ebenen 
liegen, so werden durch diese n Geraden bestimmt: 

1 Schnittpunkt, 
* +49 (62 — 1) + Z (q, fl . t) Ebenen. 

Den Beweis dieser Sätze erhält man unmittelbar aus No. I, wenn 
man durch das System deren gegebenen Geraden, jedoch ausserhalb ihres 
gemeinschaftlichen Schnittpunktes, eine Ebene legt. Jede der n Geraden 
wird in dieser Ebene durch ihren Schnittpunkt mit letzterer vertreten, und 
ebenso findet sich jede der durch zwei der n Geraden bestimmten Ebenen 
durch die Schnittlinie repräsentirt, welche sie mit der Hilfsebene bildet. 
Die Aufgabe kommt daher gänzlich auf die der No. I zurück. 


B. Sämmtliche Gerade gehen durch eine und dieselbe 
Gerade. 


Lehrsatz 17. Durchn=k+1 Gerade im Raume, von denen 
k durch eine und dieselbe (k+1)'* geschnitten werden, übri- 
gens aber unter einander vollständig frei sind, werden be- 
stimmt: k Schnittpunkte und 
k Ebenen. 
Denn jede der kGeraden bildet mit der letzten (4+1)'° einen Schnitt- 
punkt und giebt mit ihr zugleich eine Ebene. 
Lehrsatz 18. Es seien im Raume n 1K TI T. . +4 Ge- 
rade gegeben, von denen je , . . . k räumliche Strahlen- 
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büschel bilden und in jedem derselben beziehungsweise je 
e, e: . . Ek Ebenen bestimmen, sonst aber vollständig frei sind. 
Wenn nun die Centra aller & Büschel auf einer und derselben 
uten Geraden liegen, so werden durch die Linien überhaupt 
bestimmt: 
k Schnittpunkte und 
(n—1) + (e. +e, . . 1 e) Ebenen. 

Denn ausser den e, Ebenen, welche die Strahlen jedes Büschels unter 
einander erzeugen, liefert auch die Verbindungslinie der k Büschelcentra 
mit jeder der übrigen (#—1) Geraden noch eine Ebene. 

Zusatz. Sind die Strahlen jedes Büschels unter sich vollständig frei, 
so ist e, = bl; ( — 1), und man erhält für die Gesammtzahl der möglichen 
Ebenen die Summe: 

Ali — 1) T -) T.. 14 (½ — 1) + G -) T +) 
+ }(n—1). 

Das Vorstehende reicht vollkommen hin, um in jedem zusammenge- 
setzteren Falle, der hier etwa vorkommen michte, die verlangten Zahlen 
zu finden, weshalb cin Eingehen in grösseres Detail füglich unterlassen 
werden kann. 

§. 9. 


VI. Es seien im Raumen Ebenen gegeben; man suche die 
Anzahl der durch sie bestimmten Schnittlinien und Schnitt- 
punkte. 

Lehrsatz 19. Durch nim Raume me freie Ebenen 
werden stets bestimmt: 

Än (n—1) Schnittlinien, 
zu (n—1) (a — 2) Schnittpunkte. 

Die Beweise sind genau denen ähnlich, welche in Lehrsatz 1 und 7 
für die analogen Sätze geführt worden sind, und werden aus letzteren un- 
mittelbar erhalten, wenn man in ihnen die nt Punkt und Ebene 
unter einander vertauscht. 

Zusatz. Gehen alle n Ebenen durch einen und denselben Punkt, 
bleiben aber im übrigen vollständig frei, so geben sie nur noch 1 Schnitt- 
punkt und In (n—1) Schnittlinien. Gehen dagegen die n Ebenen alle 
durch eine Gerade, so giebt es nur noch diese eine Schnittlinie und gar 
keinen Schnittpunkt. 

Lehrsatz 20. Sind im Raume n==q +4, +, +..+4+s tst.. 
+s, Ebenen gegeben, von denen g vollständig, die übrigen 
( -g) hingegen nur beschränkt frei sind, undzwar in Grup- 
pen von je 4,%,..% durch k Gerade und in Gruppen zujes,, 
3. . % durch m Punkte hindurchgeben, wobei jede der Grup- 
pen s unter sich beziehungsweise g, 9: . Gm Schnittlinien ge- 
ben; — so werden durch alle diese n Ebenen bestimmt: 
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17 (q—D TT (gtg . . + 9m) ＋ Z. (Y, ki . le, S. . 5) Schnittlinien, 
m Tn IKT. T9 . . 19 5 ＋ 17 (7 — 1) + Zs (7,11 . , S . . Im) 
— (H T.. +4) (Gi Si T9282 + . 1 9m 8m) — }(g+1)g(g—1) 
Der Beweis der Formel für die Schnittlinien ist analog dem des Lehr- 
satzes 5, hingegen der fiir die Schnittpunkte dem des Lehrsatzes 12, und 
es lassen sich daher fiir besondere Annahmen auch hier alle die Special- 
formeln entwickeln, welche in den Zusätzen zu jenen Paragraphen aufge- 
stellt worden sind. — Bei der vollkommenen Analogie, die zwischen No. VI 
und No. II und No. III herrscht, erscheint daher eine weitere Verfolgung 
dieses Gegenstandes als völlig überflüssig. 
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Kleinere Mittheilungen. 


XXV. Bemerkungen über confocale sphärische Kegelschnitte. Von 
Dr. HEILERMANN, Director der Provinzial- Gewerbeschule zu Coblenz. 

8.1. Es seien CD und CE, wie in den früheren Mittheilungen Band 6, 
zwei sich rechtwinklig schneidende Coordinatenachsen und in Bezug auf 
dieselben | 

i Ma 

lang a lang b 

2 


7 


a? , 

H —— 
tang’ a, ` tang? b, 

die Gleichungen zweier confocalen Kegelschnitte. Wird, wie früher, 


cos a cos b 


== cos 
cosa, cos 0. z 


gesetzt, so ergiebt sich leicht aus den vorstehenden Gleichungen 
tang? a — tang’ u tang? b — tang?’ u 
l + lang? u 1 ＋ tang u 
In den Kegelschnitten 1) wähle man zwei beliebige entsprechende 


Punkte (£7) und (2%) und ziehe nach dem Mittelpunkte C die Halbmesser 
o und r, es sei also 


2) lang o = , lang? b, = 


E ` langa fang b 


z lang a: „lung b. 


und 
lung o = EI Le, tangr= 2? ku, 
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Wenn man diese Gleichungen verbindet, so entsteht zunächst i 
lung? a tang? b 
tang r = - u "LE A ! 

lang’ a lang? b 


und durch Anwendung der Gleichungen 2) 


, gf 


una (= a — lang u p tang? b SS Ge d 7 
tang’ a tung’ b 1 + lang’ u 
+n? —tang'u tango — lunge n 
I E tang? u I fang ene 
Dieser Zusammenhang lässt sich auch einfacher durch die Gleichung 
3) cos o == cos r cos u 


darstellen, und hiernach sind in zwei confocalen sphärischen 
Kegelschnitten je zwei Halbmesser, welche nach entspre- 
chenden Punkten gezogen werden, Hypothenuse und Kathete 
eines rechtwinkligen Dreiecks, von welchem die andere Ka- 
thete constant ist. 

§. 2. Aus dem vorstehenden Satze, welcher der bekannten Eigen- 
schaft der ebenen Kegelschnitte und Flächen zweiten Grades genau ent- 
spricht, lässt sich wieder ein anderer Satz entwiekeln. Es seien in den 
confocalen Kegelschnitten 1) ausser den entsprechenden Punkten (ën) und 
(xy) noch die entsprechenden Punkte (Ga) und (nl gegeben und die 
Hauptbogen, welche (Gol mit (z,y,) und (5, gl mit (xy) verbinden, durch 
d und d, bezeichnet. In diesen Zeichen ist (vergl. Gudermann’s analyt. 
Sphärik $. 6) LHir, tny, 

VITE VI HE Hy 
14TH tmy 
Vit tn e 
Dazu ist nach dem vorhergehenden §. 
cos M = cos r cos u, 


cos d = 


cos d, = 


oder 
1 cosu 
Vi Vitt 
und 
EE ER Er cos H 
Vitte + Vi Tai EA 
folglich 


Vetter = pi tert‘. 
Da ferner (En) und (xy), sowie (Fi Ut) und (x, y,) entsprechende 
Punktenpaare sind, also 


E tanga n lang b 
x tanga,’ y lang b. 
E langa u, lang b 
z, lang d, y, lang b. 
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so ist auch 
gz, = HT, nf = MY, 
und 
ITE. TY. IT MTT my. | 

Die oben angegebenen Ausdrücke für cos d und cos d, stimmen also 
im Zähler und Nenner überein und es ist 

4) d == d,. 

Hiernach haben die sphärischen Kegelschnitte mit den ebenen und 
den Flächen zweiten Grades auch folgende Eigenschaft gemeinsam: 

Werden zwei beliebige, in zwei confocalen sphärischen 
Kegelschnitten gelegene Punkte durch einen Hauptbogen 
verbunden, so ist dieser Bogen gleich demjenigen, welcher 
die entsprechenden Punkte verbindet. 

'8. 3. Wenn die rechtwinklig sich schneidenden Coordinatenachsen 
CD und CE von dem Hauptkreise 

x yo 
tung a tangB ` 
in den Punkten A und B geschnitten werden, so ist 
a = CA, B CB. 

Wird noch vom Anfangspunkte C auf den Hauptkreis 5) die Senk- 
rechte CL gefällt und der Winkel ACL mit e bezeichnet, so ist in den 
rechtwinkligen Dreiecken 4CL und BCL 

tang CL = tang a cos ꝙ = tang B sing. 
Soll nun auf dem Hauptbogen CZ ausserdem auch der Hauptkreis 
T yY _ 
tanga, tangB, — 
im Punkte L, senkrecht stehen, so ist auch 
tang CL, == tang a, cos ꝙ = tang B, sing, 


folglich 
5) tang CL lang a lang 8 | 
tung CL, tanga, lang 8 

Da diese Proportionen von dem Winkel e, welchen die Senkrechte 
CL mit der ersten Achse bildet, unabhängig ist, so wird durch dieselben 
folgende Eigenschaft ausgedrückt: 

Wenn auf einem Hauptkreise zwei andere senkrecht 
stehen, so schneiden diese auf allen Hauptkreisen, welche 
durch denselben Punkt des ersteren gehen, Stiicke ab,. de- 
ren trigonometrische Tangenten proportional sind. 

Wegen dieser Eigenschaft, welche an die Parallelen erinnert, mögen 
hier die Hauptbogen, welche auf einem durch den Mittelpunkt C gehenden 
Hauptkreise senkrecht stehen, gleichgerichtet genannt werden. Der 
Punkt, wo gleichgerichtete Hauptkreise sich schneiden, liegt in der Co- 
ordinate DE, d. i. in dem Hauptkreise, dessen Mittelpunkt C ist. 
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8. 4. Die Hauptkreise, welche die confocalen Kegelschnitte 1) in den 
Punkten (5 ½) und (zy) berühren, sind 


5 N SES 
6) una © mage À 
T y 
* ter —— D = 
99) tanga, + tang? b, a 


und die Senkrechten p und o, welche vom Mittelpunkte C auf diese gefällt 
werden, sind bestimmt durch 
1 ur E 1 
7 (ongf p lang a + tang*b’ 
1 a? y? 
de Fe ar 
lang’ o tanga, lang bh 
Sollen nun die Bertihrenden 6) gleichgerichtet sein, so ist 
8 taug a, ; tang? a = tang b. tang! b | 
x 5 vn 


Aus diesen Proportionen ergiebt sich sogleich 
tang o W 5 lang a 
lang’ p tang'a, tanga 
tang ? % i ? tang? b, 


7*) 


U 


tang? p lang b; tung 
und weiter durch ee dieser Werthe unter Anwendung der Glei— 
chung 1?) tang’ o ` E tang? a, gf langt h, 
lang y (omg a lang b i 
Werden nun noch für tang? a, und fang, die Werthe 2) eingesetzt, so entsteht 
tang’ q vers (lang a - ang), xf (tang*b — tung: — 1 
tang? p p tang‘ a tang‘ b 1 + tang? u 


n? ( E: 1 1 
are a + lang? b nu a tang a + 5) | ° 1+ tang pu? 
und durch Einsetzung der Werthe 1) und 7) 
lang:? (1 — tang* SC 1 
tang?p lang? p) ` 1 + lang? u 
Hieraus folgt die Gleichung 


tang? p — lang? 
i a See lung: SCH 
und mit dieser ist die einfachere | 

8) cos p == cos Y COS u 
gleichbedeutend, welche folgenden Satz enthält: 

Werden zwei confocale sphärische Kegelschnitte von 
gleichgerichteten Hauptbogen berührt und auf diese vom 
Mittelpunkte Senkrechten gefällt, so sind diese immer Hy- 
pothenuse und Kathete einesrechtwinkligen Dreiecks, des- 
sen andere Kathete constant ist. 
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XXVI. Bemerkung über die Rectification der Ellipse. — Unter den 
verschiedenen Formeln zur Rectification eines aus den Halbachsen a und 
b construirten Ellipsenquadranten empfiehlt sich für die gewöhnlichen Fälle 
am besten die Legendre’sche Formel“ 


E=}n(atb) alte 7 Lu. (ES) + 


del den Ausdruck 


worin der Coefficient von = 
a 


(er rd 
2.4.6.8...(2n) 
er bis bei sehr excentrischen Ellipsen dagegen differirt der 


Quotient — so wenig von der Einheit, dass die Reihe zu langsam für 


ve e 
die numerische Rechnung convergirt. Nun hat zwar Legendre noch eine 
zweite, auf den letzten Fall passende Formel gegeben, aber die Ableitung 
Legendre’s geniigt den heutigen Forderungen nach Strenge nicht, und 
wenn man diesen Mangel beseitigen will, so wird man zu einem Gedanken- 
gange genöthigt, der wenigstens fiir den ersten Unterricht in der höheren 
Analysis nicht verwendbar ist. Vielleicht wird man folgende Entwicke- 
lung brauchbarer finden. | 


Bezeichnet P das Verhältniss =, so ist 


In A 
z=a fy cos'p + B* sin’ EL =a feos Vi B* ang" dy; 
0 | 0 


innerhalb des Integrationsintervalles p = 0 bis =} bleibt ß tang 
nicht immer < 1, daher lässt sich 7/1 + $? tang? e mittelst des binomischen 
Satzes nicht entwickeln und folglich giebt es auch für Æ keine Reihe, 
welche schlechthin nach Potenzen von B fortschreitet. Um diesem Uebel- 
stande auszuweichen, muss man das Integrationsintervall verkleinern, und 
hierzu dient der Fagnano’sche Satz, dessen Beweis mittelst der Substitu- 


tion tang ꝙ =- tang œ leicht zu führen ist. Nennen wir y, die Amplitude, 
welche durch die Gleichung | 


a 1 
mo = = 


bestimmt wird, s, den zugehörigen, vom Endpunkte der kleinen Halbachse 
an gerechneten Ellipsenbogen, und sz den Ergänzungsbogen, so haben wir 


nach dem Fagnano’schen Satze 
$i == Se = à — b, 


*) Vergl. Jahrg. II (1857) d. Zeitschr. S. 49 und 414. 
/ 
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ferner 
81 T3. E, 
mithin 
E D 2s, — (a—b) = 2s, — a (1 — B) 
und zugleich ist 
Pi 


$= a feos p V1i+B? tang’ p dy. 
0 
Mit Hilfe der Substitution 


tang ¢ = 


VB 


SE eil Ve Gray 


und durch theilweise e 


u? du 
= $ jrs 


Hier kann (1 + But) } nach dem binomischen Satze entwickelt werden, 
und man kommt dann auf einzelne Integrale von der Form 


a 
wird daraus 


vin du 
d Vatu 


Die Berechnung derselben Ge am bequemsten durch eine Re- 
cursionsformel, nämlich 


A, = . 
A, =t — (2n—1) 41 B 


2n 


r == 


re) 


und es ist dann 
s == a}1— A,B + 14.6 — 


E=28,—a 1 
Als Beispiel mag die Annahme a=1, 6 = 0, 1 dienen, für welche 

mein College, Herr Professor Fort, die Rechnung auszuführen die Güte 
hatte. Es findet sich 

A, == 0, 4309768680, 4. == 0, 2298789469, 

A, = 0, 1556448958, A, = 0,1174821 776, 

A, = 0,09 43074888, As == 0,0787558842, 

A, = 0,0676018713, 4, == 0 05021. 


6 K . , 
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ES tel 8 
1=1 
A,B = 0,0430976868 (—) 
0,9569023132 
4 4, B® = 0,0011493947 (+) 
0,9580517079 
> 4. B® = 0,0000583668 (—) 
0,9579933411 
o E (+) 
0,9579970124 
== 0,0000002579 (—) 
09579967545 e 
wé As B® = 0,0000000194 (+) 
0,9579967739 
= 0,0000000015 (—) 
0,9579067724 
CH 4n B° = 0,0000000001 (+) 
8, = 0,9579967725 
E = 1,015903545 
tibereinstimmend mit den Tafeln von Kulik. Da die obige Reihe mit 
wechselnden Zeichen convergirt, so liefern je zwei aufeinander folgende 
Zahlenwerthe zwei Grenzen, zwischen denen s,. liegt, und ist also eine 
Restuntersuchung überflüssig. . SCHLÔÜMILCH. 


XXVIL Ueber die Gleichgewichtscurve einer proportional dem Wege 
ihres Angriffspunktes sich veränderten Kraft. Von Ep. Jac. NoEGGERATE, 
Lehrer an der königl. Provinzial- Gewerbeschule in Saarbrücken. 

1. Wenn eine veränderliche Kraft P, in der Richtung ihres gerad- 
linig fortschreitenden Angriffspunktes proportional dem zurückgelegten 
Wege abnimmt, so kann dieselbe in jeder Lage durch eine constante Kraft 
O im Gleichgewicht erhalten werden. Die Richtung der constanten Kraft 
werde bei diesem Vorgange als unveränderlich angenommen und ausserdem 
vorausgesetzt, dass deren Angriffspunkt in einer Curve fortschreitet und 
mit dem Angriffspunkt der veränderlichen Kraft P, durch einen gewicht- 
losen und undehnbaren Faden derartig verbunden ist, dass derselbe, von 
beiden Kräften angezogen, mit dem einen Endpunkt in der Richtung der 
Kraft P. sich bewegt, während von dem anderen, sich auf der Curve be- 
wegenden Endpunkt aus sich ein Fadenstück über einen festen Punkt die- 
ser Curve als Sehne einspannt. Sei (Fig. 1) P, die proportional dem Wege 
z abnehmende Kraft, a deren Angriffspunkt, BN die Führungscurve der 
constanten Kraft Q, d. h. die Gleichgewichtscurve der veränder- 
lichen Kraft P., und seien 4 und B feste Punkte, über welche der die 
Angriffspunkte a und 5 verbindende Faden hingleitet. Bezeichnet alsdann 
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noch 4A. =r den Weg, während dem die Kraft P, von P bis 0 abnimmt, 
und ist die Fadenlänge so abgemessen, dass, wenn der Angriffspunkt a 
sich in 4, befindet, der Angriffspunkt b in B lief und in dieser Ausgangs- 
stellung P= Ọ ist, so folgt für den Werth P, der veränderlichen Kraft 
nach einem Wege 2 die Bedingungsgleichung: 

P. r—z 


9 


0 r 


und hieraus 


1) P,=(1—2)¢. 
Während der Angriffspunkt von a um dz vorrückt, wird daher die 
mechanische Elementararbeit 


2, .de=(1—2)0.0: 


von der veränderlichen Kraft verrichtet. Dabei bewegt sich die constante 
Gegenkraft O mit ihrem Angriffspunkt Fig. 1. 
durch ein Element der Curve, dessen 
Projection auf der Richtung von 0 | 
gleich dyist, und verrichtet mechani- 
sche Arbeit: 
O. dy. 
Das Gleichgewicht der Kräfte be- 
dingt aber die Differentialgleichung : 
(1—=)o.az — . d o, 


woraus sich 


2 
ay=(1—2). dz, 


= )- 


F2 ` 


e PCs £: 
und indém man das Integral von 0 bis z erstreckt: 
21 —2 
2 = 
) y SEN 


ergiebt. Aus dieser Gleichung folgt, dass y fir z =r ein Maximum wird, 


und alsdann 
ut 
y= 2 
d. h. die Ordinate des tiefsten Punktes der Curve gleich der halben Sehne 
ist, welche sich von diesem nach dem Anfangspunkt erstreckt. 
Nimmt man die durch B gehende und auf der Richtung von Q normal 


stehende gerade Linie behufs Béstimmung der Gleichgewichtscurve BN 
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mittelst Polarcoordinaten als Achse und B als Pol an, so ist die Sehne z 
Radius-Vector und der von z mit der Achse gebildete Winkel die 
Anomalie der Curve. Da nun 


sin ꝙ = > x 
also 
: ok 27 — 2 
sing = — .= 
so folgt unmittelbar für die Curve die Polargleichung: 
3) == 2r (1 — sing). 


Die Linie dieser Gleichung ist aber die Epicycloide, bei welcher 
Grund- und Erzeugungskreis gleich sind und den Radius r haben, und die, 
ihrer herzförmigen Gestalt halber, den Namen Cardioide erhalten hat. 

Der als Pol angenommene Punkt B (Fig. 2) ist dabei der beschreibende 
; Fig. 2 Punkt des Erzeugungskreises in seiner 
Ausgangslage auf dem Grundkreise, und 
die Achse ist die Tangente in diesem 
Punkt an den Grundkreis. Eine einfache 
Construction für Punkte dieser Curve 
folgt aus 3). Schlägt man nämlich über 
A B = 2r einen Halbkreis, macht 4b =z, 
Bb’ = Bb und zieht Ab, so ist der Winkel 
BAD gleich p und, wenn man 4c = Ab macht, c ein Punkt der Curve. 

Zur niheren Bestimmung der fiir den vorliegenden Fall bemerkens- 
werthen Eigenschaften der Cardioide bilden wir zunächst aus 

z = 2r (1 — sing), 


ee == 2rcos 
dp N 
422 

— == 2r sin 

dai N 


und finden alsdann dureh Substitution dieser Werthe in der allgemeinen 
Gleichung des Krümmungsradius: 


RS 


gë 42 (je 


lar: (1 — sin g)? + Ar! cose gi 
47 (1 — sin œ} + 87? cost p — 47 (1 — sing) sin ꝙ 
. 4) 47 / (1 — sing) 


SEI p — 2 sin g +2 cos — sin ꝙ + sint ꝙ EN 
==. 3172 nn), 


für die Cardioide: 


Ke 
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—— 


und, wenn man beriicksichtigt, dass aus 
z = 2r (1 — sin p), 


z 
— — 2 — 7 
S (1 — sin ei 


folgt, und diesen Werth in 4) einsetzt: 


5) ere. 
Aus 2) ergab sich für z =r 
s 
i y == 2 
und aus 3) ergiebt sich für diesen Werth von 2 
sin p = A, 
während 5) für den dadurch bestimmten Punkt 

6) FETT 
feststellt. Hieraus folgt denn aber, dass die nach dem tiefsten 
Punkt von dem Pol ausgehende Sehne der Cardioide mit der 
Achse einen Winkel von 30° bildet und der Krümmungsradius 
dieses Punktes der Curve gleich gr ist. 

2. Beschreibt man über der von dem Pol B nach dem tiefsten Punkt N 
des als Gleichgewichtscurve die- 
nenden Cardioidenbogens BN 
(Fig. 3) ein gleichseitiges Drei- 
eck B NO, so hat der Kreisbogen, 
welcher von der Ecke 0 dieses 
Dreiecks aus mit der Seite durch 
die beiden anderen Ecken B und 
Nbeschrieben wird, den höchsten 
und tiefsten Punkt mit dem Car- 
dioidenbogen, diesen im letz- 
teren Punkt berührend, geinein. 
Des letzteren Umstandes und der 
Eigenschaften des gleichseitigen 
Dreiecks halber folgt für beide 
Curven als gemeinsame Eigen- 
schaft, dass die Sehne BN 
=2. NH, d. h. doppelt so gross, 4: 
als die Entfernung des tiefsten Punktes N von der durch den höchsten 
Punkt B gehenden Achse ist. 

Betrachtet man daher O als Aufhängepunkt eines Kreispendels, dessen 
Linge OB =ON=r ist, so wird dasselbe, während der Angriffspunkt 
der Kraft P, um r fortschreitet, einen Ausschlag von der höchsten bis zur 
tiefsten Stellung machen, wenn, wie im vorigen Falle, zwischen den An- 
grifepunkten a und b der veränderlichen Kraft P und ihres constanten 


0 Fig. 3. 
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Gegengewichts O ein gewichtloser und undehnbarer Faden eingespannt 
ist. Die Componente Oe der Kraft O, welche bei der durch den Winkel p 
gegebenen Stellung des angespannten Fadens der veränderlichen Kraft P, 
entgegen wirkt, findet sich, wenn wir den Winkel, den in dieser Lage 
das Pendel mit seiner Ausgangsstellung bildet, y nennen, mittelst der 
Proportion: 


ze (60° — y) : sin (0%), 


O cos y . 73 — sin y 


D lo 2 


cos u 
2 


Beriicksichtigt man, dass, wenn wir auch hier Bb =z nennen, 


also 


COS y = 


ist, so folgt aus jener mre! 


H Cr —2)V3— zyar—z 
8) EEE 
Var - 
während sich bei der Cardioide die der Stellung 2 entsprechende, in der 
Richtung der angespannten Sehne wirksame Componente des Gegenge- 
wichts O mittelst 


? 


P= 


0 


ergab. Das Verhältniss beider Kräfte, in durch gleiche Sehnen bezeichne- 
ten Stellungen, ist demnach 


9) 2. 2(r—z) N= 
55 31a 


m e 
oder, wenn z — 5, 7, unter m und n ganze positive Zahlen verstanden, ge- 


setzt wird, 


10) Pz Be 2 (rm) Van m u 
Op (2n?—m?) Va -m an m! 
Wird n = 10 angenommen und werden für m die aufeinander folgenden 


ganzen Zahlen von 0 bis 10 gesetzt, so erhält man für jenes Verhältniss 
folgende Werthe: 
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Diese Tabelle zeigt aber, dass zwischen 0,3 und 0,4 der Länge der 
Sehne vom höchsten bis zum tiefsten Punkt, d. h. zwischen 0,3 und 0,4 des 
Weges der veränderlichen Kraft, beim Kreispendel die thätige Compo- 
nente des Gegengewichts gleich, unterhalb dieses Wegtheils kleiner und 
oberhalb desselben aber grösser ist, als zur Herstellung des Gleichgewichts 
bedingt wird, dass diese Differenzen innerhalb verhältnissmässig en- 
ger Grenzen schwanken und ein Kreispendel der vorbeschriebenen Art 
daher als eine näherungsweise functionirdende Vorrichtung zur Herstellung 
des Gleichgewichts bei einer proportional ihrem Wege abnehmenden Kraft, 
z. B. zur Compensation des Gewichts einer sich auf einem Rade aufwickeln- 
den Kette, benutzt werden kann. Um zu ermitteln, bei welcher Stellung 
ein derartiges Pendel der gestellten Anforderung genügt, bei welcher Stel- 
lung desselben also 
‘ è P. ES Op 
ist, setzen wir | 

2 (n— m) Yan’ — m? = (2n? — m?) V3—m Yan! — m, 
und bilden hieraus 
(an? m — 4nm) (an' — m?) == (2 — m). 3, 
(ai ＋ m?) (n+ m) — 3n m = nm (n ＋ m), 
m?—3n?m + n’ == 0. 
Dies gewährt für m eine reducirte cubische Gleichung und in deren Wurzel 
m == 0, 3472. n 

die Bestimmung der gesuchten Stellung. Dieser Werth zeigt nun, dass 
diese Stellung nahe an 3 des Weges liegt, welcher vom Angriffspunkt der 
veränderlichen Kraft beschrieben wird. 

Beschreibt man zu dem als Gleichgewichtscurve bedingten Cardioiden- 
bogen BN (Fig. 4) die Evolute, benutzt den dem tiefsten Punkt N entspre- 
chenden Punkt N derselben als Aufhängepunkt eines Pendels von der 
Linge NN’ = $r, dessen Faden sich an den Evolutenbogen ' anlegt, 
während der Angriffspunkt N auf dem Cardioidenbogen BWM sich von N 
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nach B bewegt, und mit dem Gewicht 0 = P belastet ist, so erhält man 
in einem derartigen Cardioidenpendel eine absolut genaue Compen- 
| N’ sationsvorrichtung für eine von P 
bis 0 proportional ihrem Wege 
B N r abnehmende Kraft. 

3. Wenn die Kraft P. nicht 
proportional dem, von ihrem An- 
griffspunkt bei seinem Fortschrei- 
ten zurückgelegten Wege abnimmt, 
sondern proportional diesem Wege 
zunimmt, und zwar dabei von dem 
Werthe 0 bis ? wächst, während 

ge der Weg 2r von ihrem Angriffs- 
j punkt zurückgelegt wird, so ist der 


— m e m — — Gen.” 


Werth P., den die Kraft nach dem 


3 S Wege z annimmt, bestimmt durch: 

2 

P, — — e P 
2r 
, und wenn, auch hier unter Q das 
Gegengewicht verstanden, P = nọ 
A gesetzt wird, 
nz 
P. — 27 0. 


Hieraus folgt dann aber, als Bedingung des Gleichgewichts, mit Bezug 
auf Fig. 5, 


90. d — O. dæ o, 
2r 


Da aber, wie unmittelbar aus der Figur 5 erhellt, 

i 2˙ gy’, 
so ergiebt sich, indem man das Integral von 0 bis z erstreckt und diesen 
Werth für z* substituirt, 


2r 
= d 2 — — & D 
y | ( n 
2 e 2r , . 
Dies ist aber Gleichung des Kreises vom Radius , dessen Peripherie 


durch den Anfangspunkt (Führungspunkt) B geht und dessen Mitte auf der 
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Geraden liegt, welche durch diesen Punkt parallel mit der Richtung der 
verinderlichen Kraft P, gezogen wird. 
Wenn der Angriffspunkt von Q auf 


Fig 5. 
der Peripherie dieses Kreises die tiefste A S P 
Stellung eingenommen hat, so ist die Sehne ER 
z gleich dem Gesammtwege 2r der ver- | 
Anderlichen Kraft P.. Bezeichnet 20 den oe x 
zur Schne z gehörigen Mittelpunktswinkel, | Nom 
so ist allgemein; eri | CR S 
2r . | 5 
ze 2 — sina, e | 
n i 
i i 
also für den tiefsten Punkt: | | 
2r x | 
21 22. — sin —, L 
n 2 
„ % | | 
n = 2 sin —, 
S H 
n==2, S 


woraus hervorgeht, dass n zwischen den Grenzen 0 bis 2 gewählt werden 
kann. ; 

Aus dem Umstande, dass die Cardioide, deren Bestimmungskreise den 
Radius r haben, Gleichgewichtscurve für eine Kraft ist, welche proportio- 
nal ihrem Wege von P bis 0 abnimmt, und dass der Kreis vom Radius r 
Gleichgewichtscurve für eine Kraft ist, welche proportional ihrem Wege 
von 0 bis P zunimmt, folgt, dass beide Curven Gleichgewichtscurven für 
einander sind, wie schon J. Bernoulli in anderer Weise dargethan hat. 

Nimmt man den Ausgangswerth der von P bis 0 proportional ihrem 
zurückgelegten Wege abnehmende Kraft nicht gleich der constanten Ge- 
genkraft, sondern gleich einem Vielfachen derselben , setzt also auch hier 

P=nQ, 
und daher 


20 folgt als Bedingung des Gleichgewichts, mit Bezug auf Fig. | | 


(5) K. 4 — 4 e, 
r 


und hieraus die Polargleichung der Curve 


1 
x ( n +) 


Das Maximum von y liefert den tiefsten Punkt der Curve.. Dies ‚bedingt: 
24 * 
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dy 
— = n —n — = 0 
2 x. 


Für den tiefsten Punkt ergiebt sich daher die Anomalie aus der Gleichung 


1 
2 1 — — sin 
r d i ing) 


| n 
Sill — — 
an 


durch 


und hieraus der Maximalwerth von n auch in diesem Falle 
n == 2, 


XXVIII. Ueber arithmetische Progressionen von Primzahlen. — In 
den Meditationes algebraicae von Waring (Cantubr. 1770) werden ohne Be- 
weis einige Sätze über Primzahlen ausgesprochen: Sie heissen folgender- 
massen: Stehen drei Primzahlen in arithmetischer Progression, so ist ihr 
Unterschied durch 6 theilbar, wenn nicht eine derselben die Zahl 3 ist; 
stehen 5 Primzahlen in arithmetischer Progession, so ist ihr Unterschied 
durch 30 theibar, wenn nicht eine derselben die Zahl 5 ist. Lagrange 
bewies beide Sätze in seiner Abhandlung über das gleichfalls ohne Be- 
gründung bei Waring zuerst veröffentlichte Wilson’sche Theorem (Nou- 
veaur Mémoires de l'académie de Berlin, anne 1771, pag. 134 ff.), dehnte den 
Beweis, jedoch ohne ihn auszuführen, auf einen entsprechenden Satz über 
7 Primzahlen aus und knüpfte sogar noch ein „und so weiter“ daran. 
Trotzdem ist der allgemeine Satz meines Wissens noch nirgends ausge- 
sprochen. Ich will ihn deshalb bier mittheilen und zugleich einen Beweis 
liefern, der sich von dem Lagrange’schen in vielen Beziehungen unter- 
scheidet, wie er auch unabhängig von demselben entstanden ist. Der Satz 
selbst heisst: | 

Ist p eine Primzahl und 2, 3, 5, 7. . . p das Product sämmtlicher 
Primzahlen bis zu p, so lässt sich keine arithmetische Progression ` 
von pPrimzahlen, unter welchen die p selbst sich nicht befindet, 
aufstellen, ohne dass die Differenz der Progression durch jenes 
Product theilbar wäre. 

Setzt man in diesen Satz p = 2, so nimmt er die ohne Weiteres ein- 
leuchtende Gestalt an: die Differenz zweier Primzahlen, unter welchen 
die 2 nicht ist, welche also beide ungerade sind, ist durch 2 theilbar, d. h. 
gerade. | 

Wird p=3 und p= 5 gesetzt, so entstehen die von Waring, bei 
p ==7 der von Lagrange bemerkte Specialfall. 

Zum näheren Beweise des Satzes mögen einige Bezeichnungen und 
Benennungen hier eingeführt werden. So oft von-einer Progression die 
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Rede ist, soll immer eine arithmetische Progression gemeint sein, deren 
sämmtliche Glieder Primzahlen sind. Die unmittelbar nach p in der 
Zablenreihe folgende grössere Primzahl heisse g. . Das Product der Prim- 
zahlen 2,3,5...p soll durch IIy), also auch das Product 2, 3, 5. . 5. 9 
== q . Ilp) durch II bezeichnet werden. Die Differenz einer pgliedrigen 
Progression, in welcher p selbst nicht vorkommt, soll D, heissen. Kommt 
hingegen p in der pgliedrigen Progression vor, so soll die Differenz dy 
heissen. 

Der zu beweisende Lehrsatz hat nun zwei Seiten, eine positive und 
eine negative. Letztere ist an sich einleuchtend. Denn da sowohl 
p +n. Iny) als p— n . Ip, durch p. theilbar und somit keine Primzahlen 
sind, so kann unmöglich dp = n . Ly sein. 

Die positive Seite des Satzes zerfällt wieder in zwei Theile, in die 
Untersuchung von D, und von dy. Es ergab sich, dass bei p = 2 in der 
That D, durch Te theilbar ist. Der Satz sei nun richtig bis zur Prim- 
zahl p, und es soll daraus bewiesen werden, dass auch 

D, = 0 (mod I %)). 

Die erste Primzahl in der jetzt gliedrigen Progression ist jedenfalls 
durch g untheilbar, also = a (mod q), wo « eine der Zahlen 1, 2, 3. . (2—1) 
bedeutet. D, dagegen ist, wenn auch vielleicht nicht durch Iq), doch 
jedenfalls durch The theilbar, wie im Zusammenhange mit der Erforschung 
d, nachher gezeigt werden soll. Man kann somit behaupten 

Dy = $ . Ip) (mod II)), 
wo ß eine der Zahlen 0, 1, 2, 3. . . (2 — 1) bedeutet. 

Nun würde B—0 die Wahrheit unseres Satzes anerkennen. Alle 
anderen Werthe von ß enthalten aber einen Widerspruch in sich. Diese 
anderen Werthe lassen nämlich, da sowohl B. (II) als 1, 2, 3. . . (2 — 1) 
gegen 4 relative Primzahlen sind, nach einem der ersten Sätze aus der 
Lehre von den Congruenzen 

B. Tp), 28. Dan, 38. Iip .. (21) fl. My 

simmtlich für den Modulus 9 incongruent sein. D. h. die Vielfachen ie 

Differenz D,, nämlich 
1. Da, 2. De, 3. U. . . . (1—1) Dgs 

entsprechen für den Modulus 7, wenn auch nicht in derselben Reihenfolge 

den Zahlen 
1, 2, 3. . (7 1). 

Welcher Zahl 
| (y—1), (g—2), (2— 3) ..1 

also auch der Rest a des ersten Gliedes der Progression gleichkommt, ir- 
gend ein folgendes Glied muss durch q theilbar sein, ist also keine Prim- 
zahl mehr. Demnach kann nur f = 0, dsh. D, durch D) theilbar sein. 

Es bleibt noch der Nachweis der dabei gemachten Voraussetzung 
D,=0 (mod Dei übrig. 
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Gehen wir wieder von der Primzahl 2 aus, so ist offenbar 
D, = 0 (mod 2), d, = 1 (mod 2). 

In den Progressionen von zwei Gliedern, in welchen die 2 vorkommt, 
kann sie entweder die zweite Stelle einnehmen (1--2), oder die erste 
(z. B. 2— 13). 

In Bezug auf die Primzahl 3 wird die Progression 1 — 2— 3 (die ein- 
zige mehr als zweigliedrige, in welcher auch die 2 vorkommt) einen eigen- 
thümlichen Ausnahmefall in mehr als einer Beziehung bilden. In allen 
übrigen Fällen muss | 

D, = 0 (mod In) 
also auch 
D, = 0 (mod Il) 
sein, und gleichfalls mit Ausnahme jener einen Progression ist 
d, = O (mod Iya). j 

Unter den dreigliedrigen die 3 enthaltenden Progressionen giebt es 
eine, in welcher die 3 an letzter Stelle steht: 1 — 2—3, eine, in welcher 
sie an zweiter Stelle steht und welche auch noch auf vier Stelleu ausge- 
dehnt werden kann: 1—3—5—7, in allen übrigen nimmt die 3 notlıwen- 
dig die erste Stelle ein. Da nun D, von d, wesentlich verschieden ist, so 
kann 3 keine viergliedrige Progression beginnen, also sicher in keiner fiinf- 
gliedrigen vorkommen, ebensowenig wie in einer solchen die 2 enthalten 
sein kann. 

So ergiebt sich auch für die Primzahl 5, dass, mit Ausnahme jener 
zweiten exceptionellen Progression 1 —3 —5—7, immer D, durch His), also 
auch durch De) und d, durch Dis) theilbar ist, sowie dass jede fünfgliedrige 
die 5 enthaltende Progression mit dieser Primzahl beginnen muss, dass 
also endlich keine mehr als fünfgliedrige Progression die Primzahlen 2, 3, 5 
enthalten kann. k 

Denken wir uns auch diese Sätze weiter fortgeführt bis zur Primzabl 
2, so dass Dp durch I.) theilbar und p in keiner mehr als pgliedrigen Pro- 
gression vorkommen kann, so wenig wie die vorhergehenden Primzablen 
2,3,5... Daraus folgt zunächst D, = 0 (mod D)), also auch D, = 
(mod I) und dy = 0 (mod Ip). In Bezug auf die g enthaltenden Pro- 
gressionen von gGliedern waltet noch der Zweifel, ob diese Primzahl an 
erster oder zweiter Stelle stehen wird, da ja nicht bewiesen worden ist, 
dass die 1 in dieser Progression nicht vorkommen könne. Die Frage, un- 
ter welcher Bedingung die g an zweiter Stelle sich befinden kann, lässt 
. sich sogar beantworten. 

Nämlich unter dieser Voraussetzung, dass 1 das erste, g das zweite 
Glied der Progression wäre, ist 

d =g—1, . 
folglich o —1 durch Ip) theilbar, folglich ich 
4— 12 Ilp. 
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Ferner hat schon Euclid bewiesen, dass [1,,+ 1 gegen jede, das 
Product Ip) bildende Primzahl theilerfremd, also selbst Primzahl oder we- 
nigstens nur durch höhere Primzahlen als p theilbar ist. Da aber g die 
nächst höhere Primzahl, so muss 

| Ipt124 
sein. Diese beiden Bedingungen sind gleichzeitig nur durch 
g==2,3,5...pt+l | 
zu erzielen. Wenn es also möglich sein sollte, dass eine ygliedrige Pro- 
gression statt mit g mit 1 und dann erst y anfinge, so kann es nur dann 
eintreten, wenn die auf p in der Zahlenreihe folgende nächst höhere Prim- 
zahl g = Ip) +1 ware, ein Fall, der sehr unwahrscheinlich klingt, wie- 
wohl der Beweis seiner Unmöglichkeit mir nicht gelungen ist. 

Keinesfalls würde diese Möglichkeit an der Richtigkeit unseres Haupt- 
satzes etwas ändern. Denn wenn o das zweite Glied einer ¢glicdrigen 
Progression ist, so kann es wegen der Verschiedenheit von D, und d, doch 
höchstens in einer (7-+1) gliedrigen Progression vorkommen, in einer 
(4 +2) gliedrigen schon nicht mehr, während die auf 4 folgende nächst 
höhere Primzahl r>gq-+ 2 sein muss, und es ja bei dem Gange des Be- 
weises nur darauf ankommt, dass weiter in der rgliedrigen Progression 
die 2, 3,5... p,q nicht vorkommen können. | 

Ein hier sich anschliessender Satz, dessen strenger Beweis mir bis- 
her noch nicht gelungen ist, heisst: Drei auf einander folgende Primzahlen 
v, 4, r, unter welchen die 3 sich nicht befindet, können nicht in arithineti- 
scher Progression stehen. Die Ausnahme wurde natürlich der auch hier 
wieder auftretenden Reihen 1— 2 — 3 und 3 — 5—7 wegen ausgesprochen. 

| CANTOR. 


XXIX. Darstellung des Sauerstofigases von H. Sainte-Claire De- 
ville und H. Debray. 

Die genannten Gelehrten empfehlen gur öconomischen Darstellung 
des Sauerstoffgases das schwefelsaure Zinkoxyd, welches man ja bei gal- 
vanischen Apparaten in so grossen Quantitäten als Nebenproduct erhält 
und an dessen zweckmässige Verwendung sich bekanntlich die Frage über 
die Anwendung der galvanischen Apparate als Motoren anknüpft. Das 
schwefelsaure Zinkoxyd zersetzt sich nämlich bei einer Temperatur, die 
die Zersetzungstemperatur des Braunsteins nur. um weniges übersteigt, 
vollständig in weisses leichtes Zinkoxyd, in schweflige Säure und freien 
Sauerstoff. Leitet man das in einem geschlossenen Raume erzeugte Gas- 
gemisch durch einen Waschapparat voll Natronlauge, so erhält man dop- 
pelt schwefelsaures Natron, was man zur Herstellung von unterschweflig— 
saurem Natron benutzen kann, man kann das durch Waschen mit Natron- 
lauge rein erhaltene Sauerstoffgas zu irgend einem industriellen Zwecke 
benutzen, während das beim Erhitzen zurückbleibende Zinkoxyd möglicher 
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Weise eine Verwendung als Zinkweiss finden kann. So scheint denn nun 
die billige Anwendung galvanischer Ströme für diejenigen Etablissements 
möglich zu sein, die eine nützliche Anwendung von Sauerstoffgas zu 
machen wissen. (Zeitschr. f. Chemie u. Pharmacie, IV.) 


XXX. Neues Metall. — Auf spectralanalytischem Wege hat Bunsen 
ein neues Metall entdeckt, welches sich in den Kreutznacher und Diirk- 
heimer Soolquellen und in der Thermalquelle Ungemach zu Baden- Baden 
vorfindet. Bunsen hat demselben den Namen Caesium von cacsius (blau- 
grau) gegeben, weil es zwei blaue Spectrallinien erzeugt. Der Entdecker 
hat bereits 30° Caesiumchlorid dargestellt, so dass man bald auf weitere 
Mittheilungen hoffen kann. (Zeitschr. f. Chemie u. Pharmacie, IV.) Aus 
einem späteren Briefe Bunsen’s theilt Roscoe (Chem. News 1861, 155) fol- 
vende Stelle mit: „Die Substanz, welche ich Ihnen als unreines Caesium- 
tartrat geschickt habe, enthält ein zweites neues Alkalimetall. Ich bin 
eben damit beschäftigt, seine Verbindungen darzustellen und werde Ihnen 
bald eine ausführliche Mittheilung darüber machen. Das Spectrum des 
neuen Metalls besteht aus zwei violetten Linien, welche zwischen der 
Strontium ð- und Kalium ß-Linie liegen.“ 


XXXI. Ueber die Existenz:eines vierten Metalls der Calciumgruppe. — 
F. W. und A. Dupré (Chem. News 1861, 116) geben an, dass sie in dem 
Quellwasser aus grösserer Tiefe ein solches Metall mit Hilfe des Spectral- 
apparats aufgefunden haben. Dasselbe bringe zwischen der Strontium d- 
und der Kalium B-Linie eine mit der Strontium d-Linie in Bezug auf 
Glanz und Schärfe rivalisirende blaue Linie hervor. (Die Lage dieser 
einen blauen Linie wäre demnach eine ähnliche, wie die der zwei vio- 
letten Linien, welche das neueste, von Bunsen entdeckte Alkalimetall 
hervorbringt.) Es ist den Verfassern nicht gelungen, die Verbindungen 
des neuen Metalls von Calciunverbindungen vollkommen rein darzustellen. 

W. Crookes (Chem. News 1861, 129) macht hierzu die Bemerkung, er 
habe bei seinen Spectralbeobachtungen während der letzten acht Jahre ge- 
legentlich bemerkt, dass das Calcinmspectrum eine blaue Linie enthalte. 
Er habe jetzt, veranlasst durch die Publication der Herren Dupre, mit 
einem vollkommenen Spectralapparat Kalksalze von dem verschiedensten 
Vorkommen untersucht und gefunden, dass alle eine blaue Linie zwischen 
Strontium à und Kalium ß erzeugen, die ungefähr zwei Mal so weit ent- 
fernt von der ersten, als von der letzten erscheint. Diese Linie sei, wie 
die Herren Dupré angeben, in Glanz und Schärfe mit Strontium d über- 
einstimmend. Er glaubt aus seinen Versuchen schliessen zu dürfen, dass 
diese blaue Linie einen integrirenden Bestandtheil des Calciumspectrums 
ausmache. 


Kleinere Mittheilungen. 345 


PP PPP PPP PPPPP PP PPP PP PPP PPP PPP PPP N 


a 


Schliesslich warnt der Verfasser die Experimentatoren davor, dass sie 
sich zu viel auf die chromolithographischen Abbildungen der Spectren, 
welche in dem Philosophical Magazine abgedruckt sind, verlassen. Abge- 
sehen von den Unterschieden in der Erscheinung eines Metallspectrums, 
welche durch die Verschiedenheit in der Intensität des Lichts und in dem 
Durchmesser des Spalts verursacht werden, müsse Jeder, der einmal die 
glänzenden Linien durch ein gutes Instrument gesehen habe, vollkommen 
die Hoffnung aufgeben, dieselben — besonders lithographisch — abbilden 
zu können. Bunsen’s und Kirchhoffs Beschreibung und Illustrationen 
seien, so weit sie gingen, ausgezeichnet, sie hätten aber bei weitem nicht 
den Gegenstand erschöpft. Ein aufmerksamer Beobachter würde leicht 
noch Linien und andere Erscheinungen bemerken, deren sie nicht erwähnt 
hatten, welche aber jedenfalls in solche Abbildungen aufgenommen wer- 
den müssten, wenn dieselben die Spectra, mit einiger Genauigkeit wieder- 
geben sollten. Er sei im Augenblick mit der Darstellung solcher Abbil- 
dungen beschäftigt und werde sie mittheilen, sobald sie vollendet seien. 

e (Zeitschr. f. Chemie u. Pharmacie, IV.) 


XXXII. Ueber die Darstellung fester Kohlensäure — A. Loir 
und Ch. Drion (Comp, rend. LII, 748), welche friiher (2. Juni 1860) schon 
mittheilten, dass man unter gewöhnlichem Atmosphärendruck Kohlensäure 
bei der Temperatur, welche flüssiges Ammoniak beim Verdunsten im luft- 
leeren Raume erzeugt, flüssig erhalten könne, haben gezeigt, dass man 
mit Hilfe des Ammoniaks auch feste Kohlensäure darstellen kann, wenn 
man bei einem Druck von 3 bis 4 Atmosphären arbeitet. Sie bedienen sich 
folgender Manipulation. Man bringt in eine nach oben offene Glasglocke 
150 CC. flüssiges Ammoniak, der Rand der Glasglocke wird in einen 
Metallring eingekittet, auf welchen eine mit zwei Oeffnungen versehene 
Platte genau aufgepasst ist. In die mittlere Ocffnung wird eine unten ge- 
schlossene Glasröhre befestigt, welche bis auf den Boden der Glocke reicht. 
Die andere Oeffnung wird mit einer Luftpumpe in Verbindung gesetzt. 
Die Kohlensäure, welche man in einem Kolben, dessen Hals mit Chlor- 
calciumstiicken angefüllt ist, durch Erhitzen von doppeltkohlensaurem 
Natrium erzeugt wird, durch ein Bleirohr in die in das flüssige Ammoniak 
tauchende Glasröhre eingeleitet. Mit dem Kolben steht ein Manometer 
mit comprimirter Luft in Verbindung. Aus dem Apparat wird vorher die 
Luft entfernt, und wenn die Temperatur bis in die Nähe des Erstarrungs- 
punktes der Kohlensäure gesunken ist, so beginnt man mit der Kohlen- 
säureentwickelung, indem man dafür sorgt, dass beständig ein Druck von 
3 bis 4 Atmosphären erhalten bleibt. Nach einer halben Stunde ist der 
Theil des Glasrohrs, welcher in das Ammoniak untertaucht, mit einer 
dicken Krystallkruste erfüllt (ungefähr 50 Gramme wiegend). 

Die so erhaltene feste Kohlensäure ist farblos und durchsichtig wie 
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Eis. Sie kann leicht mit einem Glasstab von den Wänden des Verdich- 
tungsrohrs abgestossen werden. Man erhilt dabei 3 bis 4 Millimeter grosse 
cubische Krystalle, welche an der Luft langsam gasförmig werden, ohne 
einen Rückstand zu hinterlassen. Auf der Hand bringen sie weder ein 
Gefühl von Kälte, noch von Wärme hervor. Sie lassen sich schwierig 
mit den Fingern festhalten. Bei geringem Drücken entschlüpfen sie, als 
wären sie mit einer fetten Materie überzogen. Wenn es gelingt, zwischen 
Daumen und Zeigefinger einen Krystall festzuhalten, so empfindet man 
ein unerträgliches Brennen. | 

Die Krystalle in einem kleinen Porzellantiegel mit Aether deeler 
erzeugen eine Kälte von — 81°. 

Das bei den Versuchen angewendete flüssige Ammoniak wurde nach 
der Methode von Bussy in einem Kolben, welcher mit flüssiger schwef- 
liger Säure umgeben war, die mit der Luftpumpe verflüchtigt wurde, dar- 
gestellt, Man kann nach dieser Methode leicht in weniger als zwei Stun- 
den nahezu zwei Deciliter flüssiges Ammoniak erhalten. 

Die Temperaturen wurden mit einem Alkoholthermometer mit zwei 
bestimmten Punkten (0° bei schmelzendem Eis und — 40° bei schmelzen- 
dem Quecksilber) gemessen. (Zeitschr. f. Chemie u. Pharmacie, IV.) 


XXXIIL Beiträge zur Kenntniss der Gesetze der Gasabsorption von 
T. H. Sims. (O. J. of Ch. Soc. XIV, 1.) 

Sims hat im Laboratorium von Roscoe eine ausführliche Unter- 
suchung über die Absorption der schwefligen Säure und des Ammoniaks 
durch Wasser angestellt; wir theilen im Folgenden die Resultate der- 
selben mit. . 

Die Methoden waren im Wesentlichen die von Roscoe und Ditt- 
mar *) bei ihrer Untersuchung über die Absorption des Chlorwasserstoffs 
und des Ammoniaks in Wasser angewandten: Einige Gramme Wasser 
wurden in einem Kugelapparat von bekanntem Gewicht und Rauminhalt 
bei der verlangten Temperatur mit Gas von der gewünschten Spannkraft 
gesättigt, der Apparat wurde zugeschmolzen und unter Beobachtung von 
Thermometer- und Barometerstand gewogen. Die Gesammtmenge des 
eingeschlossenen Gases wurde auf chemischem Wege ermittelt und der 
Theil desselben, welcher am Ende der Sättigung den leeren Theil des Ap- 
parates ausfüllte, wurde aus der Capacität des fetzteren, dem speciellen 
Gewicht des Gases und aus dem annähernd bekannten Volumen der ge- 
sättigten Flüssigkeit berechnet. 

1) Schweflige Säure. Schönfeld hat bereits vor mehreren Jah- 
ren die Löslichkeit dieses Gases in Wasser bei gewöhnlichem Druck für 


— 


* Ann. Chem. Pharm. CXI, 327. 
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eine Reihe von Temperaturen bestimmt*). Derselbe Chemiker hat auch 
die Absorption von Gemischen aus schwefliger Säure und weniger lös- 
lichen Gasen durch Wasser untersucht und aus seinen Versuchen den 
Schluss gezogen, dass schweflige Säure oberhalb +10° C. dem Absorptions- 
gesetze gehorche. Die von Schönfeld beigebrachten experimentellen Be- 
lege können indessen nicht als entscheidend angesehen werden, da sie nur 
wenig zahlreich sind und bei allen hierher gehörigen Bestimmungen der 
Druck der schwefligen Säure immer nur indirect, d. h. durch Verdünnen 
mit einem zweiten Gase geändert wurde. Der Verfasser hat deshalb, um 
die Frage zur Entscheidung zu bringen, ob das Absorptionsgesetz auf die 
schweflige Säure anwendbar sei, die Löslichkeit dieses Gases in Wasser 
bei vier verschiedenen Temperaturen und jedes Mal für eine Reihe von 
direct hervorgebrachten Tensionen bestimmt. Ein Strom luftfreier schwef- 
liger Säure von beliebiger Spannung wurde sehr zweckmässig vermittelst 
eines Vorraths flüssiger schwefliger Säure hergestellt. Die Analysen wur- 
den, unter Beobachtung der von Bunsen angegebenen Vorsichtsmassregeln, 
mittelst Jodlösung ausgeführt. Die Stärke der letzteren wurde mittelst 
abgewogener Mengen verflüssigter SO, festgestellt. 

Die Resultate sind im Folgenden tabellarisch zusammengestellt. P be- 
deutet den partiellen Druck des Gases in Millimetern Quecksilberhöhe, 
G die zur Sättigung der Gewichtseinheit Wasser bei der Temperatur (° 
Cent. nöthige Gewichtsmenge schwefliger Säure. Aus den unmittelbaren 
Versuchsresultaten wurden durch graphische Interpolation vollständige Ta- 
bellen abgeleitet. G’ bedeutet den durch Abmesgen an der Curve gefun- 
denen Werth von G. 


1. Temperatur = 70 Cels. 


a. b. 
p|eleRle|ele |ele|ele 
27,0 | 0,010 | 0,273 | 0,010 | 30 | 0,010 || 220 | 0,055 | 750 | 0,174 
49,8 | 0,015 0,015 | 40 | 0,013 | 240 | 0.059 || 760 | 0,176 
89,6 | 0,025 0,025 | 50 | 0,015 | 260 | 0,064 || 800 | 0,185 
133,7 | 0,035 0,035 | 60 | 0,017 || 280 | 0,060 || 850 | 0,196 
239,0 | 0,059 0,059 | 70 |.0,020 | 300 | 0.073 || 900 | 0,207 
741.8 | 0,173 | 0,177 |.0,172 | 80 | 0,022 | 350 | 0,085 | 950 | 0,218 
757,1 | 0,174 0,176 | 90 | 0,025 | 400 | 0,096 | 1000 | 0,229 
770,8 | 0,178 0,179 | 100 | 0,027 || 450 | 0,107 
986,3 | 0,228 0,226 | 120 | 0,032 || 500 | 0,118 || 1100 | 0,251 
1291,0 | 0,293 | 0,172 | 0,293 | 140 | 0,036 || 550 | 0,130 | 1200 | 0,273 

160 | 0,041 || 600 | 0,141 || 1300 | 0,205 
180 | 0,046 || 650 | 0,152 
200 | 0,050 || 700 | 0,163 


*) Aun, Chem. Pharm. XCV, I. 
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2. Temperatur = 2000 Cels. 


a. b. 

P | ¢ e. „ere 
32,4 | 0,006 | 0,148 | 0,006 0,044 
50,1 | 0,009 0,009 0,050 
65,0 | 0,011 0,011 0,059 
77,3 | 0,013 0,013 0,064 
78,4 | 0,013 0,013 0,071 
82,2 | 0,014 0,014 0,077 
121,8 | 0,020 0,019 0,083 
201,0 | 0,043 0,043 0,090 
446,6 | 0,064 0,064 0,096 
658,2 | 0,094 | 0,108 | 0,091 0,103 
728.9 | 0,100 0,100 0,104 
729,5 | 0,100 0,100 0,110 
730,8 | 0,100 0,100 0,137 
1570,0 | 0,218 0,214 Ä 1300 | 0,178 
1911,0 | 0,260 | 0,104 | 0,260 | 260 | 0,038 | 1600 | 0.218 

280 | 0,041 || 1900 | 0,259 


760 
P 


p |e |e. 


0,016 | 760 | 0,059 


205,9 | 0,017 | 0,062 | 0,017 | 200 

293,1 | 0,023 0,023 | 300 | 0,024 || 800 | 0,062 
696,0 | 0,054 0,054 | 400 | 0,031 || 1000 | 0,077 
697,6 | 0,054 0,054 | 500 | 0,039 || 1500 | 0,113 
701,6 | 0,053 | 0,055 | 0,053 | 600 | 0,047 | 2000 0,149 
1565,0 | 0,116 0,118 


2021,0 | 0,150 | 0,056 | 0,150 


4. Temperatur S 50% Cels. 


| 760 
P | G c. . G 
191,5 | 0,011 | 0,045 | 0,011 
664,0 | 0,039 | 0,035 | 0,039 
19610 | 0,115 | 0,044 | 0,120 


L 
200 Dar, 800 | 0,047 
400 | 0,024 || 1000 | 0,059 
600 | 0,035 |i 1500 | 0,088 
760 | 0,045 || 2000 | 0,112 


Kleinere Mittheilungen. 349 


— 


Aus dieser Zusammenstellung ist ersichtlich, dass die von einer be- 
stimmten Menge Wasser bei constanter Temperatur absorbirte Menge 
S0, dem partiellen Druck dieses Gases im Allgemeinen nicht proportional 
ist. Die Abweichungen vom Absorptionsgesetze sind indessen um so ge- 


; 760 : 
ringer,-je höher die Temperatur; der Werth G. -p ist bei 7° und bei 20° 


sehr veränderlich, bei 39°8 wieder nahezu, bei 50° so gut wie völlig con- 
stant. — 


Aus den Tabellen 1b 2,b 3,b und 4,b wurde mit Hilfe einer weiteren 
graphischen Interpolation noch die folgende Tabelle abgeleitet, welche die 
bei dem constanten partiellen Gasdruck von 760™ von der Gewichts- 
einheit Wasser absorbirte Gewichtsmenge Gas (Cl giebt. V bedeutet das 
Volumen, welches G Gewichtstheile Gas bei 0° und 760m Druck ein- 
nehmen, das Volumen der Gewichtseinheit Wasser bei ＋ 4° als Volumen- 
einheit genommen *), 


Die in dieser Tabelle enthaltenen Zahlen stimmen nicht genau mit 
den von Schönfeld gegebenen überein; es ist jedoch zu berücksichtigen, 
dass Schönfeld seine direct gefundenen Zahlen, unter Voraussetzung der 
Giltigkeit des Absorptionsgesetzes, auf 760" Druck reducirt und dass er 
dabei versäumte, die Tension des Wasserdampfes von den beobachteten 
Barometerständen in Abzug zu bringen. 

Der Inhalt der obigen Tabelle wird annähernd durch die folgende, 
von Clifton berechnete Formel ge ig i : 

760 2540 100 (Ur Gd e 


wie dies aus der folgenden en einiger nach dieser Formel 
— — \ 


*) 1 Liter SO, = 2,861 Gr. 
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berechneten Werthe von G — mit den durch graphische Interpolation er- 


haltenen hervorgeht. 


| 
| 40° C. | 50°C. 


40,0 | 0,245 | 0,242 || 0,149 | 0,143 


50,0 || 0,231 | 0,223 | 0,140 | 0,138 

100,0 || 0,203 | 0,205 || 0,122 | 0,124 

200,0 | 0,189 | 0,191 | 0,113 | 0,116 || 0,061 | 0,062 | 0,049 | 0,045 
500,0 || 0,181 | 0,180 | 0,108 | 0,107 | 0,059 | 0,059 | 0,049 | 0,045 
800,0 || 0,175 | 0,176 | 0,108 | 0,104 9 55 0,059 || 0,048 | 0,045 
1000,0 | 0,178 | 0,174 || 0,106 | 0,104 | 0,058 | 0,058 || 0,048 | 0,045 
1200,0 || 0,177 | 0,173 | 0,105 | 0,104 | 0,058 | 0,057 || 0,048 | 0,045 
1800,0 0,105 | 0,104 || 0,058 | 0,057 || 0,048 | 0,044 
2000,0 0,105 | 0,104 | 0,058 | 0,057 || 0,048 | 0,044 


70 C. 20° C. 


2) Ammoniak. Roscoe und Dittmar haben in ihrer oben citir- 
ten Arbeit nachgewiesen, dass die bei 0° von einer bestimmten Menge 
Wasser absorbirte Gewichtsmenge Ammoniak dem partiellen Drucke des 
Gases nicht einmal annähernd proportional ist. Die Beziehungen, welche 
bei höheren Temperaturen bestehen, lassen sich aus der Arbeit dieser 
Chemiker nicht entnehmen, da dieselben zwar Bestimmungen bei Tempe- 
raturen über 0°, aber diese immer nur bei gewöhnlichem Drucke ausgeführt 
haben. Herr Schönfeld hat nun auch für die Temperaturen 20, 40 und 
100° die Löslichkeit des Ammoniaks in Wasser jedes Mal für eine Reihe 
von Drucken ermittelt, und er ist dabei zu folgenden Resultaten gelangt: 


a. Directe Versuchsresultate. R 


1. = 20%. 


45,5 | 0,100 | 1,666 75,8 | 0,050 | 0,497 | 688,4 | 0,067 | 0,074 


206,1 | 0,236 184,3 | 0,112 1078,0 | 0,104 | 0,073 
735,4 | 0,508 701,1 | 0,322 1419,0 | 0,135 | 0,073 
1525,0 | 0,811 1599,0 | 0,522 


2076,0 | 1,018 | 0,373 J 2129,0 | 0,599 | 0,214 


6. Aus graphischen Interpolationen abgeleitete Tabellen. 


PPL AD PP 


Kleinere Mittheilungen. 


— 


1. 
20° C. 40° C. 
e 760 * , 760 

G > G | G. P 
0,119 | 1,513 
0,141 0,052 | 0,479 
0,158 0,064 
0,173 0,076 
0,187 0,088 
0,202 0,099 
0,217 0,109 
0,232 0,120 
0,266 0,145 
0,296 0,168 
0,325 0,191 
0,353 0,211 
0,378 0,232 
0,403 0,251 
0,425 0,269 
0,447 0,287 
0,470 | 0,304 
0,492 0,320 0,068 
0,514 0,335 0,073 
0,518 | 1,518 | 0,338 | 0,338 || 0,074 
0,535 0,349 0,078 
0,556 0,363 0,083 
0,574 0,378 0,088 | 
0,594 0,391 0,092 
0,613 | 0,404 0,096 
0,632 | 0,414 0,101 
0,651 0,425 0,106 
0,669 0,434 0,110 
0,685 | 0,445 0,115 
0,704 | 0,454 0,120 
0,722 | 0,463 0,125 
0,741 | 0,472 0,130 
0,761 0,479 0,135 
0,780 0,486 
0,801 0,493 
0,842 0,511 
0,881 0,530 
0,919 0,547 
0,955 0,565 
0,992 | 0,377 | 0,579 


0,594 | 0,215 


. Digitized by Google 


0,074 
0,074 
0,074 
0,074 
0,074 
0,074 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
0,073 
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Kleinere Mittheilungen. 


= 
QQ 


— pb bed bes ks 
DD © à © © FO a |W 


v 
© 


SSSESSSSELSRSES 


— 2 


LE 


— .. A PAL PLP PLL 


0,899 || 52°C. | 0,274 
0,853 || 54 ,, | 0,265 
0,809 | 56 „ | 0,256 
0,765 | 58 „ | 0,247 
0,724 | 60 ,, | 0,238 
0,684 | 62 „ | 0,229 
0,646 | 64 ,, | 0,220 
0,611 | 66 ,, | 0,211 
0,578 | 68 ,, | 0,202 
0,546 || 70 ,, | 0,194 
0,518 | 72 „ | 0,186 
0,490 | 74 ,, | 0,178 
0,467 | 76 „ béie 
0,446 | 78 „ | 0,162 
0,426 | 80 „ | 0,154 
0,408 | 82 ,, | 0,146 
0,393 | 84 ,, | 0,138 
0,378 | 86 „ | 0.130 
0,363 | 88 ,, | 0,122 
0,350 90 ,, | 0,114 
0,338 ' 42 „, | 0,106 
0,326 | 94 ,, | 0,098 
0,315 | 96 ,, | 0,090 
0,304 | 98 ,, | 0,082 
0,294 | 100 ,, | 0,074 
0,284 


Ein Blick auf diese Tabellen zeigt, dass der Werth G. E bei 20° und 


40° schr veränderlich, bei 100° aber nahezu constant ist. Bei dieser letz- 
teren Temperatur ist also das Absorptionsgesetz auch auf Ammoniak in 


Wasser anwendbar. 


(Zeitschr. f. Chemie u. Pharmacie, IV.) 


XIV. 


Ueber ein System verwandter Curven und Flächen 
zweiten Grades. 


Von Dr. HEILERMANN, 
Director der Provinzial- Gewerbeschule zu Coblenz. 


„Die Theorie der Flächen zweiten Grades ist am meisten dadurch 
gefördert worden, dass man, von den Curven zweiten Grades ausgehend, 
vom Besonderen zum Allgemeineren aufsteigend, diejenigen Eigenschaf- 
ten, welche die bekannten Sätze von den Kegelschnitten als besondere 
Fälle enthalten, an den vollkommneren Gebilden des Raumes aufsuchte.“ 
Auch in den hier folgenden Mittheilungen werde ich denselben Weg ver- 
folgen, indem ich zuerst einige Eigenschaften der Kegelschnitte zusammen- 
stelle und dann die analogen Gesetze über die Flächen zweiten Grades zu 
ermitteln suche. 


8. 1. 
Es werde in dem Kegelschnitte 
GE un in 


ein Punkt n = (a,b) so bestimmt, dass seine Coordinaten a und b Halb- 
achsen eines anderen Kegelschnittes sind, welcher mit jenem confocal ist. 
ist. Zur Bestimmung dieses Kegelschnittes 


& y? 
2) a a 
welcher immer eine Ellipse ist, dienen also die Gleichungen 
a b 
3). stp 


a — 4 = B?—b?, 
Wird der gleiche Werth der vorstehenden Differenzen mit u bezeichnet, 
so ist 
a® == a? — p, Rss 86 — u, 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. VI, 6. 25 
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PPS PPS PP OL LL A Pe — . LL LOC PPL LL — . — — — LLP PEL PL APL LP PP ër 


folglich 
1 1 

4) a a + o 
und hiernach ist + Wu die Ordinate der Punkte, worin der Kegelschnitt 1) 
von den Halbirungslinien der Achsenwinkel geschnitten wird, und wenn 
dieser eine Ellipse, so ist Ya auch die Senkrechte, welche vom Mittel- 
punkte auf eine, zwei Scheitel verbindende Sehne gefällt wird. 

Für die Coordinaten des Punktes n = (a, b) erhält man 
+ PER | = pr 

Va +8? + Vas + p + Eu | 

Hiernach giebt es in dem Kegelschnitte 1) vier Punkte, welche den Be- 
dingungen 3) genügen, wenn 


5) geg 


BETEN 
d. h. wenn dieser Kegelschnitt eine Ellipse ist oder eine Hyperbel, deren 
Asymptoten mit der realen Achse kleinere Winkel bilden, als mit der ima- 
ginären. Diese Punkte liegen im Unendlichen, wenn 

e at + B*=0, 

d. h. wenn der Kegelschnitt 1) eine gleichseitige Hyperbel ist, und drit- 
tens sind die Coordinaten a und b imaginär, wenn 

+ BI <0, 
d. h. wenn der Kegelschnitt 1) eine Hyperbel ist, deren Asymptoten mit 
der realen Achse grössere Winkel bilden, als mit der imaginären. 

Werden die vier Punkte ( + a, + b) verbunden, so entsteht ein Recht- 
eck, welches der Ellipse 2) umgeschrieben und dem Kegelschnitte 1) ein- 
geschrieben ist. 

Soll umgekehrt durch den Punkt n = (a, b) ein Kegelschnitt gelegt 
werden, welcher mit der Ellipse 2) confocal ist, so erhält man aus den 
Gleichungen 3) zur Bestimmung der Differenz pn die Gleichung 

a’ b? 


mithin 
7) u = + ab. 


Es giebt also auch zwei Paar Werthe von ei und B*, welche den Bedingun- 
gen 3) genügen, nämlich 
8) D =b (b+ a), 
a = a (a—b), Br=b(b—a), 
und daher giebt es auch zwei Kegelschnitte, welche durch die vier Punkte 
(+ a, +6) gehen und mit der Ellipse 2) confocal sind, nämlich 
a y 
a) "ya 
x! y 
a(a—b) + b (b—a) — 
und zwar ist der erstere eine Ellipse, die zweite eine Hyperbel. 


9 
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2 F e LP LPL OL PP 


Für den Zusammenhang dieser Curven und der Ellipse 2) sind fol- 
gende Gleichungen beachtenswerth 
at + dr = 208, B? + 86 2 b., 
a a = a? (a — PR), B* B,* = b (b — a’), 
10) a B?==ab(a+b)*, at 5 = — ab (4 — 0), 
of ＋ 6 == (a+b), a? +f, = (a—d)’, 
a’: B* = a:b, a? : B? == —a:b. 
Die Geraden, welche die Kegelschnitte 9) in dem Punkte (a, b) be- 
rühren, sind 


b 
EEN 


a 
* ze 


oder, wenn die Werthe von a, Ce a, und ß, eingesetzt werden, 


x y 
ato tape 


x y 
‘(a—b + Dar à 

und schneiden, wie die Form ihrer Gleichungen zeigt, auf den Achsen der 
Ellipse 2) gleiche Stiicke ab, welche der Summe oder Differenz der Halb- 
achsen dieses Kegelschnittes gleich sind. Werden die Beriihrenden der 
Kegelschnitte 9) für die vier Punkte (+ a, + b) gezogen, so schliessen sie 
zwei Quadrate ein, deren Diagonalen in den Achsen der Kegelschnitte ge- 
legen und der Summe oder Differenz derselben gleich sind. 


8.2. 


11) 


Die Kreise 
12) X* ＋ * = (a+ 5)’, 
X? + F. (a — b”, 
welche den zuletzt erwähnten Quadraten umgeschrieben sind, stehen mit 
dem Kegelschnitte 2) in einem innigen Zusammenhange. Es sei der Punkt 
M == (A, Y) des grösseren Kreises dem Punkte m = (x, y) der Ellipse 2) 
entsprechend, d. h. ihre Coordinaten genügen den Proportionen 
X a+b Y a+b 


ae go % + 


hieraus folgt sogleich 
T Y 
14) l a + 7 = 
d. h. jeder Punkt m der Ellipse liegt in der Geraden, welche die Fuss- 
punkte der Coordinaten des a Punktes M des grösseren Krei- 
ses 12) verbindet. 
Bezeichnet man diese Fusspunkte mit P und O, so dass M P = X und 


MO = Y, so ist PQ==a-+b6 und wird durch den Punkt m, wie die vor- 
4 53% 
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stehenden Gleichungen zeigen, in die Abschnitte mP— a und m 0=b 
getheilt. 

Ebenso werden durch die Proportionen 

X a—b Y, b—a 

Fa) S2 3 7 5 
in dem kleineren Kreise 12) und der Ellipse 2) die entsprechenden Punkte 
M. = (A., Pi) und m= (x, y) bestimmt, und auch diese befriedigen die 
Gleichung 

ey 

16) . + T. == 1, 
welche wieder zeigt, dass der Punkt m auch in der Geraden liegt, welche 
durch die Fusspunkte der Coordinaten des entsprechenden Punktes M, in 
dem kleineren Kreise geht. 

Bezeichnet man diese Fusspunkte mit P, und O., so dass M, P, = À, 
und M. O. = A,, so ist P. O. = + (a—b) und wird durch den Punkt m 
änsserlich so getheilt, dass m P. = a und mQ, =b. 

Hieraus ergiebt sich nun in Verbindung mit dem Vorhergehenden der 
folgende bekannte Satz: 

Werden um den Mittelpunkt einer Ellipse mit der Summe 


und Differenz der Halbachsen Kreise beschrieben, so liegt 


jeder Punkt der Ellipse in den Geraden, welche durch die 
Fusspunkte der Coordinaten der entsprechenden, in diesen 
Kreisen liegenden Punkte gehen und theilt die Verbindungs- 
linien der Fusspunkte, die eine innerlich und die andere 


äusserlich, in zwei Abschnitte, welche gleich den Halb- 


achsen der Ellipse sind. 

Aus den vorstehenden Gleichungen 13) und 15) folgt ferner 

17) X+ A. S2, Y+ T. =2y 
und diese Gleichungen haben für die Lage der entsprechenden Pankte 
M, M, und m folgende Bedeutung: 

Werden um den Mittelpunkt einer Ellipse mit der Summe 
und Differenz der Halbachsen Kreise beschrieben, so hal- 
birt jeder Punkt der Ellipse die Verbindungslinie der zuge- 
hörigen entsprechenden Punkte dieser Kreise. 

Die Gerade, welche durch die Punkte M = (A, T) und m = (x,y) 
geht, ist bekanntlich 


K= 
y—n =z Le 


wenn 2,, ¥, die laufenden Coordinaten derselben bezeichnen. Durch Ein- 
setzung der in 13) angegebenen Werthe von X und F geht diese Gleichung 


über in 
2 


a x 52 è y 
> 55 
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u. — nn. 


und diese zeigt, dass die dem Punkte m entsprechenden Punkte M und M, 
der Kreise 12) in der Normale des Punktes m liegen. 
Die Länge der Linie Mm oder M,m, welche mit / bezeichnet sei, ist 
durch die Gleichung 
(D = (X—z)!+(Y—y) 
bestimmt, oder durch | 


D =a (Z+ 1. == at + b?— x? y. 


Nun ist aber, wenn vom Mittelpunkte auf die Beriihrende des Punktes m 
die Senkrechte & gefällt wird, 


1 x y? 
Boat te 
folglich 
ab 
19) ` l — E ` 


und da bekanntlich d der zur Beriihrenden des Punktes m parallele 


Durchmsser die Ellipse 2) ist, so ergiebt sich hieraus folgender Satz: 

Werden um den Mittelpunkt einer Ellipse mit der Summe 
und Differenz der Halbachsen Kreise beschrieben, so be- 
grenzen diese auf jeder Normale der Ellipse eine Strecke, 
welche dem auf derselben Normale senkrechten Durch- 
messer der Ellipse gleich ist. 


8.3. 
Bezeichnet man die Punkte, wo die Normale 18) die Achsen trifft, mit 
P, und Q,, so ist | 


er met 


wars er) 


oder 


2 MM 
20) m P = . 8 


u 5 und P, = + E 


F 


Diese Gleichungen zeigen, dass 

auf jeder Normale einer Ellipse durch die Achsen 
Strecken abgeschnitten werden, welche mit der Entfernung 
der zugehörigen Berührenden vom Mittelpunkte Rechtecke 
von constanter Grösse bilden. 

Auch die Hyperbel besitzt dieselbe Eigenschaft und der Unterschied 
besteht nur darin, dass der Fusspunkt der Normalen dieses Kegelschnittes 
zwigchen den Punkten liegt, wo sie die Achsen schneidet. 
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PPS — 


Durch Umkehrung dieses Satzes erhält man folgende Erzeugungs- 

weise dieser Kegelschnitte: 

Bewegt sich ein rechter Winkel so, dass auf dem einen 
Schenkel durch zwei auf einander senkrecht stehende Ge- 
raden Strecken abgeschnitten werden, welche mit der Ent- 
fernung des anderen Schenkels vom Schnittpunkt dieser Ge- 
raden Rechtecke von constanter Grösse bilden, so sind die 
Schenkel des beweglichen Winkels in allen Lagen Normale 
und Tangente eines Kegelschnittes, dessen Halbachsenqua- 

drate jenen Rechtecken gleich sind. 

Wenn man ferner die Gleichungen 20) mit denen unter 19) verbindet, 
so ergiebt sich 

21) mM = m MH, =mP,.mQ,, 
oder jede Normale einer Ellipse wird von den Achsen und den 

um den Mittelpunkt mit der Summe und Differenz der Halb- 
achsen beschriebenen Kreisen in vier harmonischen Punk- 
ten geschnitten. 

Von den harmonischen Strahlen, welche den Mittelpunkt 0 mit den 
vier Punkten M, M,, P,, 9, verbinden, stehen die beiden letzten auf ein- 
ander senkrecht, mithin halbiren sie die Winkel der beiden anderen. Da 
ausserdem 

OM ＋ OM. = 24 und OM— OM, = 2b, 


wenn a b, 
und OM ＋ 0M, = 2b und OM— OM. = 2a, 
wenn b>a, 


so sind die Punkte Mund M, die Brennpunkte zweier confoca- 
len Kegelschnitte, welche dieAchsen der Ellipse 2) imMittel- 
punkte 0 berühren und die Achsen der letzteren als grosse 
(reale) Achse enthalten. 


8.4. 


Wenn man die auf den Achsen durch die Normale des Punktes 
m = (z, y) abgeschnittenen Stücke 
a — b? 5 — at 
8 * und TH 
als Coordinaten des Punktes m, == (2, Yo) ansieht, so ist die Ortscurve die- 
ses Punktes die Ellipse 


a? % + b? % = (at a 


oder 
df? 
22) . A1, 


wo zur Abkürzung 
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at — b? b? — a 


gesetzt worden ist. 

Man sieht sogleich, dass auch der Punkt m, = (x0, /) in dieser Ellipse 
den Punkten m = (x,y), M = (X, Y) und M, = (A., T.) entspricht, denn 
es ist offenbar 

23) x: I: J.: 4 =a:atb:a—b:a,, 

P a ze 

Dazu ist 

; &. % = A. X, und y.y = F. F, 
und insbesondere 

24) a. 0 = @@ — b und bb, = bt— at, 

Mithin sind die Brennpunkte der Ellipse 2) harmonisch gelegen so- 
wohl gegen die Scheitel der Ellipsen 2) und 22), als auch gegen die Punkte, 
wo die grosse Achse der Ellipse 2) von den Kreisen 12) geschnitten wird. 

In der Linie P. Oo, welche nach 21) durch die Punkte M und M, har- 
monisch und zwar nach dem Verhältnisse 

F M: Q, M = P, M, : O, M, =a:b=b,:a, 
getheilt wird, liegt der Punkt m so, dass 

25) Pym: Qom = a’: b? bo: a0, 
oder: theilt man die Linie, welche die Fusspunkte der Coordinaten eines 
Ellipsenpunktes verbindet, äusserlich nach dem Verhältnisse der Halb- 
achsenquadrate, so ist die Verbindungslinie eine Normale der Ellipse, 
welche der Theilpunkt beschreibt und dieser ihr Fusspunkt. 


8.5. 
In der Fläche zweiten Grades 
= ＋ *. = 
26) ta 
werde ein Punkt n = (a, b, à so EAN dass seine Coordinaten a, b und 
c Halbachsen einer anderen Fläche senile Grades sind, welche mit jener 
confocal ist. Zur , dieser Fläche 


27) 1 4 1 7 
welche immer ein Ellipsoid Gr, dienen also die — 
d bÈ e 
= — — == 1 
23) ae p’? S 7 
a — à = BI — = y? — č. 
Wird der gleiche Werth dieser Differenz mit u bezeichnet, so ist 
at — — , È= ÉI — , C= ya, 


= 1 


folglich 
29) 


2 11 
. 
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und durch Einsetzung dieses Werthes ee man 


7 


Sai SE 
14, 1 

30 b= 46 e 2 
S 

1 1 1 

Ach ee 

at pte 


Un zu beurtheilen, wann diese Werthe real, oder null, oder imaginär 
sind, nehme ich im Allgemeinen an, dass 


a > ch > y. 
Wenn nun zuerst die Fläche 34) ein Ellipsoid, also 
a>p>y>o, 
80 ist | 
1 1 1 1 
e do. 


folglich sind die Werthe von a, er c ne wenn auch 
1 
ati I 0. 
B r 
Wenn zweitens die DA 26) ein einschaliges Hyperboloid, also 
e > B* 20> a, 


so ist 


1 N 
atg > 0; 
7 
soll nun auch der Werth von c ge werden, so muss 
1 
ata +. <0 
pty 
sein, und hierdurch ist vind eech E 
1 
> <— ata E <0, 
4 Ae pty 
mithin auch a und b real sind. 
Wenn drittens ei >0>fF >f, 
also die Fläche 26) ein h Mer ist, so ist auch 
eh end 


folglich kann der Werth von a nur nn sein, wenn zugleich 


1 
== 0, 
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und weiter muss, damit Se b Ge c RN der Bedingung 
e | 
Ts i> a a > 0 
opty Pr 
Genüge geschehen. 


Die acht Punkte (+ a, + b, +c) sind die Ecken eines rechteckigen 
Parallelepipedes, welches dem Ellipsoide 27) umgeschrieben und zugleich 
der confocalen Fläche 26) eingeschrieben ist. Soll umgekehrt durch den 
Punkt n = (a, b, c), dessen Coordinaten die Halbachsen des Ellipsoides 27) 
sind, eine mit demselben confocale Fläche gelegt werden, so ftihren die 
Bedingungen 28) auf folgende cubische Gleichung 

a? b? c? 
ge din Bin ete 


Wenn nun 
\ “> > >0 
angenommen und die drei Wurzeln dieser Gleichung mit 


H Hu 
bezeichnet werden, so ist 
Ze >u>2d; - H- b; ME . 
Die Entwickelung der vorstehenden Gleichung oder 
4 — Lob + 58 ea) n — 20° bc = 0 
zeigt ferner, dass 
| u ＋ . r H. = 0 
32) en nr = — (ab + bte + cha?) 
u b fg = 207 b, 
und dass im Allgemeinen 


JJ... 8 
33) eue tb eue V 


wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
D = a b C — TC + bc? TN 

Den drei Werthen von „ entsprechen drei Werthe von a, ß und y, 
welche durch die Ge 
d — at== ft b = en =, 
a,*— a? = BM sn d =m, 
ar — a = 5. — NH = y — cs pe, 
bestimmt sind, und mithin giebt es auch drei Flächen zweiten Grades, 
nämlich 


34) 


o so 
| "e 

35) = 37 85 = 
yt 

575 


welche den Bedingungen 28) aren 


+5= 


L, 
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Der Zusammenhang unter den Halbachsen dieser Flächen ist aus fol- 
genden Gleichungen ersichtlich: 
* d'M MEM d red — 4 —- WT 
ef oi a, = a (at — b’) (a*—c’), 
B? + bE ＋ 8. = 30%, B? B,?-+ 811 + BB? = 3b — at — bte — da, 
36) 657 f. = 0 (bc) (eh, 
* ty = c, Py Lin + 5. 5 mic ab — bc — c'e, 
F yi e (ad) (c — d), 
Ces d'W TT + BT = B Ti = A e. 
Die drei Ebenen 


e+ r . 


(e Re 


37) — 55 .— 


etz at =l, 


welche die drei confocalen Flächen im Punkte n (a, ö e EEN Ge 
a, a," p’ B? ie a 715 72 

7 a ’ a ~~ 9 D ’ b 7 Fe ? e U e U e "e | 

von welchen die gleichliegende Achse des Ellipsoides 27) das arithmetische 

Mittel ist, da nach 36) 


stimmen auf den Achsen die Stücke © z 


2 2 2 2 
Pi Pe b, ze 


§. 6. 


Werden in einer Ebene, welche auf den Coordinatenachsen die Stücke 
E, n, ¢ abschneidet, den Schnittpunkten die Gewichte 4, B, C beigelegt s 
sind die Coordinaten des Schwerpunktes 
A B C 
ABe E 1+5+c 4+530 Ë 


Legt man also den en wo oa erste Ebene 37) von den Achsen ge- 


troffen wird , die Gewichte - bei, so hat der Schwerpunkt, weil 


D f 5 
hier 
„ DP E 
| rate 
die Coordinaten 
. 7 — C A 
a? 3 "Bb ‘#'e 


folglich ist der Punkt n = (a, b, c) der Schwerpunkt dieser Schnittpunkte. 
Da dasselbe auch von den beiden anderen Ebenen gilt, so ist n der ge- 
meinsame Schwerpunkt der Punkte, worin die Ebenen 37) die Achsen 
schneiden. 
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Die Stücke, welche durch eine der Ebenen 37) abgeschnitten werden, 
sehe ich als Halbachsen eines Ellipsoides an, erhalte also die drei Flächen 


276% E= 
„ EGG 
GN 


In diesen Flächen sind nun die Punkte M = (x, , Z), M, = (A., P., Z,) 
und M. = (X,, P., Z:), welche einem beliebigen Punkte m = (r, y, 2) des 
Ellipsoides 27) entsprechen, durch folgende Proportionen bestimmt: 


2 „ 
&: T: ,.: „ 
aaa 
2 B2 R2 

39) ver: I. 7. br: 
2 „ 
ZZ: es . 


Hieraus folgt sogleich, dass | 
z 9 2 x y 2 
40) T7 TZ = ty, Au: Z, =i Py a E 

oder der Satz: Werden cee die Endpunkte der Coordinaten 
von drei entsprechenden Punkten der Flächen 38) Ebenen ge- 
legt, so schneiden sich diese indem entsprechenden Punkte 
des Ellipsoides 27). Zugleich ergiebt sich aus diesen Proportionen, 
dass jeder Punkt des Ellipsoides 27) der Schwerpunkt von den Punkten, 
welche auf den Achsen die Coordinaten eines a Punktes der 

EE E 
E Wi a 81. y? 


Flächen 38) begrenzen, wenn diesen die Gewichte 


oder St 85 7 = — angehängt werden. 
Peruse folgt aus denselben Gleichungen 39), dass 
41) X＋ A. ＋ A. S3, TT. + T. 39, Z ＋ Z. +2Z,=3z, 
oder der Satz: Jeder Punkt des Ellipsoid es 27) ist der Schwer- 
punkt der drei demselben entsprechenden Punkte in den 
Flächen 38), wenn diese gleiches Gewicht haben. 
Die Gerade, welche durch die entsprechenden Punkte m = (x, y, 2) 
und M == (As Y, Z) geht, ist durch die Gleichungen 


— — —— —ü—ũ—ĩ— — ů 


dargestellt, oder weil 
4 — = Y—y= Ë H, 2— 2 
durch die Doppelgleichung 
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PPP AP PPS 


2 2 

42) ` — ea) = À Qi = =. 
Dies ist aber bekanntlich die Gerade, welche im Punkte m = (£, y, 2) auf 
der Fliche 27) senkrecht steht, und da in derselben Geraden auch die 
Punkte M, = (Ai, P., Zi) und M. = (A., F., Z.) liegen, so folgt hieraus 
der Satz: Jede Normale der Fläche 27) trifft die Flächen 38) in 
drei ihrem Fusspunkte entsprechenden Punkten. 

Die Länge der Strecke Mm, welche mit / bezeichnet sei, ist durch die 


Gleichung | 
1 = (X— a) + (Y—y) + (2—2)" 


bestimmt, oder durch 
ay , 2 
r= a(S + pi +5). 


Nun ist aber, wenn vom Mittelpunkte auf die Beriihrungsebene des Punk- 
tes m = (z, y, 2) die Senkrechte 5 gefällt wird, 


1 at * „ 2 
grate ta 
folglich 
| 2 
43 I= E, E, | u, 
2 * #8 


wo I= Mm, l, = M. m und I, = M. m gesetzt ist. 

Wird also ein beliebiger Punkt des Ellipsoides 27) mit 
den entsprechenden Punkten der Flächen 38) verbunden, so 
sind die Rechtecke aus diesen Verbindungslinien und der 
Senkrechten, welche vom Mittelpunkte auf die Berührungs- 
ebene des ersten Punktes gefällt ist, constant und gleich den 
Wurzeln der Gleichung 3l). 


8.7. 
Bezeichnet man die Punkte, wo die Normale des Punktes m == La, 1,7) 
die Coordinatenebenen trifft, mit Po, Oo, Ry, 80 sind nach der Gleichung 42) 
| b?— a? — e 


0, emt * ue Coordinaten von Po, 
a? — b? ct — b 
a eT, 0, a 2 „ ” „ Qo» 
a —c’ bt — * 
a di — "Ze 0, ” ” „. Ro 


Daraus ergeben sich für die Stiicke, welche von diesen Punkten einer- 
seits und dem Punkte m andererseits begrenzt werden, die Werthe 
l a® u ch 


Sa mie: ee 


44) m P, = S 


welche zeigen, dass 
auf joder Normale eines Ellipsoides durch die Achsen- 
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ebenen Strecken abgeschnitten werden, welche mit der Ent- 
fernung der zugehörigen Berührungsebene vom Mittelpunkte 
Rechtecke von constanter Grisse bilden. 

Auch die beiden Hyperboloide besitzen dieselbe Eigenschaft und der 
Unterschied besteht blos darin, dass die Punkte, wo die Achsenebenen 
eines Hyperboloides von einer Normale getroffen werden, nicht alle mit 
dem Mittelpunkte auf derselben Seite der zur Normale gehörigen Berüh- 
rungsebene liegen. 

Durch Umkehrung des verstehenden Satzes erhält man folgende Er- 
zeugungsweise der Flächen: 

Steht eine Gerade auf einer mit ihr fest verbundenen 
Ebene senkrecht und bewegt sie sich so, dass die Strecken, 
welche durch drei auf einander senkrecht stehende, fest lie- 
gende Ebenen auf der Geraden abgeschnitten werden, mit 
der Entfernung der ersteren Ebene vom Schnittpunkte der 
letzteren Rechtecke von constanter Grösse bilden, so sind 
die bewegliche Gerade und Ebene in allen Lagen eine Nor- 
male und Berührungsebene einer Fläche zweiten Grades, 
deren Halbachsenquadrate jenen Rechtecken gleich sind. 

Setzt man die aus 43) und 44) entnommenen Werthe von a’, b?, c und 
u, uf, u: in die oben für diese Wurzeln angegebenen Grenzbestimmungen 
ein, so entsteht 

2mP,>mM>2mR,; mb, m MH. m O0; mQ, m H. Im Po, 
und nimmt man noch hinzu, dass 

A cb A., 
so erkennt man, dass der Punkt M, in der Strecke No Oo, M, in O, Po und 
M in der Verlängerung der Strecke P, R, über No hinaus liegt. Durch Ver- 
bindung der Gleichungen 43) und 44) erhält man nun 


e ß Y 
0 E H 0, E ’ 0 E 
und wenn man diese Werthe, sowie 
Mm = Ë 
g | 5 
in die Gleichung 29) einsetzt, so entsteht 
2 1 1 1 
39) Un MP, t MO, T MR, 


Hiernach ist also Am das harmonische Mittel von Mo, MỌ, und M No. 
Dasselbe gilt offenbar von 3M,m und 3M,m. Dieser Zusammenhang ist 
auch ausgedrückt durch die Gleichung 

mP, pa 

MP, Tva Oo l, 
welche entstcht, wenn man in die Er 31) die obigen Werthe 
einsetzt. 


366 Ueber ein System verwandter Curven und Flächen zweiten Grades. 


Ferner erhält man in derselben Weise aus den Relationen 32) die fol- 
genden: 
nM— mM —m M, S O, 
46) mH. mM, + mM, . mM, + mM,. mM = m. mo E mnOO m No Lomb, mb, 
m M. m M.. m MH. 2. m Po. m O.. m No, 

und durch Multiplication der auf die Normale durch die Achsenebenen ab- 
geschnittenen Stücke 
a? b? c? 

po 
Nun ist aber bekanntlich das Product aus den Halbachsen des zur Berüh- 
rungsebene des Punktes m parallelen Centralschnittes und der auf jene 
Ebene gefüllten Senkrechten 5 gleich gen Product der drei Halbachsen 
der Fläche, oder 


m Po. m Oo. m R = 


di d. & S abc, 

wenn die Halbachsen jenes Centralschnittes mit d, und d, bezeichnet wer- 
den, folglich 

di d Make. n P, . mQ, . mR, | 
Hieraus erhält man nun durch Anwendung der letzten Gleichung unter 46) 
47) di d. Nabe n. mM, m M.. 
Ebenso ist nach 44) l 
ath? + bte + cat 


m P, . mQ, + mQ, . m R, + m Ro. m PO == 7 ; 


und da ausserdem 


so folgt zunächst 
dd, n, matne.. en m Po 
1 — — — Ml 


tet 


und vermittelst der Gleichung 46) | 
mM.mM, en mM, ta. m 


stats 


Diese Relationen ersetzen fiir das ës die di unter 19) und 21) von 
der Ellipse angeführten Sätze. 


48) d d. = 


8. 8. 


Sowie oben unter Gleichung 6) nicht blos die Quotienten — Si 5 Ze und 
2 
: der Bedingung geniigten, dass ihre Summe gleich eins, so ist es 


ar 


f 
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API. 


. 4. è gË ee oe gg 
* a s BE BP BE Par 


auch hier mit den Quotienten 


Es ist zunächst 


a d = a at 5 57 57 bf 
at at n a) lg o di n Och) O- 
ch =. a 


5 vi (da) T 
und durch die Verbindung dieser Werthe ergiebt sich weiter 
as b° d 
doe, BE F 
Ferner sind dann für die Ellipsen 2) und 22) die entsprechenden Producte 


zugleich das Verhältniss der gleichliegenden Achsen und der Coordinaten 
von entsprechenden Punkten; mithin ist hier das Ellipsoid 


49) 


4% wë ZA 
50) % K ur 
worin zur Abkürzung 
Gd a PB? B: Yy 12 
Oo 7 bo = IK 3 “0 ch 


gesetzt ist, die Fläche, welche der Ellipse 22) analog ist. 
Wenn nun m == (x, y, z) und m, = (£o, Yo, 20) entsprechende Punkte in 
den Flächen 27) und 50) sind, so ist 


e a a = a‘ 

Zo a data (a; — b) (a. — ci) 

FCC 

Yo bo BBB” (ce) OU a.) 
c ch e 


zy e, nf nd, (e— a’) (c 

und folglich 
x 7 „ 7 
ER | nn Zo 
d.h. jeder Punkt des Ellipsoides 27) liegt in einer Ebene, 
welche auf den Achson die Coordinaten des entsprechenden 
Punktes des Ellipsoides 50) abschneidet und zwar ist der 
erste Punkt der Schwerpunkt der drei Punkte, in welchen 
die du geschnitten werden, wenn diese die Gewichte 


a b 
de ,— — haben. 


fen die entsprechenden Punkte M, M, und M, der Flächen 38) liegen 
in der Ebene 50), welche die Coordinaten des entsprechenden Punktes m, 
abschneidet. Es ist nämlich zunächst in Bezug auf den Punkt M=(X, T. Z) 


I 
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= == a? of z5 a‘ 4 4 

WII AT Em Se 
: ee Ge 
"Dei ei TT Cr) D 
er FLA cf + cu i 


(ce? — a?) (c? —b?) (c? SE ?) (c? — b?) (c *__ a?) (ef — bt)’ 


dazu ist 
a? b? ef 
: (a? — b?) (a — c?) + (5 — ei (* — a!) F (2—a®) -* = 0, 
folglich auch 
4 D 2 


a, Yo Zo 

d. h. es liegt auch der Punkt M = (X, F, Z) in der Ebene, welche auf den 
Achsen die Coordinaten des entsprechenden Punktes m, abschneidet. Da 
nun die Punkte m und M beide der Normale 42) angehören, so geht auch 
die Ebene selbst, welche auf den Achsen die Coordinaten eines Punktes 
des Ellipsoides 50) abschneidet, durch die Normale des entsprechenden 
Punktes der Fläche 27). 

Bezeichnet man die Punkte, wo die Achsen von der Ebene 51) ge- 
schnitten werden, mit po, 90, ro. so dass 

OPo = Los 09% = Yo, Oro = 203 

so liegt die Normale 42) in der Ebene des Dreiecks po 90 ro und schneidet 
die Seiten in den Punkten Po, Co, Ro- Um die Lage derselben in dem Drei- 
ecke po 4 To zu bestimmen, beachte man, dass 


N] 
N] 


und hieraus erhält man 


— 
? 


Po No: 40 Ro = bi: a. 
Wendet man nun auch auf die Stücke der anderen Seiten des Dreiecks 
Po lo To dasselbe Verfahren an, so — 


1 1 1 
52) mR: de R. = 3: - Lo Pr rv I. = 5: a r,0,:9 9 = 3S 


b? 

Mithin ist die Normale jedes Punktes des Ellipsoides 27) 
in der Ebene, welche die Coordinaten des entsprechenden 
Punktes des Ellipsoides 50) auf den Achsen abschneidet, 80 
gelegen, dass ihre Entfernungen von den Schnittpunkten der 
Achsen sich verhalten, wie die reciproken Werthe der Qus- 
drate dieser Achsen. 

Die Vergleichung der Coordinaten der Punkte po, %) Tor Por Oo, Ro zeigt 
ferner, dass unter den vier möglichen Geraden, deren Entfernungen von 


Von Dr. HEILERMANN. 369 


PLL LLL — 


den Ecken Ps, go, ro in dem angegebenen Verhältnisse stehen, die Nor- 
male 42) diejenige ist, welche alle Seiten des Dreiecks P, 90 ro äusserlich 
theilt. 


8. 9. 


Die Ebenen 
z y z 
53) Satin t 1. 
welche das Ellipsoid 27) im Punkte (x,y,z) berührt, begrenzt auf den 
Achsen die Stücke 


a? b? c? 
= 0q = —, d Eege 
Nun sind aber die Producte 
at — b?) (a? — c b? — c*) (D — a? 
Op, . Op, =, 09.09, = AZ, 


a? 
(eat) le 

c 
constant, und wenn noch auf den Achsen vom Mittelpunkte aus nach bei- 


den Seiten die Strecken 


Oro. Or, = 


Of = 0f, = L 5 
54) 09= 0, LA, 


où= on VENEN 
c 


abgeschnitten werden, so ist 
55) Op, . Op, = Of? == Of è, Oqo . Og, = Og? = g., Oro. Or, = OR? = Oh,”. 

Diese Gleichungen zeigen, dass es in jeder Achse des Ellipsoides zwei 
(reale oder imaginäre) Punkte giebt, welche gegen die Berührungsebene 
53) und die Normalebene 51) harmonisch liegen, nämlich die realen Punkte 
F. fi und h, h, und die imaginären g, d, Diese Punkte habe ich Focal- 
punkte des Ellipsoides genannt. (Ber. der Akad. der Wissenschaften zu 
Berlin.) Hiernach lässt sich der in den vorstehenden Gleichungen ent- 
haltene Satz in folgender Weise ausdrücken: 

Jede Bertihrungsebene des Ellipsoides 27) und diejenige 
Normalebene, welche auf den Achsen die Coordinaten des 
dem Berührungspunkte entsprechenden Punktes des Ellip- 
soides 50) abschneidet, sind gegen die Focalpunkte des 
ersteren Ellipsoides harmonisch gelegen. 

Da ausserdem 


ee (a? — b?) ee). b.b __ (bie) 3 


a . Ao à 0 b? 
6 — d) (eb 
C. Co = EE ) 


Zeitschrift ſ. Mathematik u. Physik. VI, 6. 


370 Ueber ein System verwandter Curven und Flächen zweiten Grades. 


— LLLP 


so sieht man, dass auch die Scheitel der Ellipsoide 27) und 30) gegen die 
Focalpunkte des Ellipsoides 27) harmonisch liegen. 

Um nun die Lage der Normalebene 51) gegen die beiden Haupt- 
normalebenen festzustellen, denke man sich durch den Punkt m = (z, y, 2) 
noch die beiden Hyperboloide 


4 yẹ e 
56) att 55 a 
a vw 2 
+ . 
56*) SE +=, 


welche mit dem Ellipsoide 27) confocal sind, gelegt. Die Differenzen der 
gleichliegenden Halbachsenquadrate 
| * — d= b bf = ei = dis, 
a — a, = 5 — 5. 6 —c,’ d 


sind die Wurzeln der Gleichung 


a y? 5 
e r CAM eeh 
und aus dieser geht hervor, dass 
a> di b. di & ce. 


Die Ebenen, welche das Ellipsoid 27) und die beiden confocalen Hyper- 
boloide 56) berühren, sind 


x y 2 
58) td Foa 5 
58* Ge ER = = 
) ai 41 + 57 Yı + e Zi 1, 
z z 
5ga) tut 1 1, 
as Ce 


und stehen auf einander senkrecht, weil 
r y! 2? A 


E rt e à 


ata? Dil Cer 
x De E a 5 
aa 515 IW er Fu 


wie sich sogleich engiebt, wenn man die Gleichungen der Flächen von 
einander abzieht. 

Der Durchmesser 2D des Ellipsoides 27), welcher auf der Berührungs- 
ebene 58*) senkrecht steht, ist der Lage nach dargestellt durch die Doppel- 
gleichung 


und wenn die Grösse dieser Producte mit A bezeichnet wird, so ist die 
Länge desselben Durchmessers bestimmt durch 
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5 1 (a TE 
Zur Ermittelung der Grösse A, welcher der Durchmesser 2D propor- 


tional ist, beachte man, dass die Endpunkte desselben in dem Ellipsoide 
27) liegen, und setze in die Gleichung desselben 


— — —— — — ae H 
dadurch entsteht 


(taten 


aa MA 


m=(£ +R +: a): C + hat: SH 


Diese Division DEEN 
59) = 
und mithin sind die Wurzeln der Gleichung 57) zugleich auch die Qua- 
drate der Halbdurchmesser des Ellipsoides, welche auf den Ebenen 58% 
und 58 **) senkrecht stehen. Da ausserdem diese Wurzeln nach der Glei- 
chung 57) auch den Bedingungen 
d? ＋ dè = men 


y 
d? dè == di h ct @ + m + 5 


folglich ist 


geniigen, so bilden auch 2d, und 2d, mit dem Durchmesser des Punktes 
m == (x,y, 2) ein System von conjugirten Durchmessern, und weil endlich 
die Durchmesser 2d, und 2d, auf einander senkrecht stehen, so sind sie 
die Achsen des zur Berührungsebene des Punktes m parallelen Central- 


schnittes 
z z 
60) mt yı ta 21 == 0. 
Werden nun vom Mittelpunkte auf die TERROR: 58) die Senk- 
rechten &,n, § gefällt, so sind die Winkel, welche diese mit den Achsen 


bilden, durch die Pe 


Er Ez 
cos (Ba) = ~ 4» C0 os (50) == 84, cos ($C) == 3 
nr z 
cos (ya) = 2 COS (nb) = 24, cos 
ay x 


cos (£a) = = cos (£b) = S i cos (gc) = 


bestimmt, und wird ebenso vom Mittelpunkt auf die Normalebene 51) die 
Soukrechte t gefällt, so ist 
pn t 
(ch ( = 
cf l 


t 
cos (ta) = 2 cos (tb) = 


cos (te) = 


26 * 


— PLP LA PA — . Ä2“?”.ſ2.. 
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Da nun bekanntlich 
cos (tn) = cos (ta) cos (na) + cos (tb) cos (nb) + cos (lc) cos (nc), 
cos (LẸ) = cos (ta) cos (£a) + cos (tb) cos (£b) + cos (tc) cos ($e), 


so erhält man durch Einsetzung der obigen Werthe 


_ tn be, „ e ‚de 
cos (ee le ae a +? ar: SC SE è 

Se té D e— a—c* 
“= oe" re) 


und durch einige Reductionen 

di (Edi 

cos (tn) = 2755 ar cos (td) = u 
Nun ist aber nach dem bekannten Satze von dem constanten Producte der 
conjugirten Durchmesser einer Fläche zweiten Grades 
4 017 = edi (d,* —d,*), as b e = Dé (di — di.) 
folglich 
di dé t 
cos (() = ei cos (i d) = ng F 

Wenn man noch beachtet, dass die Senkrechten a und ¢ auch auf einander 
senkrecht stehen, dass di < d,* und dass die drei Senkrechten , E und ¢ 
in der Centralebene 60) liegen, so ergiebt sich 


| den dE 
ta = — C= p 
61) ng (in) ate? 0 (0 = As, 
Die Gleichung dieses Centralschnittes ist 
H. A a 
haar TE 


da, wie oben bewiesen, d, und d, die Halbachsen desselben sind; die 
Senkrechte ¢, welche vom Mittelpunkte auf die Ebene 51) gefällt wurde, 
ist durch die Gleichung 
z == lang (tn) .y 

dargestellt, und diese geht durch Einsetzung des Werthes 61) über in 

62) Jy 4 1 
Ferner sind in der Centralebene 60) in Bezug auf die Durehmesser 24, und 
2d, als Coordinatenachsen 7 und £ die Coordinaten des Punktes, wo die 
Normale des Punktes m die Ebene trifft, folglich ist 

63) DE eg 

l n $ 

die Gleichung des Durchmessers, welcher durch diesen Punkt geht. 


Diese Geraden 62) und 63) sind aber offenbar conjugirte Durchmesser 
des Centralschnittes 60), bilden also auch mit der vom Mittelpunkte nach 
dem Punkte m des Ellipsoides gezogenen Geraden ein System von con- 
jugirten Durchmessern dieser Fläche. Die Ebene, welche durch den 
Punkt m und die Gerade 63) geht, ist die normale Centralebene und mithin 


sel; 
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ist die Gerade 62) oder die Senkrechte ¢ der zu dieser Ebene conjugirte 
Durchmesser des Ellipsoides. 

Hieraus ergiebt sich folgender Satz: 

Die Achsen eines Ellipsoides werden von der Normal- 
ebene, welche aufdem zurnormalen Centralebene desselben 
Punktes conjugirten Durchmesser senkrecht steht, und von 
der Berührungsebene desselben Punktes so geschnitten, dass- 
die Schnittpunkte mit den Focalpunkten ein System von har- 
monischen Punkten bilden. 


| XV. 
Beiträge zur Geschichte der Fortschritte in der elektrischen 
Telegraphie. 


Von Dr. Ep. ZETZSCHE. 


III. Wechsel, Relais, Translation und Zweigsprechen, 
Schleifen, Blitzableiter. 


1. Die Batterie- und Linien wechsel. 


Wechsel oder Umschalter nennt man diejenigen Telegraphen- 
apparate, welche dazu dienen, dem elektrischen Strome den nach dem 
jedesmaligen Zwecke allein zulässigen Weg durch die anderen Apparate 
anzuweisen. Kaum dürfte es irgend eine Telegraphenstation geben, in 
welcher gar keine Vorrichtung zum Umschalten vorhanden wäre. Die 
Wechsel sind daher trotz ihrer grossen Einfachheit sehr wichtige und nütz- 
liche Apparate; auch finden sie sich sehr frühzeitig im Gebrauch, da sich 
bei steigender Benutzung der Telegraphen sehr bald das Bedürfniss her- 
ausstellte, den Weg des Stromes in dem einen oder dem anderen Falle zu 
verlegen, also zwischen zwei oder mehreren Punkten bald eine leitende 
Verbindung herzustellen, bald wieder dieselbe zu unterbrechen. Die dazu 
in Anwendung gebrachten Mittel waren zu verschiedenen Zeiten und für 
verschiedene Zwecke verschieden. 

Da es überhaupt nur dann möglich ist, zu telegraphiren, wenn man 
einen elektrischen Strom abwechselnd eine Zeitlang circuliren lässt und 
dann wieder unterbricht, so ist bei jedem Telegraphen eine Vorrichtung 
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nöthig, welche ein abwechselndes Schliessen und Unterbrechen des Stro- 
mes gestattet, den dazu bestimmten Apparat nennt man aber, obgleich 
seine Bestimmung wit der des Wechsels ganz nahe zusammenfällt, Taster, 
Schlüssel, Zeichengeber, auch wohl Commutator, wenn er Ströme 
‘von wechselnder Richtung in die Telegraphenleitung sendet. Zuerst wen- 
dete man für den vorliegenden Zweck bewegliche Dräthe an, welche bald 
in je zwei Quecksilbernäpfchen eintauchten, bald aus ihnen herausgehoben 
wurden und so in dem einen Falle gewisse Verbindungen zwischen den 
mit Quecksilber gefüllten Näpfchen und den mit diesen verbundenen, zu 
den anderen Apparaten oder zur Luftleitung führenden Dräthen herstell- 
ten, in dem anderen Falle aber diese Verbindung wieder unterbrachen. 
Derartige Einrichtungen enthielt nicht nur der zweite mechanische Tele- 
graph von William Fothergill Cooke (im Februar 1837), sondern auch die 
Telegraphen von Morse, Steinheil und der 1838 patentirte electrochemische 
Telegraph von Edward Davy (vergl. Shaffner, telegraph manual, New-York, 
1859, 8. 190 u. 196, 437, 165, 255). Später oder wohl selbst gleichzeitig wur- 
den die in Quecksilbernäpfchen eintauchenden Dräthe ersetzt durch fe- 
dernde Metallstreifen, welche bald auf einem leitenden, bald auf einem 
isolirenden anderen Theil des Apparates aufschleiften; ein solcher, von 
Charles Wheatstone und W. F. Cooke für ihren „Einfachen Nadeltelegraph“ 
benutzter Schlüssel ist auf S. 91 des ersten Jahrganges dieser Zeitschrift 
beschrieben und dort auf Tafel V Fig. 23 abgebildet. Bei den jetzt vor- 
wiegend gebrauchten Morse’schen Drucktelegraphen aber hat der Taster 
im Wesentlichen die im ersten Jahrgange S. 95 erklärte und daselbst auf 
Tafel V Fig. 25 abgebildete Einrichtung. Bei anderen Telegraphen ist die 
Einrichtung des Zeichengebers durch die Einrichtung der übrigen Apparate 
bedingt und deshalb soll hier nicht weiter darauf eingegangen werden; 
dass aber an ihnen bis in die neueste Zeit Federn zur Unterbrechung des 
Stromes wiederholt vorgeschlagen und verwendet worden sind, zeigen 
schon die vorausgegangenen Artikel I und II über Copirtelegraphen und 
über Typendrucktelegraphen. (Jahrg. 5, S. 39 und 8. 395.) 

Auch von den eigentlichen Wechseln giebt es zwei verschiedene 
Arten; früher bediente man sich der Klemmenwechsel, jetzt fast all- 
gemein der Lamellenwechsel, weil die letzteren mit besonderer Ein- 
fachheit und Leichtigkeit eine sehr grosse Mannigfaltigkeit in der Ab- 
änderung des Stromlaufes darbieten. Ausserdem unterscheidet man die 
Batteriewechsel, d. h. diejenigen, welche nur zu dem Zwecke vor- 
handen sind, dass man nach Maassgabe der Länge oder der Beschaffenheit 
der Luftleitungen mit einem grösseren oder kleineren Theile der Telegra- 
phir- oder Linienbatterie telegraphiren kann, von den Linien wechseln, 
durch welche der Stromlauf durch die Apparate abgeändert wird. 

Die Klemmenwechsel bestehen aus zweierlei durch den Apparst- 
tisch hindurchgehenden Klemmschrauben, in welche unter dem Apparat- 
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tische je ein Leitungsdrath eingeSchraubt ist. Die einen enden über dem 
Tische in eine kleine Metallplatte und heissen Wechselweibchen; 
Fig. ı Taf. V zeigt ein solches im Durchschnitt: d ist der Leitungsdrath, 
a die Metallplatte, T der Tisch. Die anderen, die Wechselmännchen, 
tragen über dem Tische noch einen kleinen metallenen Arm, welcher um 
die Achse der Klemmschraube drehbar ist, aber stets mit ihr in leitender 
Verbindung bleibt. Jedem Männchen stehen zwei oder mehrere Weibchen 
gegenüber, wie es Fig. 2 Taf. V deutlich macht, so dass der etwas federnde 
Arm des Männchens auf die Platte des einen oder des anderen Weibchens 
aufgelegt werden kann, wodurch der im Männchen eingeschraubte Draht 
mit dem Drahte desjenigen Weibchens, auf dem der Arm aufliegt, in lei- 
tende Verbindung gesetzt wird. Solche Wechsel*) waren noch unlängst 
in den Telegraphenstationen der österreichischen Staatseisenbahnen in aus- 
gedehntem Gebrauche, so lange man sich dort noch der Bain-Ekling'schen 
Glockenapparate bediente. So hatte z.B. ein Linienwechsel auf Mittel- 
stationen folgende Einrichtung: die beiden in die Station einmündenden 
Luftleitungen Z, und Z, (Fig. 3 Taf. V) führen nach 1 und 21 vom Weib- 
chen 1 führt ein Draht durch die Apparate 4 und von da nach 2; das 
Weibchen 3 und das Männchen 4 sind unter sich und mit der Erde E lei- 
tend verbunden. In der gezeichneten Stellung liegt kein Männchen auf 
einem Weibchen, folglich geht jeder Strom aus einer der Luftleitungen Z, 
oder Z, durch die Apparate A der Mittelstation und dann in die andere 
Luftleitung Z, oder L. weiter; legt man dagegen den Arm des Männchens 2 
auf das Weibchen 1, so geht.der Strom aus einer der Leitungen direct in 
die andere Leitung, und nur ein ganz schwacher Theilstrom geht durch die 
Apparate A, so dass auf diesen die Zeichen nicht mit erscheinen; liegt der 
Arm des Männchens 2 auf dem Weibchen 3, oder der Arm des Männchens 
4 auf dem Weibchen 1, so geht im ersten Falle der Strom aus Z, direct zur 
Erde, der Strom aus Z, durch die Apparate 4, aber nicht nach Z, weiter, 
sondern in die Erde, im zweiten Falle dagegen der Strom aus L, direct zur 
Erde, der Strom aus Z, durch die Apparate 4 und zur Erde, nicht aber 
nach L.; liegt endlich der Arm des Männchens 4 auf 1 und zugleich der 
Arm des Männchens 2 auf 3, so sind beide Leitungen Z, und Z, direct mit 
der Erde verbunden, was unter Anderem bei Gewittern zur Schonung der 
Apparate nötliig ist. Genau dieselben Dienste leistet der im Wesentlichen 
mit diesem Wechsel genau übereinstimmende, anscheinend minder ein- 
fache Umschalter, welcher im Katechismus der elektrischen Telegraphie 
von Galle S. 153 beschrieben ist und auf sächsischen Mittelstationen noch 
mehrfach gebraucht wird; bei diesem Umschalter legt sich ein starrer 


*) Eine frühere Form derselben und ihre Anwendung findet sich ausführlich be- 
schrieben in: Galle, Katechismus der elektrischen Telegraphic. 2. Auflage. Leipzig 
1859. 8. 150 bis 153. 
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drehbarer Arm der einen Klemme an fedèrnde Theile der anderen Klemme 
an, in einer Weise, welche zuerst Siemens und Halske an ihrem Zeiger- 
telegraph (vergl. Schellen, der elektromagnetische Telegraph, 2. Auflage, 
Braunschweig 1854, S. 128) benutzt zu haben scheinen. Wo eine grössere 
Mannigfaltigkeit in den Umschaltungen nöthig ist, dürfte der Klemmen- 
wechsel von E. Matzenauer (vergl. Zeitschrift des deutsch-österreichischen 
Telegraphenvereins, 1855, 8. 29) gute Dienste thun, bei welchem die Männ- 
chen im Kreise stehen, und die Weibchen anstatt der Platten über dem 
_ Apparattische in ringförmige Streifen enden, welche als Vollkreise con- 
centrisch innerhalb und ausserhalb jenes Kreises liegen, auf welchem die 
Männchen stehen. 

Als Batteriewechsel erhält ein Klemmenwechsel dio Anordnung 
in Fig. 4 Taf. V: um das mittelbar mit der Luftleitung Z verbundene 
Wechselmännchen « stehen im Kreise herum eine Anzahl Weibchen 1, 2 
bis 6, welche mit den positiven Polen der Linienbatterien I, II bis VI ver- 
bunden sind, während der negative Pol der ersten Batterie I mit der Erde, 
der negative. Pol jeder folgenden Batterie aber immer mit dem positiven 
Pole der vorhergehenden Batterie verbunden ist. Je nachdem nun der 
Arm des Männchens a auf 1,2... oder 6 gestellt wird, wird beim Schliessen 
der Kette der Strom von einer, zwei... oder sechs Batterien in die Lei- 
tung gesendet. 

Die Lamellenwechsel sind in der Form, in welcher sie zuerst von 
Steinheil angegeben wurden, noch jetzt in den Stationen der österreichi- 
schen Staatstelegraphen gebräuchlich. Fig. 5 Taf. V zeigt einen solchen 
Wechsel im Grundriss und im Durchschnitt. Zwei über einander liegende, 
sich kreuzende Reihen von schmalen Messinglamellen sind durch eine iso- 
lirende Schicht, z. B. durch eine trockene Holzplatte, von einander ge- 
trennt; die Streifen einer jeden Reihe aber sind ebenfalls durch zwischen- 
gelegte isolirende Holzstreifen von einander getrennt; an den Kreuzungs- 
stellen sind sämmtliche Messingstreifen durchbohrt und in die eingebohr- 
ten Löcher können messingene Stifte oder Stöpsel (Fig. 6 Taf. V) ein- 
gesteckt werden, welche von oben und von unten an den Stellen, wo sie in 
den Lamellen stecken, federnd aufgeschlitzt sind, damit sie sich gut an 
die Lamellen anlegen; der Kopf der Stifte ist von Elfenbein; wird ein Stift 
in irgend ein Loch eingesteckt, so verbindet er die beiden an dieser Stelle 
sich kreuzenden Lamellen. An dem einen Ende einer jeden Lamelle ist 
noch ein kleineres Loch, in welches ein Leitungsdrath eingesteckt und 
mittelst einer Klemmschraube befestigt wird. In Fig. 5 wurde der Einfach- 
heit halber nur ein Wechsel mit drei Verticallamellen a, b,c und zwei 
Horizontallamellen d und e gezeichnet; ein solcher reicht vollkommen hin, 
um den Klemmenwechsel Fig. 3 zu ersetzen und übertrifft ihn mindestens’ 
in der Beziehung, dass er die Möglichkeit bietet, die beiden Leitungen Z, 
und Z, bei völligem Ausschluss der Apparate 4 entweder unter sich 
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direct, oder beide mit der Erde zu verbinden. Denkt man sich die eine 
Luftleitung Z, mit a, die andere Z, mit b und die Erdleitung mit c leitend 
verbunden, von den unter sich gehörig verbundenen Apparaten aber einen 
Drath nach e und einen anderen nach d geführt, so wird, wenn man einen 
Stöpsel in das Loch 1 und einen in das Loch 4 steckt, der Strom aus Z, 
nach a, durch den Stöpsel in 1 nach d, durch die Apparate nach e und 
durch den Stöpsel in 4 nach b und Z, gehen; stöpselt man in 2 und in 3, so 
geht der Strom aus Z, zwar auch durch die Apparate und nach Z,, aber er 
durchläuft die Apparate in der entgegengesetzten Richtung; durch diesen 
Richtungswechsel wird zugleich eine etwa im Anker der Elektromagnete 
surückgebliebene Polarität beseitigt. Stöpselt man in 1, 4 und 6, oder in 
2, 3 und 5, so geht der Strom aus Z, durch die Apparate und c zur Erde, 
der Strom aus Z, aber direct nach c und zur Erde; stöpselt man in 1, 4 und 
5, oder in 2, 3 und 6, so geht der Strom aus Z, direct, der Strom aus Z, 
sber durch die Apparate zur Erde. Stöpselt man endlich in 1 und 3, oder 
in 2 und 4, so geht der Strom aus Z, sofort nach Z,, ohne die Apparate zu 
durchlaufen; stöpselt man in 1, 3 und 5, oder in 2, 4 und 6, so geht jeder 
Strom aus L, und 2, direct zur Erde; zugleich bleibt in den beiden letzten 
Fällen dem Strome, weil zwischen d und e keine leitende Verbindung vor- 
handen ist, durchaus kein Weg durch die Apparate offen, es kann daher 
auch nicht einmal ein Zweigstrom durch die Apparate gehen, die Apparate 
sind völlig ausgeschlossen, also auch gegen atmosphärische Einflüsse, na- 
mentlich gegen Blitzschläge geschützt. 

Die Lamellenwechsel, welche in Sachsen, Preussen, den Niederlanden 
u. s. w. im Gebrauch sind (vergl. Zeitschrift des deutsch - österreichischen 
Telegraphenvereins, 1854, 8. 78; 1855, S. 59, 177 und 217), unterscheiden 
sich von dem vorstehend beschriebenen nicht wesentlich; sie enthalten nur 
weit breitere und stärkere Messinglamellen und erhalten dadurch unnöthi- 
ger Weise ein sehr massiges Aussehen; die Stöpsel sind oft nicht geschlitzt, 
sondern conisch; die Lamellen der unteren Reihe sind an den Kreuzungs- 
stellen verdickt, so dass sie bis zu den oberen heraufreichen, ohne sie zu 
berühren, und die conischen Löcher sind nun halb in der einen, halb in 
der auderen Lamelle, in ähnlicher Weise, wie dies Fig. 7 Taf. V zeigt, 
wo ein kleinerer derartiger Batteriewechsel abgebildet ist; der Drath E 
führt zur Erde, der Drath 7 zu dem hinteren Contacte des Tasters, von 
wo der Strom in die Linie gesendet wird; in 1 ist zu stöpseln, wenn mit 

einer Batterie, in 2, wenn mit zweien, und in 3, wenn mit drei Batterien 
gesprochen werden soll. 

Der wichtigste Dienst der Linienwechsel besteht darin, dass sie ge- 
statten, die oft zahlreichen, in eine und dieselbe Station (Wechsel- 
station) einmtindenden Telegraphenleitungen theits direct, theils auch 
behufs der Translation (in Pranslationsstationen) nach Bedarf ganz 
beliebig unter einander zu verbinden, während zu andereu Zeiten wieder, 
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jede von der anderen getrennt, allein in Betrieb genommen werden kann, 
Das Schema der Einschaltung einer solchen Translationsstation folgt einige 
Seiten weiter unten. 


2. Das Relais. 


Wollte man durch die elektrischen Ströme, welche die Telegraphen- 
leitung durchlaufen und als Linienströme bezeichnet werden mögen, 
den Morse’schen Schreibapparat unmittelbar in Gang setzen, so müsste 
man sehr kräftige Batterien anwenden, wenn in grösserer Entfernung von 
einander gelegene Stationen mit einander verkehren sollten; denn zum 
Eindrücken des Schreibstiftes in das Papier, ja schon zur Bewegung des 
Schreibhebels selbst ist eine nicht geringe elektromagnetische Kraft erfor- 
derlich. Aber auch bei den kräftigsten Batterien kann man bei sehr langen 
Leitungen nicht mehr auf völlige Sicherheit des Telegraphirens rechnen 
und gleichwohl war es für eine gedeihliche Entwickelung der Telegraphie, 
für ein vielseitiges und wirksames Eingreifen derselben in die verschiede- 
nen Verhältnisse des Lebens unbedingt nothwendig, dass man weitgehende 
Depeschen, mit thunlichster Vermeidung des Umtelegraphirens oder 
Weitertelegraphirens derselben durch Menschenhand, auf möglichst grosse 
Entfernungen unmittelbar fortgeben könne. Am vollkommensten erreicht 
man dies nur durch die Anwendung zweier vermittelnder Telegraphen- 
apparate: durch Relais und Translatoren. Zunächst wird man näm- 
lich mit derselben Linienbatterie um so weiter telegraphiren können, je 
geringer die Stromstärke ist, bei welcher die telegraphischen Zeichen auf 
der Empfangsstation noch deutlich und zuverlässig erscheinen, eine je ge- 
ringere Kraft also der auf der Empfangsstation in die Leitung eingeschal- 
tete Elektromagnet auszuüben hat. Anstatt daher durch den Linienstrom . 
die Anziehung des Schreibhebels zu bewirken, lässt man viel zweck- 
mässiger den Linienstrom durch die Rollen eines Elektromagnets E in 
Fig. 8 Taf. V gehen, dessen Anker 4 an einem möglichst leichten und 
leicht beweglichen metallenen Hebel ab sitzt; dieser Hebel ist an irgend 
einer Stelle, z. B. an seiner Drehachse c mit dem einen Pole der Batterie 
B (der Localbatterie), welche den Schreibhebel des in den Kreis der 
Localbatterie eingeschalteten Schreibapparats S in Gang setzen soll, ver- 
bunden, während das vordere Ende b des Hebels zwischen zwei Stell- 
schrauben s und s, spielt, von denen die eine s isolirt, die andere s, aber 
mit dem anderen Pole der Localbatterie B leitend verbunden ist; so oft 
nun der Anker 4 des Elektromagnetes E angezogen wird und sich in Folge 
dessen der Hebel ab mit seinem vorderen Ende b auf die Stellschraube s, 
auflegt, ist der Kreis der Localbatterie B geschlossen, der Schreibhebel 
wird angezogen und drückt ein Zeichen in den Papierstreifen ein. Die 
Länge des eingedrückten Zeichens hängt von der Dauer des Linienstroms 
ab; denn die Localbatterie bleibt genau so lange geschlossen, als der 
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Linienstrom in der Luftleitung ununterbrochen erhalten wird, und so lange. 
bleibt auch der Schreibstift in den Papierstreifen eingedrückt; hört da- 
gegen der Linienstrom auf, so zieht eine Spannfeder f den Relaishebel ab 
in seine Ruhelage zurück, so dass sich sein vorderes Ende b wieder an 
die isolirte Stellschraube s anlegt, wodurch der Localstrom unterbrochen 
und der Schreibhebel ebenfalls durch eine Spannfeder in die Ruhelage zu- 
rückgeführt wird. — Da der Schliessungskreis der Localbatterie verhält- 
nissmässig kurz, ihr Widerstand im Schliessungskreis also gering ist, muss 
auch der Widerstand in der Batterie möglichst verringert werden; man 
verwendet daher zur Localbatterie nicht, wie sur Linienbatterie, viele 
kleine Elemente, sondern wenige grosse; die Rollen des Elektromagnetes 
am Schreibapparate aber bildet man aus wenigen Lagen stärkeren Drathes. 

Die Erfindung des Relais fällt bereits in das Jahr 1837. Nach ameri- 
kanischen Schriftstellern soll zwar Joseph Henry, Professor am Princeton 
College, schon in der letzten Hälfte des Jahres 1836 eine ähnliche Vorrich- 
tung erdacht und bei seinen Vorlesungen gebraucht haben; doch ist kein 
weiterer Beleg für diese Behauptung bekannt (vergl. Zeitschrift des 
deutsch-österreichischen Telegraphenvereins, 1854, 8. 266). Dagegen fass- 
ten William Fothergill Cooke und Charles Wheatstone im April 1837, also 
bereits zwei Monate nach ihrer Vereinigung, den fruchtbaren Gedanken, 
einen Localstrom anzuwenden, und erhielten auf den neu erfundenen Ap- 
parat ein Patent am 12. Juni 1837 (nach Shaffner und Highton und nach 
dem Polytechnischen Centralblatte, 1839, S. 456 [nach Repertory of Patent 
Inventions XI, S. 1— 33 und 65— 76]; in der Zeitschrift des deutsch - öster- 
reichischen Telegraphenvereins, 1855, S. 265, ist der 12. Mai 1837 ange- 
geben); Cooke und Wheatstone wendeten das Relais zuerst für den ihrem 
Nadeltelegraph beigegebenen Wecker an und zwar so, dass eine durch den 
Linienstrom abgelenkte Magnetnadel bei ihrer Ablenkung einen Drath in 
zwei Quecksilbernäpfchen eintauchte und dadurch den Kreis der Local- 
batterie schloss, deren Strom nun die Anziehung des Ankers eines Elektro- 
magnetes veranlasste, wodurch die Hemmung eines Uhrwerkes am Wecker 
ausgerückt wurde (Shaffner, telegraph manual, S. 194 ff.), oder auch der 
Klippel durch die elektromagnetische Anziehung unmittelbar an die 
Weckerglocke anschlug (Schellen, elektromagnetischer Telegraph, Braun- 
schweig 1854, S. 83 bis 87). Die Anwendung eines Relais bei den Morse’- 
schen Druckapparaten nimmt Morse selbst in seinem Patente vom 11. April 
1845 in Anspruch, insofern er es zuerst im Mai 1844 auf der Linie Wa- 
shington — Baltimore in Anwendung gebracht habe. Der zur Einrichtung 
und Einführung Morse’scher Telegraphen nach Preussen berufene Ameri- 
kaner Robinson brachte 1848 das Relais mit nach Deutschland. Auch für 
Zeigerapparate kann ein Relais benutzt werden; so wird z. B. beim Zeiger- 
apparate von Kramer der Zeiger nicht durch den Linienstrom, sondern 
durch einen Localstrom auf der Buchstabenscheibe fortgerückt. 
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Die in Fig. 8 Taf. V skizzirte Einrichtung des sogenannten Schwa- 
nenhalsrelais ist von Morse selbst angegeben worden; der Hebel liegt 
horizontal, der Elektromagnet steht vertical; dieses Relais ist in Oester- 
reich fast ausschliesslich in Gebrauch und es arbeitet sich mit ihm sehr 
gut, da dasselbe ganz einfach und dennoch sehr empfindlich ist und sich 
bequem handhaben lässt. Minder bequem wird das Relais, wenn der Elek- 
tromagnet horizontal, der Relaishebel also vertical wie ein Pendel gestellt 
wird; eine solche Einrichtung hat das Relais von Nottebohm (vergl. Zeit- 
schrift des deutsch-österreichischen Telegraphenvereins, 1855, S. 97). Hipp 
versah. das Relais, um dessen Empfindlichkeit zu erhöhen, mit einer zwei- 
ten Spannfeder, welche ebenfalls am hinteren Ende a des Relaishebels ab, 
aber nach der anderen Seite hin liegt als f. Eine Abbildung dieses Relais 
befindet sich im Polytechnischen Centralblatt, 1853, 8. 193, nach dem Po- 
lytechnischen Journal, 1852, November, S. 193 (vergl. auch Fig. 10 Taf. V). 
Siemens und Halske versahen beide Kerne des Elektromagnetes mit flügel- 
förmigen Ansätzen, wie Fig. 9 zeigt, und benutzten eine Verlängerung des 
einen Ansatzes als Relaishebel; der Kern in der Rolle a steht fest, der in 
der Rolle b ist beweglich; beide Kerne bekommen, wenn der Strom sie 
umkreist, entgegengesetzte magnetische Polarität und ihre Ansätze ziehen 
sich in Folge dessen an, wodurch sich c an s, anlegt und die Localbatterie 
schliesst. Ein anderes Relais von Siemens und Halske wurde auf S. 97 
des ersten Jahrganges dieser Zeitschrift beschrieben; es ist in Nord- 
deutschland ziemlich verbreitet, wird aber häufig etwas abweichend con- 
struirt. Es wird nämlich der Hebel ab (Fig. 10 Taf. V), welcher den Anker 
des Elektromagnetes bildet, mit einem rechtwinklig gegen ab stehenden 
Arme c fest verbunden, welcher, so oft der Anker einmal angezogen wird 
und darauf in seine Ruhelage zurückgeht, eine Schwingung zwischen den 
Stellschrauben s und s, macht; liegt aber c an s,, so ist die Localbatterie 
geschlossen; der Relaishebel ist mit einer doppelten Spaunfeder fund /, ver- 
sehen, deren Spannung durch die Stangen d und e von der Schraube g aus 
regulirt wird. Das Ganze ist in ein dosenförmiges Gehäuse eingeschlossen 
_ (daher Dosenrelais) und wird in der in Fig. 10 im Grundriss skizzirten 

Form besonders von Robert Thümmel in Leipzig gearbeitet. 

Alle diese Relais leiden an einem Uebelstande, welcher sie zwar nicht 
unbrauchbar, aber doch unbequem macht; es muss nämlich bei ihnen die 
Spannfeder stets nach der Stärke des Linienstromes regulirt werden, wenn 
die Zeichen auf dem Relais sicher und deutlich erscheinen sollen. Wäre 
die Feder zu stark gespannt, so würden die Zeichen gar nicht erscheinen, 
weil der in den Kernen des Elektromagnetes entstehende Elektromagnetis- 
mus nicht stark genug wäre, um den von der Feder zurückgehaltenen 
Relaishebel anzuziehen. Wäre dagegen die Feder zu schwach gespannt, 
so würde der Relaishebel auch nach dem Aufhören des Linienstromes noch 
angezogen bleiben, weil der Elektromagnetismus in den Kernen nicht 
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augenblicklich wieder verschwindet, also der Anker noch eine Zeitlang 
am Elektromagnet haften bleibt; dadurch würden die telegraphischen Zei- 
chen unter einander verschwimmen und zusammenfliessen. Zur Beseitigung 
des genannten Uebelstandes, welcher leicht zu einer Feblerquelle werden 
kann, sind verschiedene Vorschläge gemacht worden. Man könnte die 
Spannfeder durch einen permanenten Richtmagnet ersetzen, welchen man 
dem Anker gegenüber stellt; dann muss aber der Anker selbst einen Theil 
des Kernes des Elektromagnetes bilden. In Fig. 11 ist eine solche Con- 
struction skizzirt, welche von De Lafollye angegeben wurde; eine ausführ- 
lichere Beschreibung derselben und einiger anderer habe ich im polytech- 
nischen Centralblatte von 1858, 8. 1521 nach dem Bulletin de la société d’en- 
couragement, Paris, avril 1858 gegeben. A und B sind die beiden Multipli- 
cationsrollen des Relais, der eiserne Relaishebel ab ist bei a drehbar mit 
dem Kern in der Rolle B verbunden, bildet also eine Fortsetzung dieses 
Kernes und theilt dessen Magnetismus; M ist der Richtmagnet. Geht kein 
Strom durch die Linie, so zieht der Richtmagnet M den eisernen Hebel an 
die isolirte Stellschraube s; geht ein Strom durch die Linie, welcher dem 
Pole m des Richtmagnetes M gegenüber bei c einen mit m gleichnamigen 
Pol erzeugt, so wird der Hebel ab entgegengesetzt magnetisch und bleibt 
an s liegen, weil er von dem näheren Magnete M stärker angezogen wird, 
als von dem entfernteren elektromagnetischen Kerne c in der Rolle A; geht 
endlich ein Strom durch die Linie, welcher m gegenüber bei c einen m ent- 
gegengesetzten Pol entwickelt, so wird der Hebel ab mit m gleichnamig 
magnetisch, daher von dem Richtmagnete M abgestossen und gleichzeitig 
von dem Elektromagnete c angezogen, legt sich an die Stellschraube s, an 
und schliesst die Localbatterie; nach Aufhören des Stromes zieht der 
Richtmagnet M den entmagnetisirten Hebel ab wieder in die Ruhelage an 8 
zurück. Dieses Relais spricht also nur für Ströme von einer bestimmten 
Richtung an. In gewisser Beziehung gerade entgegengesetzt ist die von 
dem preussischen Obertelegraphist Fr. Schaack vorgeschlagene Anordnung 
(vergl. Zeitschrift des deutsch - österreichischen T'elegraphenvereins, 1858, 
Heft 9 und 10); der Anker dieses Relais ist ein doppelt T-förmiger perma- 
nenter Magnet (Fig. 12 Taf. V) mit zwei Nordpolen N und N, und zwei 
Südpolen S und S, und dreht sich um die Achse co: die beiden Kerne in 
den Rollen des Elektromagnetes sind nicht zu einem Hufeisen verbunden, 
sondern es stehen die Enden auf beiden Seiten frei aus den Rollen heraus 
und es tritt das eine Paar der vorstehenden Pole P, und P, mit N und M., 
das andere Paar P, und P, mit S und S, in Wechselwirkung. Wird mit 
Strömen von stets gleicher Richtung telegraphirt, so ist die Anordnung 
nach Fig. 13 Taf. V zu wählen und der Elektromagnet so einzuschalten, 
dass P, und P, durch den Linienstrom zugleich Nordpole, P, und P, zu- 
gleich Südpole werden; so lange dann kein Strom in der Linie circulirt, 
werden die vier Pole des Ankers von den Eisenkernen angezogen, der 
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Anker dreht sich um c und legt sich an den Ruhecontact s an; sobald ein 
Strom durch die Linie gesandt wird, werden N und N, von den mit ihnen 
gleichnamig magnetisch gewordenen Polen P, und P,, ebenso S und S, von 
den mit diesen gleichnamig magnetisch gewordenen Polen P, und P, abge- 
stossen, und der Anker schliesst die Localbatterie, indem er sich an den 
Arbeitscontact s, anlegt. Beim Telegraphiren mit Strömen von wechseln- 
der Richtung (z. B. mit Inductionsströmen) müssen P, und P, auf einerlei 
Seite des Ankerschenkels NN, liegen, wie Fig. 14 Taf. V zeigt, und ausser- 
dem muss der Elektromagnet so eingeschaltet sein, dass beim Schliessen 
des inducirenden Stromes P, durch den inducirten Strom (den Schliessungs- 
strom) zum Nordpol, P, zum Südpol wird; denn dann wird N von P, abge- 
stossen, N, von P, angezogen und der Anker schliesst die Localbatterie, 
indem er sich an s, anlegt und daran liegen bleibt, bis beim Aufhören des 
inducirenden Stromes ein Inductionsstrom von entgegengesetzter Richtung 
(der Oeffnungsstrom) durch die Linie geht, P, zum Südpole und P, zum 
Nordpole macht und somit den Anker wieder in die Ruhelage an die Stell- 
schraube s zurückführt, da dann N von P, angezogen, N, aber von P, ab- 
gestossen wird. Bei der letzteren Einschaltung müssen also stets zwei 
Ströme von entgegengesetzter Richtung durch die Linie gehen, um ein 
telegraphisches Zeichen hervorzubringen; allein man kann dabei Zeichen 
von verschiedener Zeitdauer geben, z. B. Striche und Punkte, wie es bei 
dem Telegraphiren mit dem Morse üblich ist. Ganz neuerdings dagegen 
hat Thomas Allan (wie früher Edward Brailsford Bright in Liverpool, iu 
einem Patente vom 13. Januar 1858) vorgeschlagen, anstatt des Morse’schen 
Alphabetes aus Strichen und Punkten ein Alphabet aus Punkten 
allein zu benutzen und für dieses hat Allan ein Relais construirt, welches 
nicht allein keiner Spannfeder bedarf, sondern auch noch einige andere 
Vortheile bietet. Für jedes telegraphisches Zeichen ist nur ein einziger 
Strom erforderlich, aber je zwei auf einander folgende Ströme haben stets 
entgegengesetzte Richtung; dadurch werden in Folge der besonderen Ein- 
richtung des Schreibapparats die Punkte in zwei Reihen in regelmässiger 
Abwechselung im Zickzack in den Papierstreifen eingedrückt. Allan bildet 
nun die Vocale e, i, a, o, u, y aus Gruppen von 1 bis 6 Punkten, alle Con- 
sonanten und sonstige Zeichen aber aus Combination von je zwei dieser 
Gruppen mit einem Zwischenraume von der Länge eines Punktes, während 
zwischen je zwei Buchstaben ein Zwischenraum von der Länge zweier 
Punkte bleibt. Die Einrichtung des Relais wird aus dem Grundrisse in 
Fig. 15 Taf. V deutlich: Die Luftleitungen Z und Z, sind in die Klemmen 
l und Ii geführt, welche mit den Rollen zweier Elcktromagnete in Verbin- 
dung stehen; auf die vier Pole N und S der beiden Elektromagnete sind 
durch Schräubchen je ein excentrisches Plättchen a aufgeschraubt, durch 
welche man die Pole ihrem Anker bc nach Bedarf nähern, also die Em- 
pfindlichkeit des Relais roguliren kann; als Anker und Relaishebel dient 
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ein permament magnetischer Stahlstab bc, welcher hohl ist, damit er im 
Verhältuiss zu seinem Gewichte die grösste Menge permanenten Magnetis- 
mus aufnehmen könne; da, wo der Hebel bc zwischen den beiden Contact- 
schrauben s und s, oscillirt, ist er mit einem Platin- oder Goldring d um- 
gürtet, und bei e dreht er sich zwischen zwei vertical stehenden, in die 
Elfenbeinträger f eingelassenen Metallschrauben um eine verticale Achse; 
von der untersten dieser Metallschrauben reicht ein Drath bis hinab in das 
Quecksilbernäpfchen 9 und taucht in das Quecksilber ein, aus welchem 
ein anderer Drath nach der Klemmschraube à und von da nach dem einen 
Pole der Localbatterie B führt; von dem anderen Pole der Localbatterie 
führt ein Drath durch die Rollen des Elektromagnetes £ des in Fig. 16 an- 
gedeuteten Schreibapparates zu der metallenen Feder F, welche auf der 
metallenen Achse i einer metallenen Scheibe G schleift; in den Umfang 
dieser Scheibe G sind isolirende (in Fig. 16 Taf. V schwarz gezeichnete) 
Bogenstücke eingesetzt und es schleifen auf dem Umfang der Scheibe zwei 
metallene Federn D und D, derart, dass die eine stets auf einem leitenden 
Bogenstücke liegt, wenn die andere auf einem isolirenden aufliegt; diese 
Federn D und D, sind durch zwei Dräthe mit den Klemmschrauben & und 
k, und diese endlich mit den Contactschrauben s und s, leitend verbunden, 
Dem Elektromagnet des Schreibapparates steht der Anker 4 gegenüber, 
welcher an dem Hebel CH befestigt ist und sich mit diesem um C dreht; so 
oft nämlich der Elektromagnet E seinen Anker anzieht, geht das vordere 
Ende des Hebels nieder und übt dabei durch die Stange p und durch den 
Sperrkegel R zwei verschiedene Wirkungen aus; die Schubstange p greift 
in ein Sperrrad auf der Rückseite der Scheibe G ein und dreht dieses bei 
jedem Niedergehen des Hebels CH um einen Zahn fort, wodurch die Fe- 
dern Dund D, auf die benachbarten Bogenstücke zu liegen kommen, die 
eine von einem isolirenden Bogenstücke auf ein leitendes, die andere von 
einem leitenden auf ein isolirendes, zugleich aber wirken bei dem Um- 
drehen des Sperrrades aus diesem hervorstehende Stifte abwechselnd auf 
den einen oder den anderen von zwei Schreibhebeln, so dass die beiden 
an den Hebeln befindlichen Schreibstifte abwechselnd in den an ihnen vor- 
beigeführten Papierstreifen eingetrieben werden; der Sperrkegel R da- 
gegen greift in das Sperrrad P ein, schiebt es bei jedem Niedergange um 
einen Zahn weiter und bewirkt dadurch das schrittweise Fortrücken des 
Papierstreifens, in welchen die Punkte eingegraben werden. Wenn nun 
ein Strom durch die Linie geht, welcher die Pole der Elektromagnete so 
entwickelt, wie sie in Fig. 15 Taf. V als Südpole mit S und S, und als 
Nordpole mit N und N, bezeichnet sind, und wenn 5 der Nordpol, c der 
Südpol des permanent magnetischen Ankers, so wird b von S angezogen, 
von N abgestossen und zugleich c von N, angezogen und von S, abge- 
stossen; es legt sich daher der Anker bc mit d an s an und schliesst die 
Localbatterie, deren Strom von B über h, g, e, d, s, k, D, i, F und durch die 


384 Beiträge zur Geschichte der Fortschritte in der elektr. Telegraphie. 


Rollen des Elektromagnetes E nach B zurückgeht; der Elektromagnet E 
zieht seinen Anker 4 an und der Hebel CH schiebt durch R und P den 
Papierstreifen cin Stiick fort, dreht durch die Schubstange p die Scheibe 
G so, dass D, auf ein leitendes, D auf ein isolirendes Bogenstiick zu liegen 
kommt, wodurch der Localstrom unterbrochen wird, obschon der Hebel be 
ganz ruhig an s liegen geblieben ist; ausserdem wird mit dem Fortrücken 
von @ auch ein Schreibhebel in Bewegung gesetzt und ein Punkt in den 
Papierstreifen gedrückt; zuletzt ziebt eine Spannfeder den Hebel CZ in 
seine Ruhelage zurück. Der nächste Strom, welcher die Leitung durch- 
strömt, hat die entgegengesetzte Richtung, macht also S und S, zu Nord- 
polen, N und N, zu Südpolen, S und N, stossen b und c ab, S, und N rie- 
hen b und c an, der Hebel be legt sich mit d an s, an und schliesst aber- 
mals die Localbatterie, deren Strom jetzt von B nach A g, e, d, 8, ky, Dy i 
F und E nach B geht; dadurch wird der Anker 4 angezogen und der Hebel 
CH besorgt wieder die Unterbrechung des Localstroms und das Eindrücken 
eines Punktes in den Papierstreifen, Die Stellung der Apparattheile ist 
jetzt wieder genau so, wie im Anfang, und es wiederholt sich fortan stets 
dasselbe Spiel. Dieses Relais hat also keine Spannfeder, es bleibt viel- 
mehr der Anker bc jedes Mal an der Contactschraube liegen; die Unter- 
brechung des Localstromes findet ferner auch nicht am Relais statt, sondern 
an der Scheibe G, es springen also auch hier die Trennungsfunken über 
und es wird das Relais gegen die oxydirende Wirkung derselben geschützt. 
Endlich können bei diesem, allerdings minder einfachen Telegraphen- 
apparate die auf einander folgenden Punkte auf dem Papierstreifen nicht 
in einander fliessen, da sie in verschiedenen Zeilen stehen und durch ver- 
schiedene Schreibstifte hervorgebracht werden. *) 

Eine ausgedehntere Anwendung hat noch keins dieser Relais ohne 
Spannfeder gefunden, obgleich die Versuche z. B.-mit dem Schaack’schen 
sehr günstig ausgefallen sein sollen. Es ist aber auch nicht zu übersehen, 
dass die Anwendung eines Richtmagnetes zum Losreissen des Relaisankers 
vom Arbeitscontact in ähnlicher Weise, wie auch die Anwendung eines 
Gegengewichts, der Anwendung einer Spannfeder nachsteht. Es muss 
nämlich offenbar dahin gestrebt werden, dass die losreissende Kraft im 
ersten Momente des Losreissens am grössten ist, damit sie trotz dem im 
Elektromagnet noch zurückbleibenden Elektromagnetismus den Anker 
ohne Zeitverlust in die Ruhelage zurückführe. Der Anker ist aber im 
ersten Momente des Losreissens am weitesten vom Richtmagnete entfernt, 
daher ist die von letzterem auf den Anker ausgeübte Anziehung im Anfange 
am schwächsten und wird um so kräftiger, je näher der Anker dem Richt- 
magnet kommt. Auch bedarf die Stärke und Polarität und Stärke des 
Richtmagnetes einer Ueberwachung, man ist also bei der Anwendung eines 


*) Ueber die Vorschläge von Du Moncel, Regnault, Ailhaud, Quéval und Cuche 
vergl. Annales télégraphiques 1860 und 1859. 
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Richtmagnetes tm Grunde nicht ehen sehr viel verbessert, besonders da 
eine weitere Aufmerksamkeit auf die Einschaltung der Apparate zu rich- 
ten ist, weil der Linienstrom eine ganz bestimmte Richtung haben muss, 
wenn das Relais ansprechen soll. Das in jüngster Zeit in Oesterreich 
patentirte Relais ist auch auf mehreren sächsischen Stationen einer Prüfung 
unterzogen worden, soll aber dabei nicht allen an dasselbe zu stellenden 
Anforderungen vollkommen entsprochen haben. 


3. Die Translation und das Zweigsprechen. 


Da bekanntlich die Stärke des elektrischen Stromes um so kleiner ist, 
je länger der Leiter ist, den der Strom zu durchlaufen hat, so kann man 
mit Batterien von gegebener elektromotorischer Kraft selbst unter An- 
wendung eines Relais nur auf eine gewisse Entfernung verständliche tele- 
graphische Zeichen geben. Ist eine Depesche weiter zu befördern, so 
muss sie entweder durch einen Beamten weiter telegraphirt werden, oder 
man bedient sich zweckmässiger der Translation oder des Ueber- 
tragens, wobei die Apparate der letzten von der telegraphirenden Sta- 
tion unmittelbar noch zu erreichenden Station so eingerichtet werden, dass 
sie von selbst, ohne Beihilfe eines Beamten, jedes ankommende Zeichen 
weiter geben. Alle wichtigeren Knotenpunkte des europäischen Telegra- 
phennetzes sind jetzt darauf eingerichtet, dass sie gelegentlich und nach 
Bedarf übertragen können; dadurch können zwei ganz beliebige, noch so 
weit von einander entfernte Stationen unmittelbar mit einander correspon- 
diren, sofern es erforderlich und sonst vortheilhaft ist. Nur muss bei einem 
solchen Sprechen durch mehrere zwischenliegende Translationen hindurch 
etwas langsamer und gut markirt telegraphirt werden, damit nicht etwa 
einzelne Punkte ausbleiben; dies ist nämlich bei zu schnellem Telegraphi- 
ren zu befürchten, weil doch die Erregung des Elektromagnetismus in den 
auf einander folgenden Translatoren und die dadurch herbeigeführte 
Schliessung neuer Batterien nicht vollkommen gleichzeitig und nicht ohne 
jeden Zeitverlust erfolgt. 

Die Lösung der Aufgabe, die Apparate so einzurichten, dass sie die 
ankommenden Zeichen selbstthätig weiter befördern, ist ganz einfach und 
die Einrichtung des Translators schliesst sich eng an jene des Relais an: 
man lässt den Strom am Ende des ersten Theiles der Leitung durch die 
Rollen eines Elektromagnetes gehen, welcher dadurch, dass er seinen 
Anker anzieht, diejenige Batterie schliesst, welche ihren Strom in den 
zweiten Theil der Linie senden soll; die Translatoren werden daher einer- 
seits Aehnlichkeit mit den Tastern haben, durch welche mit der Hand 
Ströme in die Leitung gesendet werden; andererseits aber unterscheiden 
sie sich von dem Relais nur insofern wesentlich, als das Relais den Strom 
einer Localbatterie durch den Schreibapparat, der Translator aber den 
Strom einer Linienbatterie in die Leitung nach einer anderen Station sendet. 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. VI, 6. 27 
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Die Erfindung der Translatoren wird von Mchreren als ein ihnen ge- 
bührendes Verdienst in Anspruch genommen und dürfte in der That von 
Mehreren selbstständig gemacht worden sein. So wurde die Translation 
in Deutschland von Fardely schon 1844 bei seinen Typendrucktelegraphen 
auf der Taunusbahn angewendet, oder doch mindestens die Idee dazu an- 
geregt (vergl. Zeitschrift des deutsch - österreichischen Telegraphenvereins, 
1854, S. 298 bis 300). Die Amerikaner schreiben die Erfindung der Trans- 
latoren Ezra Cornell aus New-York zu, der 1846 auf der Linie New-York — 
Buffalo einen Translator angewendet und connector genannt haben soll 
(vergl. Zeitschrift des deutsch- österreichischen T'elegraphenvereins, 1854, 
S. 196), wogegen Shaffner ((elegraph manual, S. 495) den angewendeten Ap- 
parat als Cornell switch, Cornell’s Ruthe, bezeichnet. Bald nach Cornell 
gab Oberst John J. Speed einen Translator an und zwar für ein Telegra- 
phiren mit Ruhestrom, wobei die Zeichen durch Unterbrechung der Linieu- 
ströme gegeben werden. Darauf wurde ein Vorschlag zur Translation 
durch den nach Preussen berufenen Amerikaner Robinson gemacht und im 
Juli 1849 auf der Station Minden am Morse wirklich ausgeführt. Für die 
damals in Oesterreich benutzten Bain’schen Apparate erdachte der jetzige 
k. k. Telegrapheninspector Engelbert Matzenauer im Jahre 1817 Trans- 
latoren, welche auch 1850 auf der Linie Neuhäusel — Pressburg aufgestellt 
wurden (vergl. Zeitschrift des österreichischen Ingenieurvereins, 1851, 
No. 4, S. 28 und daraus im Polytechnischen Centralblatte, 1851, S. 717). 
Nach Shaffuer (lelegraph manual, S. 411) hätte Morse den Gedanken, sich 
der Translation zu bedienen, schon 1836 und 1837 gefasst. 

Bereits im ersten Jahrgange dieser Zeitschrift S. 97 ff. wurde die 
Translation ausführlich besprochen und gezeigt, wie schon in der von 
Halske angegebenen Weise mit einem einzigen gewöhnlichen Relais eine 
Translation möglich wäre, dass jedoch besser zwei sogenannte Trans- 
lations- oder Doppelcontact-Relais als Translatoren benutzt wür- 
den, und dass es noch vorzüglicher und deshalb wohl durchweg üblich sei, 
nach Steinheil’s Vorschlage die Schreibapparate zur Translation zu ver- 
wenden, weil bei diesen der Schreibhebel einen sichereren und besseren 
Schluss der neuen Linienbatterie bewirkt, da er sich fester auf den Ar- 
beitscontact auflegt. Der Hebel des Schreibapparates erhält dann die in 
Fig. 17 Taf. V skizzirte Gestalt: bei a ist der Schreibstift angebracht, m 
ist die Drehachse des Schreibhebels; für gewöhnlich liegt der Schreibhebel 
mit dem Ansatz mn an der mit o verbundenen Stellschraube s an, diese 
bildet also den Ruhecontact; wird der Anker des Schreibhebels von seinem 
Elektromagnete angezogen, so legt sich der Hebel mit dem Ende b auf die 
Stellschraube s, (den Arbeitscontact) auf; s, ist durch r ınit dem einen Pole 
der Batterie verbunden, welche die ankommenden Zeichen weiter geben 
soll, die Drehachse aber beständig durch / mit der Linie, in welche diese 
Zeichen weiter gegeben werden sollen; erscheint also aus dem ersten Theile 
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der Linie ein Zeichen auf dem Relais der Translationsstation, so schliesst 
der Relaishebel die Localbatterie, der Anker des Schreibhebels wird an- 
gezogen, b legt sich auf s, und die Linienbatterie giebt über s,, b und m 
das Zeichen in den zweiten Theil der Linie weiter. In der Regel sind 
nun die Translationsstationen zugleich Wechselstationen und deshalb soll 
in dem Nachfolgenden das Schema einer solchen Translations- und Wech- 
selstation erläutert werden. Bei drei einmündenden Linien ist zwar die 
Einschaltung und der Wechsel am einfachsten, wenn zur Translation stets 


dieselben zwei Schreibapparate benutzt werden und stets derselbe dritte 


für die einzelne, getrennte Linie; damit aber die gegebene Skizze auch 
auf eine Station mit beliebig vielen Linien ausgedehnt werden kann, möge 
vorausgesetzt werden, dass alle Schreibapparate zur Translation geeignet 
seien, und es soll die Einschaltung so gewählt, werden, dass derselbe 
Schreibapparat und derselbe Taster stets für dieselbe Linie in Gebrauch 
kommt, mag diese Linie in Translation oder in getrennter Stationslage 
sein. In Fig. 18 Taf. V sind IL,, Z, und L, die drei einmündenden Linien, 
welche zunächst an die Klemmen a,, a, und a, der drei Taster 7,, 7, und 
T, geführt sind; die mit dem einen Pole der Linienbatterie 3 verbundenen 
Klemmen 3, s, und s, führen zu den Arbeitscontacten der Taster, die 
Klemmen a, a, und a, zu den Achsen der Taster, deren Hebel gewöhnlich 
auf dem vorderen Contact aufliegen und so a, d, und a, mit den Klemmen 
b., Be und b, leitend verbinden; beim Niederdrücken des Tasterhebels wird 
die leitende Verbindung zwischen a und b dieses Tasters unterbrochen, 
dagegen s mit a leitend verbunden. Von b., be und b, führen Dräthe nach 
den Lamellen z, A, und A, des Linienwechsels W; die Lamellen x,, x, und 
x, sind zunächst mit den Klemmen e, e, und e, der Relais R,, R, und A, 
und durch die Rollen der Elektromagnete mit den Klemmen /,, /, und f, 
und endlich über y mit der Erdplatte E verbunden. Von den Lamellen z,, 
Ze und z, des Wechsels führen Dräthe nach den Klemmen I,, /, und I, der 
Schreibapparate S,, S, und S, und von da nach den Achsen m,, m, und m, 
der Schreibhebel; diese Achsen stehen entweder in der Ruhelage der 
Schreibhebel durch n,, n, und n, über o,, 0, und o, mit den Lamellen p,, p. 
p, in Verbindung, oder sie stehen, wenn der Schreibhebel angezogen ist 
(in Fig. 17 also b auf s, liegt), über r,, re und r, und g mit dem Pole der 
Linienbatterie B in Verbindung, welcher mit s,, s, und s, verbunden ist, 
während der andere Pol mit der Erde in Verbindung gesetzt ist. Ausser- 
dem ist die gemeinschaftliche Localbatterie B, so eingeschaltet, dass, wenn 
ein Anker der Relais R,, R, oder R, angezogen wird, der Localstrom über 
u,, % oder u, nach v,, v, oder v, durch die Rollen der Schreibapparate S,, 
S, oder S, und über #,, w, und w, nach der Batterie B, zurück geht, dass 
also der Schreibhebel des entsprechenden Schreibapparates angezogen 
wird. Endlich ist die Lamelle ¢ des Wechsels noch mit der Erdleitung E 
verbunden. Der Weg nun, welchen ein in die so eingeschaltete Station 
27 
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aus irgend einer Linie eintretender Strom nehmen muss, hängt lediglich 
von der Art der Stöpselung im Wechsel W ab; werden diejenigen Kreu- 
zungsstellen der Lamellen des Wechsels, an welchen ein Stöpsel einge- 
steckt ist, in der Figur durch einen schwarzen Punkt bezeichnet, so treten 
zunächst bei einer Stöpselung nach Fig. 18 bis 22 folgende Stromläufe auf: 

Werden nach Angabe der Fig. 18 die drei Lamellen Ar, x, und A, durch 
eingesteckte Stöpsel mit den Lamellen 2,, x, und x, verbunden, so ist jede 
Linie von der anderen vollständig getrennt. Der Strom aus irgend einer 
Linie, z. B. I,, geht zunächst durch den zugehörigen Taster T, von a, 
nach b,, dann über A, und z, nach c,, di, e, durch das zugehörige Relais R, 
und über 9 auf dem nächsten Wege zur Erde E, ohne Zweigstrome über 
fes Ces d., Cy, Z, ha, bz und a, in die Linie L., oder über /,, es, ds, C3, T3, 
h,, b, und a, in die Linie L. zu senden, weil die Zweigstréme in diesen 
Linien einen fast unendlich grossen Widerstand zu überwinden hätten im 
Vergleich mit dem kürzesten Wege von g nach E zur Erde; während der 
Linienstrom das Relais R, durchläuft, schliesst der Hebel dieses Relais die 
gemeinschaftliche Localbatterie B,, deren Strom durch die Rollen des 
Schreibapparates S, geht und durch den Schreibliebel einen Punkt oder 
Strich. in den Papierstreifen gräbt, je nachdem der Linienstrom kürzere 
oder längere Zeit dauert. Würde aber der Taster 7, niedergedrückt, so 
wäre die gemeinschaftliche Linienbatterie 3 geschlossen und deren Strom 
geht über s, und a, in die Linie Z, nach der Station am Ende der Linie Z, 
durch die dortigen Apparate zur Erde und über Z zum anderen Batterie- 
pol zurück. Ebenso verhält es sich mit den Linien Z, und Z,, auch diese 
sind jede von den beiden anderen völlig getrennt. 

Werden dagegen die Stöpsel nach Anleitung der Fig. 19 gesteckt und 
dadurch die Lamelle À, mit z,, A, mit z,, A, mit z,, sowie p, mit x, und p, 
mit x, verbunden, so ist zwar an der Einschaltung der Linie L, nichts ge- 
ändert und es bleibt daher diese Station von den anderen beiden getrennt 
und der Stromlauf ist bei ihr noch genau so, wie er eben beschrieben 
wurde; Z, und Z, dagegen sind zur Translation mit einander verbunden. 
Jeder Strom aus LZ, geht durch den Taster 7, von a, nach b, und A,, von 
da aber nach p, über A, und I, zur Achse m, des Schreibapparates S,, und 
da dessen Schreibhebel nicht angezogen ist, über u, 0, nach p, und z, 
darauf nach c,, d., e, durch das Relais R, und von /, über y zur Erde E; 
der Anker des Relais R, wird dabei natürlich angezogen, die Localbatterie 
B, geschlossen und diese sendet ihren Strom durch w,, Ve, We durch die 
Rollen des Schreibapparates S,, so dass dessen Anker ebenfalls angezogen 
und je nach der Dauer des Livienstromes aus Z, ein längeres oder kür- 
zeres Zeichen in den Papierstreifen eingegraben wird; während aber der 
Anker des Schreibapparates angezogen ist, ist noch ein anderer Strom- 
kreis geschlossen, denn es geht von dem einen Pole der Linienbatterie P 
ein Strom über 9, 7, (da m, durch den angezogenen Anker mit r, oder in 
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Fig. 17 J und m durch b mit s, und r verbunden ist) zur Achse m,, über J, 
und k, nach z,, h,, De und a, in die Linie Z,, am Ende dieser Linie zur 
Erde und über E zum anderen Pole der Linienbatterie B zurück. Es wird 
also jedes aus Le kommende Zeichen unmittelbar nach Z, weiter gegeben, 
und uingekehrt jedes aus L, kommende Zeichen unmittelbar nach L.. Der 
Strom aus I, geht nämlich über a, und b, nach , von da über X., Iz, mg, 
Ney Oz, Per Xs, Cs, dz, € durch das Relais R, und über f, und g zur Erde E; 
der Anker des Relais R, wird angezogen, der Kreis der Localbatterie B, 
dadurch geschlossen und os geht deren Strom über ½, v, und w, durch den 
Schreibapparat S,, auf welchem der Schreibstift das Zeichen in den Papier- 
streifen eindrückt; zugleich wird auch die Linienbatterie B geschlos- 
sen und deren Strom geht über 9 nach r,, mg, ls, X,, hy, bz und a, in die 
Linie I., schliesslich in die Erde und kommt über E zum anderen Pole 
der Batterie B zurück. Auf der in Fig. 18 skizzirten Translationsstation 
erscheinen also jetzt die Zeichen aus Z, auf dem Schreibapparate S,, die 
Zeichen aus Z, und S,; es ist aber nicht unbedingt nöthig, dass die Zei- 
chen auf S, und S, wirklich mit aufgenommen werden, man wird vielmehr 
die Papierstreifen der Schreibapparate S, und S, nur laufen lassen, wenn 
man die bei Translation durchgehenden Depeschen in der Translations- 
station mit aufnehmen will. Die Translationsstation kann jederzeit selbst 
sprechend in die Correspondenz eintreten, denn sie kann mittelst des 
T'asters T, oder des Schreibhebels des Schreibapparates S, nach L, und mit 
dem Taster 7, oder dem Hebel des Schreibapparates S, nach Z, sprechen. 

Die Stöpselung nach Fig. 20 lässt Z, von Z, und Z, getrennt, verbindet 
aber Li und Z, durch Translation; eine Stöpselung nach Fig. 21 dagegen 
liisst L, getrennt und verbindet L. und Z, zur Translation. Die Stromläufe 
in diesen beiden Fällen sind ganz ähnlich wie bei der Translation zwischen 
L, und Z, und lassen sich nach der obigen Beschreibung dieser Translation 
leicht auffinden. 

Die Stöpselung nach Fig. 22 endlich schaltet alle Apparate auf simmt- 
lichen drei Linien aus; denn zu welcher Linie auch der Strom herein- 
kommt, er gelaugt immer durch B,, A, oder A, nach z, und geht von da über 
í sofort zur Erde E, ohne irgend welchen Apparat der Translationsstation 
zu durchlaufen. Eine solche Einschaltung würde also unter Anderem die 
Apparate der Translationsstation gegen die zerstörenden Einflüsse von 
Blitzschlägen sicher stellen; natürlich ist während dieser Stöpselung kei- 
nerlei telegraphische Correspondenz möglich. Zöge man in Fig. 22 den 
Stöpsel heraus, welcher die Lamelle z, mit { verbindet, so wären zwar 
auch alle Apparate der Translationsstation ausgeschaltet, aber es könnten 
die Stationen auf den Linien Z,, Z, und Z, noch gegenseitig mit einander 
correspondiren, da jeder Strom aus irgend einer Linie sofort unmittelbar 
in die beiden anderen weiter gehen würde. 

Die in Fig. 18 gezeichnete Einschaltung gestattet endlich, auch noch 
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ein sehr einfaches Zweigsprechen; beim Zweigsprechen wird der 
Strom, welcher auf einer Linie in eine Telegraphenstation eintritt, vou 
dieser Station aus zu gleicher Zeit in zwei oder mehrere Linien weiter ge- 
sendet, entweder mit oder ohne Translation. Stöpselt man z. B. in der 
Fig. 23 angegebenen Weise und denkt sich dabei die Verbindung zwischen 
f, und y unterbrochen, dafür aber f, unmittelbar mit x, verbunden, so er- 
scheint jedes Zeichen aus der Linie Z, auf dem Relais R, und dem Schreib- 
apparate S,, denn der Strom aus L, geht über oe, b, und A, nach z,, ci, d,s 
ei und f,, von da aber nach x, und über , b, und a, nach L., sowie über 
h,, b; und a, nach L, weiter. Ebenso geht jeder Strom aus Z, zugleich in 
die Linien Z, und Z, und jeder Strom aus Z, zugleich in die Linien Z, und 
L, weiter; die Zeichen erscheinen dabei für die Durchgangsstation stets 
auf R, und S,. Die Stromstärke der in den einzelnen Linien weiter gehen- 
den Zweigströme ist nach dem Ohm’schen Gesetze zu beurtheilen. 

Fig. 24 zeigt eine Stöpselung zum Zweigsprechen aus Z, nach Z, und 
L, mit Translation; die Einschaltung und Verbindung der Apparate unter 
einander ist dabei genau so, wie in Fig. 18. Jeder Strom aus Z, geht über 
a,b, A, Ke, los m, Na, Og, Poy Lio Cis dis e, Fi und g nach der Erde E; 
dabei schliesst das Relais R, den Strom der Localbatterie B, durch den 
Schreibapparat S, und letzterer sendet einen Strom der Linienbatterie B 
über g, ri, m, I, K, 21 und von da getheilt über %,, b, und a, nach Z, und 
über h,, b, und a, nach Z}, Diese Einschaltung leidet indessen an einem 
kleinen Uebelstande; es kann nämlich nach der entgegengesetzten Seite 
hin zwar Z, mit Z, und Z, mit Z, unter Translation sprechen, dabei hört 
aber Z, nicht mit, was Z, nach Z, spricht, und Z, hört wiederum nicht, 
was L nach L, spricht. Es kann in Folge dessen möglicher Weise eine 
Störung der Correspondenz durch unzeitiges Zwischensprechen eintreten; 
indessen kann bei gutem Stande der Linien dieses Zweigsprechen ohne Be- 
denken angewendet werden, wenn z. B. eine oder mehrere lange De- 
peschen von Z, nach Z, und Z, zugleich zu befördern sind. Wollte man 
eine Störung durch Zwischensprechen unmöglich machen, so müsste, so 
lange I. spricht, der Stöpsel, welcher A, mit z, verbindet, herausgezogen 
und so eingesteckt werden, dass er A, mit 2, verbindet, und so lange Z, 
spricht, müsste %, nicht mit z,, sondern mit 2, durch Stöpselung verbunden 
werden; sollte aber dieses Umstöpseln mit der Hand erfolgen, so wäre es 
ziemlich unpraktisch, sollte es dagegen unter Vermittelung besonderer 
Apparate, etwa bei Einhaltung einer bestimmten Stromrichtung, von den 
elektrischen Strömen selbst besorgt werden, so ginge die kaum entbehr- 
liche Einfachheit der Einschaltung verloren. Es ist zwar auch noch eine 
andere Einschaltung möglich, durch welche man die Linien zum Zweig- 
sprechen unter Translation so verbinden kann, dass jedes Zeichen aus 
irgend einer Linie in allen anderen sichtbar wird (vergl. Zeitschrift des 
deutsch-österreichischen Telegraphenvereins, 1857, S. 1); allein diese Ein- 
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schaltung ist ebenfalls sehr verwickelt und erfordert so viele Apparate, 
dass sie schwerlich sich mit wesentlichem Vortheil wird anwenden lassen, 
besonders weil ja das Zweigsprechen der Natur der Sache nach überhaupt 
verhältnissmässig wenig Anwendung finden kann. 


4. Schleifen. 


Nicht selten kommt es vor, dass in eine bereits bestehende Telegra- 
phenleitung ein seitwärts liegender Ort noch als Station mit aufgenommen 
werden soll; es bleibt dann nichts übrig, als an irgend einer Stelle die 
Hauptleitung zu zerschneiden, von jedem ihrer Enden eine Leitung nach 
der seitwärts gelegenen Station (wir wollen sie kurz Schleifenstation 
nennen) zu führen und diese letzteren, eine Schleifenlinie bildenden 
Leitungen durch die Apparate der Schleifenstation hindurch zu verbinden. 
So wurde z. B. in die bereits bestehende, der Eisenbahn entlang laufende 
Linie Dresden — Leipzig Grossenhain als Station aufgenommen, durch eine 
von Priestewitz nach Grossenhain geführte Schleife. Auch bei Neubauten 
sind nicht selten Schleifen anzulegen. Wäre an der Stelle, wo die Schleife 
von der Hauptleitung abgezweigt wird, eine Telegraphenstation, so würde 
diese mit einem Wechsel versehen und man wird meist gar nicht eine 
Schleife, sondern nur eine einfache Leitung von der Wechselstation nach 
dem seitwärts gelegenen Orte führen. Die Anlegung einer Schleife lässt 
also annehmen, dass an der Stelle des Abzweigens keine Station liegt; will 
man daher, dass die Correspondenz in der Hauptleitung nicht den Umweg 
durch die Schleifenstation machen soll, und will man sie zugleich von 
allen auf der Schleife etwa vorkommenden Störungen und Unterbrechun- 
gen unabhängig machen, so muss man an der Stelle des Abzweigens der 
Schleife Apparate aufstellen, welche selbstthätig entweder die Schleife 
in die Hauptlinie einschalten, oder sie ausschalten, je nachdem die 
Schleifenstation an der Correspondenz ‘Theil nelımen soll oder nicht. Eine 
Apparatverbindung für diesen Zweck hat zuerst A. Bernstein in der Zeit- 
schrift des deutsch-österreichischen Telegraphenvereins , 1857, S. 25 ff. vor- 
geschlagen; das Wesentliche derselben wird durch eine kurze Erklärung 
der Skizze in Fig. 25 deutlich werden. 

Auf der Stelle, an welcher die Schleife abgezweigt ist, sind drei 
Relais N, R., A, aufgestellt, von denen das mittlere R, ein ganz gewöhn- 
liches ist, während die Hebel der beiden anderen R und R, permanente 
Magnete sind und zur Erhaltung ihrer Polarität noch je einen anderen 
Magnet E und E neben sich stehen haben; die Pole liegen in den He- 
beln nun so und die Einschaltung der Relais selbst ist so gewählt, dass, 
wenn ein positiver Strom aus dem Ende L der Hauptleitung oder ein nega- 
tiver aus dein Endo Z, der Hauptleitung kommt, der um a drehbare Hebel 
des Relais R sich an die Stellschraube s, der um a, drehbare Hebel des 
Relais R, dagegen an s, aulegt; kommt dagegen ein negativer Strom aus 
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der Leitung Z oder ein positiver aus der Leitung Z,, so legt sich der Hebel 
von R an die Stellschraube s,, der Hebel des Relais R, aber an die Stell- 
schraube s,; für gewöhnlich ziehen die Federn f und /, den Hebel von R 
an s, und den Hebel von R, an s,; man könnte demnach auch sagen: das 
Relais R spricht nur auf positive, das Relais R, nur auf negative Ströme 
an, welche aus der Leitung Z kommen. Das Relais R, endlich hat einen 
um a, drehbaren, nicht magnetischen Anker, welcher für gewöhnlich durch 
die Wirkung der Feder /i an der Stellschraube s, anliegt, sich aber an die 
Schraube s, anlegt, so lange der Strom der Batterie 2 durch die Roller, 
des Relais R, geht. Die Schleifenlinien 7 und /, sind durch die Rollen r, 
eines Relais R, der Schleifenstation S verbunden, und ausserdem muss auf 
der Station S noch ein anderes, für die eigentliche Correspondenz bestimm- 
tes Relais vorhanden sein, da R, für die Aufnahme von Depeschen auf der 
Schleifenstation nicht zu gebrauchen ist. Der um a, drehbare Hebel des 
Relais R, ist ebenfalls permanent magnetisch und das Relais R, so einge- 
schaltet, dass der Hebel in Folge seiner vom Magnet Z, erhaltenen Polari- 
tät nur von negativen, aus der Leitung Z kommenden und durch die Rollen 
r, hindurchgehenden Strömen an die Stellschraube s, herangezogen wird, 
während er für gewöhnlich durch die Spannfeder /; an die Stellschraube se 
gezogen wird und daran um so fester liegen bleibt, wenn positive Ströme 
aus Z kommend die Leitung durchlaufen. Die Stationen in der Haupt- 
leitung endlich müssen ausser den sonst nöthigen Apparaten noch wit 
einem Stromwender versehen sein, durch welchen sie in Stand gesetzt 
werden, den Strom in einer bestimmten Richtung in die Leitung zu senden; 
denn es ist nöthig, dass der positive Strom in der Hauptleitung in der 
Richtung von Z nach Z, gehe, wenn die Schleife in die Hauptleitung ein- 
geschaltet sein, also die Schleifenstation an der Correspondenz Theil neh- 
men soll; dagegen muss der positive Strom in der Hauptleitung in der 
Richtung von L, nach L, also der negative in der Richtung von L nach Z, 
gehen, wenn die Schleife ausgeschaltet sein soll. Kommt nämlich ein po- 
sitiver Strom aus L nach der Stelle, wo die Schleife von der Hauptleitung 
abgezweigt ist, so durchläuft er zunächst die Rollen r des Relais A, gelangt 
über b nach f,, vom Hebel des Relais R, nach der Stellschraube s,, über e 
durch die Rollen r, des Relais R, nach /, nach der Schleifenstation S und 
daselbst durch die Rollen r, des Relais und endlich durch /, nach Z, weiter; 
an der Abzweigungsstelle spriclit zwar das Relais R an, das Relais R, da- 
gegen nicht und deshalb bleibt der Stromkreis der Batterie B offen, so 
dass also auch das Relais R. nicht anspricht; ebenso spricht auch in der 
Schleifenstation S das Relais R, nicht an. Jede Correspondenz mit posi- 
tivem Strome in der Richtung von Z nach Z, durchläuft also auch die 
Schleife und kann auf der Schleifenstation S aufgenommen werden. Kommt 
dagegen ein negativer Strom aus Z, so durchläuft er wieder die Rollen r 
des jetzt nicht ansprechenden Relais, dessen Hebel also an der Stell- 
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schraube s, liegen bleibt, über 5, f,, a,, ss c geht dann der negative Strom 
durch die Rollen r, des Relais R, und durch / nach S, daselbst durch die 
Rollen r, und darauf durch i nach L.; dabei sprechen die beiden Relais R, 
und R, an und in Folge dessen treten jetzt noch einige Nebenwirkungen 
auf; zunächst schliesst der Hebel des Relais R,, indem er sich an die Stell- 
schraube s, anlegt, den Kreis der Batterie B, deren Strom nun über f, a, $, 
d, c durch die Rollen r, des Relais N, über e nach d,, s;, g durch die Rollen 
ri des Relais R, nach der Batterie B zurückgeht; dadurch legt sich der 
Hebel des Relais R, an die Stellschraube s,, so dass der negative Strom 
aus L nun durch r über b, fi, ai „ ss und À direct nach Z, geht, ohne die 
Schleife zu durchlaufen; die Batterie muss nun so eingeschaltet sein, dass 
ihr negativer Strom r, in der Richtung von c nach e durchläuft, also den 
Hebel des Relais R, auf der Stellschraube s, festhält, auch wenn der nega- 
tive Strom aus L nach Z, nicht mehr durch die Rollen r, hindurchgeht; 
eine andere Nebenwirkung tritt gleichzeitig in der Schleifenstation S ein, 
wo der Hebel des Relais A, sich an die Stellschraube s, angelegt und so 
die Batterie B. geschlossen hat, deren Strom nun über k, f3, a, nach s, 
durch die aus wenigen Windungen bestehenden Rollen r.“) des Relais R, 
und über m zur Batterie zurückgeht und den Hebel des Relais in seiner 
Lage an s, erhält. So lange demnach jetzt in der Hauptleitung mit nega- 
tiven Strömen in Richtung von Z nach Z, oder mit positiven in Richtung 
von IL. nach Z telegraphirt wird, bleibt die Schleife vollständig ausge- 
schaltet, und auf der Schleifenstation giebt der an s, liegende Hebel des 
Relais R, das Zeichen, dass auf der Linie ZZ, mit Ausschaltung der Schleife 
correspondirt wird. Soll endlich die Schleife wieder eingeschaltet werden, 
so geschieht es einfach dadurch, dass man einen positiven Strom in der 
Richtung ZZ, durch die Leitung sendet; dieser legt nämlich den Hebel des 
Relais R an die Stellschraube s, unterbricht dadurch den Strom der Bat- 
terie B, worauf die Feder f, den Hebel dos Relais R, wieder an die Stell- 
schraube s, heranzielit und auch der Hebel des Relais entweder durch die 
Feder f, oder die Wirkung des noch andauernden positiven Stromes sich 
an s, anlegt; so ist also dem positiven Strome der Weg durch die Schleife 
geöffnet und auf der Schleifenstation muss der Strom durch die Rollen r, . 
wodurch der Hebel bei r, an s, herangezogen wird. 

Gegen diese an sich sehr sinnreiche Apparatzusammenstellung wurde 
der begründete Einwand erhoben, dass zu viele Apparate zur blosen Aus- 
oder Einschaltung nöthig seien, dass eine besondere Batterie erforderlich 
sei und dass überhaupt die Zuverlässigkeit von mehreren Regulirungen 
abhinge, ja durch einen schmutzigen Contact die Leitung gänzlich unter- 
brochen werden könne. Wenn es blos darauf ankiime, dic Zalıl der Ap- 


*) Die Rollen r, und re können über einen gemeiuschaftlichen Kern gewickelt 
sein; in Fig. 25 wurden sie nur der Deutlichkeit wegen getrennt gezeichnet. 
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parate und den durch sie in die Leitung gebrachten Widerstand zu ver- 
mindern, so dürfte man nur das Relais A, weglassen und nach Anleitung 
der Skizze Fig. 26 einschalten, d. h. s, unmittelbar mit / verbinden und den 
aus den Rollen r, austretenden Dratlı nach der Stellschraube s führen; 
dann spricht das Relais R auf positive Ströme nicht an, diese gehen daher 
aus L durch r über a, und s, nach J, Ii und L., auf einen negativen Strom 
aber spricht das Relais R an, schliesst durch r,, s und a den Kreis der Bat- 
terie B, deren Strom der Hebel des Relais À, an s, anlegt und so die 
Schleifenlinie ausschaltet, bis wieder ein positiver Strom in Richtung von 
Z nach Z, die Linie durchläuft, wobei sich der Hebel des Relais R an s, 
anlegt, die Batterie B öffnet und die Schleife wieder einschaltet. Noch 
mehr: man kann sogar die Batterie B und das Relais R, entbehren und 
eine Unterbrechung der Linie durch einen unreinen Contact unmöglich 
machen, wenn man die in Fig. 27 angedeutete, von dem Telegraphen- 
inspector Frischen in Hannover in der Zeitschrift des deutsch - österreichi- 
schen Telegraphenvereins, 1858, S. 19 angegebene Einschaltung wählt, wo- 
bei das Relais R wieder nur auf negative Ströme ansprechen darf; die po 
sitiven Ströme gehen dann aus L durch die Rollen r des Relais R übern 
nach J und schliesslich aus Ii nach L.; die negativen Ströme dagegen schal- 
ten die Schleife aus, indem sio den Hebel des Relais R an die Stellschraube 
s, anlegen, und nehmen dann ibren Weg aus L durch r über n, a und $, 
nach L.. Der nächstfolgende positive Strom legt den Relaishebel wieder 
an s und schaltet die Schleife wieder ein. Auch wenn der Relaishebel ans, 
liegt, bleibt indessen die Schleife eingeschaltet, und es geht ein Zweig- 
strom von n durch / und Ii nach L.; dass jedoch dieser Zweigstrom auf der 
Sshleifenstation Zeichen hervorbringen könnte, wie Frischen meint, ist 
gewiss nur bei sehr empfindlichen Galvanometern und kurzen Schleifen 
möglich; wohl aber kann die ausgeschaltete Schleifenstation die Correspon- 
denz in der Hauptleitung stören, denn selbst ohne Anwendung einer Erd- 
leitung ist der Kreis der Linienbatterie der Schleifenstation geschlossen, 
nämlich über J, n, a, sı und ; es kann daher die Schleifenstation selbst die 
Schleife ein - oder ausschalten, was ebensowohl ein Vorzug, als ein Nach- 
theil der von Frischen angegebenen Einschaltung gegenüber den beiden 
vorher beschriebenen Einschaltungen genannt werden kann. Alle drei 
Einschaltungen leiden aber an dem Uebelstande, dass sie nicht unbedingt 
die Hauptleitung gegen die Nachtheile der Störungen auf der Schleifenlinie 
schützen, sondern nur in dem Falle, dass bei einer auf der Schleifenlinie 
eintretenden Unterbrechung die Schleife bereits ausgeschaltet war, oder 
dass bei der Unterbrechung das gegen Z liegende Ende der zerrissenen 
Schleifenlinie zufällig mit der Erde in Verbindung kommt; denn sonst 
kann von der Hauptlinie aus eine Ausschaltung der Schleife nicht mehr be- 
werkstelligt werden. Will man auch diesen Uebelstand beseitigen, so 
wähle man die Einschaltung nach Fig. 28: Das Relais R mit permanent 
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magnetischem Hebel spricht ebenfalls auf positive und negative Ströme 
au, aber die Achse a seines Hebels ist einerseits mit dem einen Ende der 
NMultiplicationsrollen r, andererseits mit der Contactschraube s, verbunden, 
zwischen der Achse und der Contactschraube ist durch einen Rheostaten 
Vein entsprechender Widerstand eingeschaltet; ausserdem steht die Con- 
tactschraube s, mit den beiden Leitungen L, und /,, die Contactschraube s 
mit der Leitung! in Verbindung. Jeder aus Z kommende positive Strom 
geht durch die Rollen r und legt den Relaishebel au s an, daher hat der 
Strom einen Weg von a über s und / nach der Schleifenstation und dann 
durch I über b nach Z, und zugleich einen anderen Weg von a durch den 
Rheostat W über $s, und b nach L.; der Widerstand des Rheostates ist dem- 
nach so zu wählen, dass der durch die Schleife //, gehende Theilstrom in 
der Schleifenstation deutliche Zeichen giebt. Der erste negative Strom 
legt den Relaishebel an s, und schaltet so die Schleife vollständig aus, wo- 
gegen L und Z, über a, s, und b kurz verbunden sind; der nächstfolgende 
positive Strom führt den Hebel wieder nach s und schaltet dadurch die 
Schleife ein. Weder bei ausgeschalteter, noch bei eingeschalteter Schleifo 
übt der Rheostat einen nachtheiligen Einfluss auf den Strom in der Haupt- 
linie aus; wenn dagegen eine Unterbrechung in der Schleife bei irgend 
einer Stellung des Relaishebels eintritt, so bleibt sicher dem Strome in der 
Hauptlinie noch der Weg von Z durch r nach a, durch W nach a, b und 
L, übrig und jedenfalls kann so noch der Relaishebel an die Contact- 
schraube s, herangezogen werden, behufs der Herstellung einer kurzon 
Verbindung von Z mit L.. Obwohl die Schleifenstation bei ausgeschalteter 
Schleife die Correspondenz in der Hauptlinie ohne Anwendung einer Erd- 
leitung nicht zu stören, noch etwas an der Einschaltung der Schleife zu 
ändern vermag, bleibt ihr doch durch Anlegung einer Erdleitung die Mög- 
lichkeit, für den Fall des Bedarfs eine Notiz nach Z und Z, zu geben; 
denn dann würde ihr Strom aus Ii sich in b nach L, und über s, und a auch 
nach L verzweigen. 


5. Die Blitzableiter. 


Da die Telegraphenleitungen sich viele Meilen weit als ununter- 
brochene Leiter über die Oberfläche der Erde hin erstrecken und im freien 
Felde ihre Umgebung hoch überragen, so sind sie verschiedenen Ein- 
wirkungen von Seite der atmosphärischen Elektricität ausgesetzt. Es 
können leicht die Dräthe und Leitungsstangen geradezu vom Blitze getroffen 
verden und Theile von diesen Blitzschlägen auf grosse Entfernungen hin 
an den Dräthen fortlaufen, bis sie endlich einen günstigen Uebergang zur 
Erde finden; es können ferner durch die über die Leitung dahinziehenden 
elektrischen Wolken und bei jedem in der Nähe der Leitung nicderfahren- 
den Blitze, selbst wenn er die Leitung nicht unmittelbar trifft, gewaltige 
Inductionsströme in der Leitung erregt werden, ja es können sich sogar in 
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der Atmosphäre vorhandene, vielleicht durch Witterungs verhältnisse er- 
zeugte elektrische Gegensätze, auch wenn sie örtlich weit von einander 
entfernt sind, durch die Leitungsdräthe ausgleichen. Die Folgen dieser 
Einwirkungen sind theils Störungen im Betrieb des Telegraphen, theils ge- 
waltsame Zerstörungen der Leitungen und Apparate. Sofern nämlich blos 
schwache Ströme atmosphärischer Elektricität in der Leitung fortgehen 
und durch Telegraphenapparate ihren Weg nehmen, werden dieselben in 
den Apparaten genau dieselben Wirkungen hervorbringen, wie die galva- 
nischen Telegraphirströme: die Anker der Elektromagnete werden ange- 
zogen, Galvanometernadeln werden abgelenkt und dergleichen mehr, je 
nach der Beschaffenheit der Apparate; auch kann man diese Ströme selbst 
fühlen, wenn man ihnen durch entsprechendes Berühren der Leitung einen 
Weg durch den Körper öffnet. Sind dagegen die durch die atmosphärische 
Elektricität in der Leitung erregten Ströme kräftiger, so richten sie nicht 
selten bedeutende Zerstörungen an: sie schmelzen Dräthe in den Statio- 
nen, verbrennen und zertrümmern die isolirende Umhüllung und Be- 
deckung der Dräthe, vernichten den Magnetismus constanter Magnete, 
kehren auch wohl deren Polarität ganz um, zerschmettern die Isolatoren, 
auf welchen der Drath an den Tragsäulen liegt, zersplittern die Säulen 
auch selbst und werfen sie um, wobei nach Befinden der Leitungsdrath 
zerreisst, — ja wiederholt wurden sogar die am Apparate arbeitenden Be- 
amten oder die mit der Linie beschäftigten Arbeiter und Aufseher verletzt 
und gelähmt. Ein langes Register solcher Verheerungen findet sich im 
elektromagnetischen Telegraph von Schellen, 2. Auflage, S. 210 bis 218, 
andere Belege sind in den verschiedenen Jahrgängen der Zeitschrift des 
deutsch - österreichischen Telegraphenvereins zerstreut; mitunter wurden 
bis 20 Tragsäulen hinter einander ganz oder theilweise zersplittert“), ja 
in einzelnen Fällen zeigten selbst 60 bis 70 Säulen Spuren davon, dass 
Antheile des Blitzes an ihnen zur Erde niedergegangen waren, in der Lei- 
tung aber lief der Blitz nicht selten 10, ja 30 bis 40 Meilen weit fort. 
Natürlich ist es eine nicht unwichtige Aufgabe der Telegraphie, der- 
artigen Beschädigungen möglichst vorzubeugen, und zu diesem Zwecke 
stellt man an einzelnen Punkten Blitzableiter auf. Durch Blitzableiter 
kann man aber bis jetzt nur die zerstörenden Wirkungen verhüten, die 
störenden dagegen bleiben unbeseitigt; die Apparate und die an ihnen ar- 
beitenden Beamten werden zwar durch die Blitzableiter der Gefahr der 
Verletzung entrückt, dass aber bei Gewittern die atmosphärische Elektri- 
citit in das Telegraphiren mit dreinspricht, dass sie auf den Druck- 
apparaten unbeabsichtigte Punkte und Striche druckt, die Zeiger der 


*) Die ausgesplitterten Stellen laufen gewöhnlich in einer Spirallinie um die 
Stangen herum; ist dies eine Folge der Structurverhältnisse der Stangen, oder wählt 
der Blitz sich selbst diesen Weg und warum ? 
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Zeigerapparate fortrücken lässt und bei Nadeltelegraphen die Nadeln ab- 
lenkt, ohne Rücksicht auf den Willen des Telegraphisten, dies lässt sich 
nicht verhüten. 

Wie verschiedenartig auch die Blitzableiter für Telegraphen in ihren 
einzelnen Theilen gestaltet sind, in Ansehung des Grundes ihrer Wirk- 
samkeit zerfallen sie nur in zwei grosse Gruppen. Bei der einen Classe 
von Blitzableitern ist nämlich Vorkehrung getroffen, dass jeder kräftigere 
Strom, durch welchen die Apparate zerstört werden könnten, sich selbst 
den Weg nach den Apparaten abbricht; es steht indessen bei diesen Blitz- 
ableitern zu befürchten, dass gelegentlich doch etwa bereits vor dem Ab- 
brechen des Weges nach den Apparaten ein so kräftiger Strom in die Ap- 
parate gelangt, dass die Apparate dadurch Schaden leiden. Schon im 
Jahre 1846 wurden zwei von einander verschiedene Blitzableiter dieser 
Art vorgeschlagen: in Frankreich von Breguet und in Amerika von James 
D. Reid in Philadelphia. Die Wirksamkeit der Blitzableiter der anderen 
Classe stützt sich anf den bekanuten Erfahrungssatz über das Verhalten 
der Elektricitäten verschiedenen Ursprungs, nämlich auf die Thatsache, 
dass die Reibungselektricität, die Inductionselektricität und die atmosphä- 
rische Elektricität verhältnissmässig grosse isolirende Zwischenräume zwi- 
schen zwei Leitern überspringen kann, während die galvanische Elektrici- 
tät selbst sehr kleine Zwischenräume nicht ücerspringt. Diese Verschie- 
denheit der erwähnten Elektricitäten macht es möglich, dass man die Luft- 
elektricität von den telegraphischen Apparaten abhalten kann, indem man 
ihr einen kürzeren und besseren Weg zur Erde öffnet, während die galva- 
nische Elektricität, ohue Sprünge, ruhig und ungestört ihren Weg durch 
die Apparate nehmen muss. Man braucht dazu blos der Luftleitung, be- 
vor sie zu den Apparaten geführt wird, eine andere möglichst kurze Lei- 
tung von entsprechend grossem Querschnitte gegenüber zu stellen, 
welche einerseits ohne Unterbrechung bis zur Erde reicht (daher Erd- 
leitung genannt), andererseits aber die Luftleitung nicht unmittelbar be- 
rührt, sondern in einer möglichst geringen Entfernung von derselben endet; 
diese geringe Entfernung kann die galvanische Elektricität nicht über- 
springen, sondern sie muss durch die Apparate gehen; die Luftelektricitat 
dagegen wird zuin grössten Theil den kleinen Zwischenraum überspringen 
und auf dem kürzesten Wege zur Erde abfliessen. Auch der Gedanke, auf 
diese Weise die Telegraphenapparate gegen die zerstörenden Einwirkun- 
gen der atmosphärisshen Elektrieität zu schützen, wurde bereits im Jahre 
1846 in zwei Ländern gefasst und zur Ausführung gebracht: in Deutschland 
zuerst von Steinheil und in England in etwas anderer Weise von Highton 
in London. Steinheil, Highton, Breguet und Reid haben also in dem- 
selben Jahre, scheinbar ganz unabhängig von einander, die ersten Blitz- 
ableiter für Telegraphen angegeben; jeder von einem anderen Gesichts- 
punkte ausgehend. Gegenwärtig sind in Europa allgemein Blitzableite 
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der zweiten Classe in Gebrauch; an einigen sehr verbreiteten dagegen ist 
zugleich dafür Sorge getragen, dass ein nach den Apparaten gehender 
Blitzstrahl sich selbst den Weg unterbreche. 

Breguet schlug vor, die eigentliche Telegraphenleitung nur bis auf 
eine Entfernung von 15 bis 18 Fuss an die Station heranzufiihren, von da 
ab aber einen ganz feinen Drath zur Verbindung der Leitung mit den 
Stationsapparaten zu benutzen, in der Voraussetzung, dass jeder atmosphä- 
rische Strom, welcher seinen Weg durch diesen dünnen Drath nach den 
Apparaten nehmen wolle, den dünnen Drath bis zum Abschmelzen er- 
hitzen und sich so den Weg zu den Apparaten selbst unterbrechen werde 
(vergl. Schellen, der elektromagnetische Telegraph, S. 223). Auf diese 
Weise allein wiirden aber die Apparate wohl kaum sicher genug gegen die 
zerstörenden Einwirkungen der atmosphärischen Elektricität geschützt 
werden, und überdies würde ein häufiges Ersetzen des langen dünnen 
Drathes unbequem und nicht zu billig sein; wohl aber wird eine ähnliche 
Einrichtung, welchem einem Blitzableiter der zweiten Classe als Zugabe 
beigefügt ist, dessen Wirksamkeit erhöhen. - 

Reid benutzte nicht die Wärmeentwickelung, sondern die elektromag- 
netische Wirkung des Stromes zur Unterbrechung des Weges nach den 
Apparaten und wählte dazu folgende Anordnung: Die in die Station ein- 
tretende Luftleitung L (Fig. 29 Taf. V) wird zunächst zu dem einen Ende 
der Multiplicationsrollen eines Elektromagnetes M geführt; diese Rollen 
enthalten aber nur 16 Windungen eines starken mit Seide übersponnenen 
Drathes; das andere Ende der Rollen steht mit der Achse a eines messin- 
genen Hebels bc in leitender Verbindung, dessen vorderes Ende b mit der 
Stellschraube s durch die Spannfeder f auf einen Metallständer e aufge- 
drückt wird, welcher durch den Drath 4 mit den telegraphischen Appa- 
raten in leitender Verbindung steht; am anderen Ende e des Hebels bc be- 
findet sich eine zweite Stellschraube, welche sich auf den durch den Drath 
E mit der Erde verbundenen Metallständer g auflegt, so oft und so lange 
der Elektromagnet E seinen Anker d anzieht. Die Spannfeder f ist nun 
so stark gespannt, dass in Folge des durch einen galvanischen T'elegraphir- 
strom erregten Elektromagnetismus der Elektromagnet M seinen Anker 
nicht anziehen kann; daher nehmen die Telegraphirströme aus L ihren 
Weg durch M über a, b, s, e und 4 nach den telegraphischen Apparaten. 
Geht dagegen ein starker Strom atmosphärischer Elektricität durch den 
Elektomagnet M, so zieht derselbe seinen Anker an, die Stellschraube s 
verlässt dabei ihren Ständer e und der Weg nach den Apparaten ist da- 
durch unterbrochen, dafür aber der Luftelektricität von a aus über c und 
die jetzt auf ihrem Ständer g aufliegende Stellschraube s, ein kurzer Weg 
durch den entsprechend dicken Drath Æ nach der Erde eröffnet. Sobald 
die Luftelektrieität nach der Erde abgeflossen ist, zieht die Feder f den 
ILebel dc mit der Stellschraube s wieder auf ihren Ständer e auf und stellt 
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so den Weg nach den Apparaten fiir die Telegraphirstréme wieder her. 
Dieser sinnreiche Blitzableiter, fiir dessen Erfindung Reid von dem Franklin 
Institute in Philadelphia mit der silbernen Medaille belohnt wurde, soll sich 
(nach Shaffner, telegraph manual, S. 567 und 568) bei vielen Gelegenheiten 
unter heftigen Gewittern gut bewährt haben, obwohl man fürchten könnte, 
dass bei der grossen Geschwindigkeit des elektrischen Stromes die Luft- 
elektricität zu den Apparaten gelangen könnte, bevor noch der Hebel be 
aus der einen Lage in die andere übergegangen wäre; indessen darf wohl 
auch nicht übersehen werden, dass die Luftelektricität selbst dann, wenn 
die Stellschraube s auf ihrem Ständer e aufliegt, den kurzen Weg durch Z 
zur Erde wählen kann, weil sie dazu nur den kleinen Zwischenraum zwi- 
schen der Stellschraube s, und dem gegenüberliegenden Ständer g zu über- 
springen braucht. 

Highton’s Blitzableiter ist höchst einfach: der Leitungsdrath wird 
auf eine Linge von 6 bis 8 Zoll mit Seide oder lockerem Papier umwickelt 
und diese Hülle mit einer Anzahl von Metalldräthen umgeben, welche mit 
der Erde in Verbindung stehen; ein jeder Apparat einer Station soll auf 
jeder Seite mit einer solchen schützenden Vorrichtung versehen werden; 
am einfachsten und billigsten wird die mit Löschpapier umwickelte Stelle 
des Leitungsdrathes durch eine kleine, mit einer Zinnplatte ausgelegte 
hölzerne Büchse hindurch geführt, in dieser mit feinem Eisendrath um- 
geben und die Zinnplatte mit der Erde verbunden. Die gute Wirkung sol- 
cher Blitzableiter (Shaffner, telegraph manual, S. 566) dürfte auf die grosse 
Anzahl kleiner Uebergangspunkte vom Leitungsdrathe zu den umgebenden 
Ableitungsdräthen zu schreiben sein. Eine diesem Blitzableiter nahe ver- 
wandter Blitzableiter zum Herableiten des Blitzes an den Telegraphen- 
säulen wurde 1855 von Matzenauer vorgeschlagen. 

Steinheil’s Blitzableiter bestand aus zwei Kupferplatten von sechs Zoll 
Durchmesser; diese Platten standen auf dem Dache des Hauses, gegen die 
Feuchtigkeit der Luft geschützt, mit den breiten Flächen ganz nahe an 
einander, waren aber durch ein dünnes Blatt Seidenzeug von einander iso- 
lirt; von jeder Platte führte ein Drath nach den Apparaten der Station 
und in der Mitte war jede Platte mit dem einen Ende des über dem Hause 
durchschnittenen Leitungsdrathes verbunden. Der die Leitung durch- 
laufende galvanische Strom musste also die Apparate durchlaufen, da das 
Seidenzeug ihm den Uebertritt von einer Platte zur anderen verwehrte; 
die Luftelektricität dagegen lief mit Ueberspringung des kleinen Zwischen- 
raumes zwischen den Platten in der Leitung weiter, ohne in die Apparate 
einzutreten; ein Weg zur Erde war freilich der Luftelektrieität auch nicht 
geboten. William Fardely vereinfachte 1847 diesen Blitzableiter dadurch, 
dass er mit Weglassung der Platten die beiden Enden des Leitungsdrathes 
unter einem kleinen Dichelchen auf der Tragsäule einfach einander gegen- 
über stohen liess, so nahe an einander, dass die Luftelektricität leicht 
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tiberspringen konnte; von den Drathenden aber fiihrten zwei wenigstens 
zwanzig Fuss lange feine Dräthe nach den Stationsapparaten, damit so 
die Apparate umsomehr geschützt seien. Auch eröffnete Fardely dem 
Blitz einen kurzen Weg zur Erde (vergl. Polytechnisches Centralblatt, 
1849, S. 1166), indem er dem Leitungsdrathe eine Erdleitung so nahe gegen- 
über stellte, dass der Blitz auf die Erdleitung überspringen konnte; die 
Erdleitung wurde zum Theil ähnlich wie ein gewöhnlicher Blitzableiter 
mit einer Auffangestange versehen. Endlich fügte Fardely noch eine Vor- 
richtung hinzu, durch welche die Apparate bei Gewittern ganz aus der 
Leitung ausgeschaltet werden konnten. Im Jahre 1849 erst wurde vom 
Professor Meissner in Braunschweig der Blitzableiter von Steinheil in 
Blitzplatten umgewandelt; die Blitzplatten können im Stationszimmer 
selbst aufgestellt werden und bestehen für Endstationen aus zwei Platten, 
von denen aber nur die eine mit der Luftleitung, die andere der ersteren 
nahe gegenüber stehende mit der Erde verbunden ist. Realschuldirector 
Krüger in Fraustadt schlug die Benutzung von Leydener Flaschen anstatt 
der Platten vor. 

Nach dem Steinheil'schen Princip sind eine sehr grosse Anzahl ver- 
schiedener Blitzableiter für Telegraphenapparate construirt worden, und 
eine bunte Mannigfaltigkeit herrscht in dieser grossen Gruppe, in welcher 
charakteristische Versclriedenheiten theils in der Form der Theile, zwi- 
schen welehen der Funke überspringt, theils in dem Stoffe, durch welelien 
derselbe überspringt, theils endlich bezüglich des Ortes, an welehem der 
Blitzableiter aufgestellt wird, hervortreten. 

Rücksichtlich der Form der Theile, zwischen welchen der Blitz 
überspringt, lassen sich unterscheiden: | 

1. Die Blitzplatten. Eine in Sachsen vielfach verwendete zweck- 
mässige Construction der Blitzplatten für einfache Mittelstationen besteht 
aus drei über einander liegenden, durch zwischenliegende dünne Kant- 
schukstreifen von einander isolirten gusseisernen Platten; die mittelste ed 
(Fig. 30 Taf. V) ist durch den Drath Z mit der Erde, die unterste ab mit 
der einen Luftleitung Z, die oberste ef mit der anderen Luftleitung Z, ver- 
bunden; durch die Dräthe g und k stehen die Apparate 4 mit den Platten 
ef und ab in Verbindung; der galvanische Strom geht von L durch ab und 
h nach A und dann durch g und ef nach Z, weiter; die Luftelektricitat 
springt von ab oder ef auf die Platte cd über und fliesst durch Z zur Erde 
ab, und damit dies recht leicht geschehen könne, sind die Platten an den 
einander zugewandten Flächen kreisförmig gerieft und greifen auch durch 
einander hindurch. Für Stationen mit mehreren Linien sind in den Nieder- 
landen die Blitzplatten so construirt, dass die Leitungen mit starken 
Messingstreifen verbunden sind, über welche ein Blatt glattes Papier und 
darauf eine schwere, mit der Erde verbundene Zinkplatte gelegt wird 
(vergl. Zeitschrift des deutsch- österreich. Telegraphenvereins, 1858, S. 187). 
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2. Spitzenblitzableiter. Schon Professor Meissner wendete an- 
statt der Platten zwei sich nahe gegenüberstehende Spitzen an, welche er 
übrigens genau so einschaltete wie die Platten; trotzdem dass die Elektri- 
eität von Spitzen leichter überfliesst, zeigten sich im Sommer 1849 die 
Spitzen nicht so wirksam, als die Platten (vergl. Schellen, elektromagne- 
tischer Telegraph, S. 227). Später construirte Nottebohm für die preussi- 
schen Leitungen einen Spitzenableiter, bei welchem ein Doppelkegel in 
der Mitte zwischen zwei Spitzen stand, welche einerseits mit den beiden 
Leitungen, andererseits mit den Apparaten verbunden waren, während der 
Doppelkegel mit der Erde in Verbindung stand. Breguet wählte als mitt- 
leren, mit der Erde verbundenen Theil eine breitere, sägenartig gezackte 
Platte und stellte derselben zwei ebenfalls sägenartig gezahnte Platten 
gegenüber, welche einerseits mit den Luftleitungen, andererseits mit den 
Apparaten verbunden wurden. Ein ähnlicher Blitzableiter wurde bei den 
französischen Eisenbahntelegraphen angewendet, aber zugleich dafür Sorge 
getragen, dass der nach den Apparaten gehende Strom atmosphärischer 
Elektricitét beim Durchgange durch einen feinen Drath diesen schmelze 
und sich so den Weg nach den Apparaten selbst abbreche; Shaffner be- 
schreibt in seinem Telegraph manual, S. 579 bis 583 drei verschiedene Arten 
dieser Blitzableiter, von denen zwei so eingerichtet sind, dass man die 
Luftleitung entweder unmittelbar unter Ausschaltung des Blitzableiters, 
oder mittelbar durch den Blitzableiter mit den Apparaten verbinden, dass 
man sie aber auch unmittelbar mit der Erdleitung verbinden kann; auf 
Stationen, welche mit einem Linienwechsel versehen sind, ist die letztere 
Einrichtung überflüssig, da durch den Wechsel selbst schon, wie früher ge- 
zeigt wurde, jede Linie mit der Erdleitung unmittelbar verbunden werden 
kann. Die in neuester Zeit in Frankreich angewendeten Spitzenableiter 
bestehen aus zwei Metallplatten, von denen die eine mit der Erde, die an- 
dere einerseits mit der Luftleitung, andererseits mit den Apparaten in lei- 
tender Verbindung steht; aus jeder dieser beiden Platten stehen zwei 
Spitzen heraus, deren äusserste Punkte nur ganz wenig von der anderen 
Platte abstehen, wie es Fig. 31 anschaulich macht. In England construirte 
Charles V. Walker schon vor 1849 einen Spitzenableiter so, dass er die 
Erdleitung (vergl. Shaffner, telegraph manual, S. 583) mit einer kupfernen 
Röhre verbindet, welcher an jedem Ende eine Scheibe gegenübersteht, 
aus welcher gegen die Röhre gerichtete Spitzen hervorstehen; die eine 
Scheibe war mit der Luftleitung, die andere mit den Apparaten verbunden, 
von der einen ®ndlich ging ein in der Achse der Röhre liegender Metall- 
stab aus, an welchen sich ein feiner Metalldrath, in einigen Windungen 
auf einer hölzernen Spule nalıe an der inneren Röhrenfläche gelegen, an- 
schloss und bis zur zweiten Scheibe führte; auf dem Metallstabe endlich 
standen ebenfalls mehrere Spitzen heraus und endeten knapp vor der inne- 
ren Fläche der Kupferröhre. Obwohl dieser Blitzableiter din ` 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. VI, 6. 28 
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vielen Spitzen ein leichtes Ueberspringen an vielen Stellen zugleich er- 
möglicht und im Nothfalle noch durch Schmelzung des feinen Metalldrathes 
die Apparate zu schützen verspricht, leidet er doch an dem grossen Uebel- 
stande, von welchem auch die Blitzableiter nicht ganz frei sind, nämlich 
dass er sich nicht bequem überwachen lässt, weil man bei den eingeschla- 
genen Theilen nicht erkennen kann, ob die Spitzen in gehöriger Nähe an 
der Röhre stehen. Prof. Dr. Luigi Magrini änderte daher diesen Ableiter 
so um, dass aus einer mit der Luftleitung und den Apparaten verbundenen 
hohlen Röhre zwei Reihen von Spitzen vorstehen, denen zwei mit der Erde 
verbundene Metallplatten mit ihrer inneren vergoldeten Fläche gegenüber- 
gestellt sind; diese Platten bilden die obere und untere Wand des Gehäu- 
ses für den Blitzableiter, während die beiden Seitenwände von Glas sind, 
so dass man jederzeit den Abstand der Spitzen von den Platten beobachten 
kann (vergl. Zeitschrift des deutsch - österreichischen Telegraphenvereins, 
1854, S. 248 ff.). Diese Blitzableiter dürften aber zu zusammengesetzt und 
kostspielig sein, da schon ein weit einfacherer, in Oesterreich allgemein 
in Gebrauch befindlicher Spitzenableiter, bei Anwendung der nöthigen 
Sorgfalt und Aufmerksamkeit von Seite der Beamten, ganz vortreflliche 
Dienste leistet. Es enthält dieser, auch in der Zeitschrift des deutsch- 
österreichischen Telegraphenvereins, 1854, 8. 252 beschriebene und in der 
halben natürlichen Grösse abgebildete Blitzableiter auf einem Bretchen 
unter einem ganz einfachen Glaskästchen für jede in die Station einmün- 
dende Leitung drei Messingständer a, b und c (Fig. 32); die Leitung Z wird 
nach dem mittleren Ständer b geführt, welcher mit dem hinteren Ständer a 
durch einen sehr dünnen, gewundenen Messingdrath und von da durch 
den dickeren Kupferdrath 4 mit den Telegraphenapparaten verbunden ist, 
während von dem vorderen Ständer c ein dicker Drath E nach der Erde 
führt; in die beiden Ständer b und c sind stellbar zwei einander zugewandte 
metallene Kegel eingelegt, deren vorderste Spitzen von Platin sind. Je 
näher die Spitzen einander gestellt werden, desto leichter kann die Luft- 
elektricität vom Ständer b auf den Ständer c übergehen und durch den 
Drath E zur Erde abfliessen, während die galvanischen Telegraphenstréme 
ihren Weg durch den feinen und schlechter leitenden Messingdrath nach 
den Apparaten nehmen müssen; will ein stärkerer Strom der Luftelektrici- 

tät nach den Apparaten gehen, so wird sich der dünne Drath bis zum 
Schmelzen erhitzen. Oft habe ich es erlebt, dass bei diesen wirksamen 

Blitzableitern die Platinspitzen durch einen Blitzschlag bis zur Grösse 

einer grossen Stecknadelkuppe zusammengeschmolzen wufden, ohne dass 

die Apparate verletzt wurden; eine gute Erdleitung von entsprechendem 

Querschnitte ist natürlich auch hier unerlässlich. Diese Blitzableiter waren 

eine Zeitlang auch in Preussen gebräuchlich, es wurden aber dort später 

anstatt der Spitzen kreisförmige Schneiden (vergl. Zeitschrift des 

deutsch - österreich. Telegraphenvereins, 1854, S. 40) eingesetzt, welche 


Von Dr. Ep. ZETZSCHE. | 403 


PPS PASSE PPP LP 


nicht so oft zu erneuern sind als die dafür billigeren Spitzen. Auch in 
Schweden bedient man sich der Spitzenableiter. 

3. In Amerika sind zwar die von Charles T. Smith angegebenen 
kupfernen Blitzplatten mit zwei zwischen gelegten Papierstreifen im allge- 
meinsten Gebrauche, doch wurden auch Bürstenblitzableiter ange- 
wendet, bei denen einer mit der Erdleitung verbundenen Kupferplatte eine 
Drathbürste gegenüberstand, welche aus dünnen, aus einem 4 Zoll langen 
und 2 Zoll breiten Lederstreifen hervorstehenden und durch eine zweite 
Kupferplatte mit der Luftleitung in Verbindung stehenden Dräthen bestand. 

Als Stoff, in welchem der Funke überspringt, wurde ge- 
wählt: | 

1. Der luftleere oder doch luftverdünnte Raum nach einem 
Vorschlage von Barthelemy Bianchi; der Leitungsdrath ist mit einer Metall- 
kugel verbunden, welche in einer grösseren, aus zwei Halbkugeln be- 
stehenden gläsernen Hohlkugel eingeschlossen ist; die Halbkugeln sind 
durch einen mit der Erde verbundenen kupfernen Ring verbunden, aus 
welchem Spitzen nach der Metallkugel herausragen; aus der gläsernen 
Hohlkugel wird die Luft ausgepumpt. Ferner hat Siemens in Berlin auch 
Blitzplatten construirt, bei denen der Funke im luftverdünnten Raume 
überspringt. 

2. Die atmosphärische Luft bei den meisten der bereits erwähn- 
ten Blitzableiter; vergl. Comptes rendus XXXVIII, No. 20, S. 877. 

3. Papierstreifen bei den Blitzableitern von Highton, Wenkebach 
und den amerikanischen Blitzplatten. 

4. Seidenzeug bei dem Blitzableiter von Steinheil, von Highton 
in der früher beschriebenen Weise, oder auch so, dass der mit Seide um- 
wickelte Leitungsdrath durch einen mit der Erde verbundenen, mit Feil- 
spänen gefüllten bohlen Cylinder geführt wurde (nach einem Patente vom 
7. Februar 1850; vergl. Repertory of Patent Inventions, 1850, S. 143); ferner 
bei dem noch näher zu beschreibenden Stangenableiter von Matzenauer. 

5. Kohle, von C. Turner in Cheraw auf den Linien in Louth - Caro- 
lina angewendet; die Kohle befindet sich in kleinen, mit der Erde leitend 
verbundenen Metallcylindern und in der Achse des Cylinders ist der Lei- 
tungsdrath durch die Kohle hindurchgeführt. 

6. Alkohol. Pouget-Maisonneuve schlug einen Alkohol von 40 Vo- 
lumenprocent vor (vergl. Zeitschrift des deutsch - österreichischen Telegra- 
phenvereins, 1856, S. 232, aus Becquerel, traité d'électricilé etc.). Masson 
wählte 90procentigen Alkohol, in welchen die Spitzen zweier Scheiben 
eintauchen, von denen eine mit der Erde, die andere mit der Leitung ver- 
bunden ist; zwar isolirt der Alkohol für galvanische Ströme und wird von 
der Luftelektricität durchsprungen, doch dürfte er zu stark verdunsten und 

zu gefährlich sein, weil er durch den Blitz leicht entzündet werden kann. 

Der Ort, an welchem der Blitzableiter aufgestellt wird, ist: 


28 * 


404 Beiträge zur Geschichte der Fortschritte in der elektr. Telegraphie. 


ANP. 


1. gewöhnlich das Apparatzimmer der Telegraphenstation, weil 
vorzugsweise die in diesem befindlichen Beamten und Apparate geschützt 
werden sollen; so waren fast alle bisher genannten Blitzableiter dazu be- 
stimmt, in der Station selbst aufgestellt zu werden. | 

2. Wo man jedoch auch den Leitungsdrath und die ihn tragenden 
Säulen gegen die Zerstörung oder Beschädigung durch die atmosphärische 
Elektricität schützen wıll und wo man verhüten will, dass Blitzströme auf 
lange Strecken in der Leitung fortlaufen, muss man Blitzableiter auf den 
Tragsäulen selbst anbringen. Im Jahre 1854 waren die auf der preussi- 
schen Ostbahn zum Schutz der in den Wärterhäusern aufgestellten telegra- 
phischen Glockenwerke angewandten Blitzableiter auf den Säulen be- 
festigt; diese Blitzableiter bestanden aus Messingplatten, welche am Um- 
fange mit Platinschneiden versehen waren, haben sich aber als unzurei- 
chend erwiesen. Der k. k. österreichische Telegrapheninspector Matzenauer 
schlug 1848 vor, über die Leitungen vor dem Eintritt in die Station, also 
auf den Tragstangen, querüber im Zickzack einen mit der Erde verbunde- 
nen Drath zu legen und ihn auf den Leitungsdräthen durch seidene Schlei- 
fen so zu befestigen, dass er durclı die Seide zugleich gegen die Leitungs- 
drithe zwar isolirt wäre, die Luftelektricität aber doch durch die Seide 
hindurch schlagen und zur Erde gelangen könnte. 1849 wurden auf der 
Linie Wien-Lundenburg zuerst Blitzableiter angewendet, welche jetzt auf 
sehr vielen Linien in Gebrauch sind und gute Dienste leisten: Ein Drath- 
seil oder Blechstreifen läuft an der Säule herab bis zur Erde, oben aber 
endet er gabelförmig in zwei eiserne Spitzen, und diesen stehen zwei an- 
dere Spitzen. einer mit der Leitung verbundenen eisernen Gabel gegenüber; 
die Luftelektricität springt leicht an den Spitzen über und fliesst zur Erde 
ab, die galvanische dagegen vermag es nicht. 1850 machte Matzenauer 
wieder einen anderen Vorschlag, nämlich die Leitung auf eine gusseiserne 
Glocke an der Säule aufzulegen, einen in die Glocke eingesteckten eiser- 
nen Kern aber leitend mit der Erde zu verbinden, gegen die Glocke aber 
ihn durch zwei auf ihn gesteckte Elfenbeinscheibchen, auf welchen die 
Glocke ruhen sollte, zu isoliren. — Wenn man nun Blitzableiter auf den 
Tragstangen anbringt, so ist es doch keineswegs nöthig, alle Stangen da- 
mit zu versehen, sondern man wird zwischen je zwei Stangen mit Blitz- 
ableitern stets eine Anzahl ohne Blitzableiter stehen lassen, wie viel? das 
lässt sich nicht allgemein bestimmen, sondern hängt von der meteorologi- 
schen Beschaffenheit des Ortes und der Güte der Blitzableiter ab. 

Zum Schluss noch die Beschreibung des ganz eigenthümlichen Blits- 
ableiters, welchen sich George Edward Dering am 27. Juni 1851 in England 
patentiren liess. Zwei mit gleichnamiger Elektricitit geladene Körper 
stossen sich bekanntlich ab, während zwei mit entgegengesetzter Elektrici- 
tät geladene Körper sich anziehen. Dering lässt nun von einem mit der 
Luftleitung leitend verbundenen Metallstücke an Dräthen möglichst leicht 
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beweglich zwei Metallkugeln herabhängen und stellt zur Seite sehr nahe 
neben die Kugeln zwei mit der Erde verbundene Metallplatten, an welche 
die Kugeln anschlagen, sobald sie pendelud auseinander gehen. Das Ganze 
ist zum Schutz gegen Beschädigung von aussen mit einem Glascylinder 
umschlossen. Während galvanische Ströme in der Leitung circuliren, blei- 
ben die Kugeln aneinander liegen und die Ströme können nur nach den 
Apparaten gelangen; erhalten die Kugeln dagegen eine starke Ladung 
Luftelektricität, so stossen sie sich ab, werden zugleich von entgegenge- 
setzt elektrisch gewordenen seitlichen Platten angezogen, legen sich an 
diese Platten an und eröffnen so der Luftelektricität einen kurzen Weg 
nach der Erde; nach dem Abfliessen der Luftelektricität aber fallen die 
Kugeln wieder zusammen und dann ist die Leitung wieder gegen die Erde 
isol irt. 
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XXXIV. Ueber einige bestimmte Integrale. — Setzt man 


Ga 
e ** 


E Sch 


e-:(u+o) 
P? leen 


und hieraus wird durch Einführung zweier neuen Variabelen r und o, 
welche mit den vorigen durch die Gleichungen „ ro, ver (1— o) 
verbunden sind, 


P= 


80 ist 


— : D do ons she 
S 8 `, [1+ 1? (I- ] 


Eine ganz ähnliche gestattet das Integral 


o frz . 
Ipe dai 
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man erhält nämlich 


Pre w (o) d 
= fr. e [itr oo] (itr oi) D +r(1— oh 


Die Addition von . und @ De weiter 


1+7? o(1—o) 
[1 TR) E Ze ase” 


r (i - ) | 
RER en sl de 


oder nach Ausführung der auf © bezüglichen Integration 
> 2 
P!+ ors fer ae) dr. 
0 


Dieses Resultat lässt sich noch anders darstellen, wenn man die bekannte 
Formel 


mr ee dr 


oOo ` 
bere dE 
r "rel ri 
0 


anwendet; es wird nämlich 


P? + 0% = Sfr o. zu dr du 


und durch Integration in Beziehung auf r 
CO 


Pores fE a rale 
d 


Die Werthe der mit P und 0 bezeichneten Integrale lassen sich be- 
kanntlich durch den Integralsinus und rn ausdrücken, nämlich 
Ka 


sinzu cos v 
P= duos fa f dv, 
1+u v 


n=, fr a fits kee, 


und wenn man dä in die vorigen Gleichungen substituirt, so gelangt 
man zu der Formel 
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ao 2 bei 2 
COS V dv| + sinv de 
v v 
z z 


Q0 ao 
| 1 rè * 
= f UET) ea dr=2 n du, 
r u 
0 0 ’ 


welche das Seitenstück zu der Formel cos? z + sin? z — 1 darstellt. 
(Aus einem Briefe von Dr. Enneper.) 


XXXV. Ueber die Lambert'sche Reihe. — Wie man weiss, ist es 
noch nicht gelungen, die von Lambert aufgestellte Reihe 


z g D x 
eee.” teat er er 
= 4 ＋ 2 +2? ＋ 34 T2 Lan +... 
zu summiren und mittelst der Differentialquotienten von 8 die Anzahl der 
Theiler einer gegebenen Zahl analytisch zu bestimmen; man kennt nur die 
von Clausen herrührende Transformation (Crelle’s Journal, Bd. III, 
Seite 95) ; 


welche zwar bei kleinen æ sehr vortheilhaft ist, aber bei solchen x, die 
wenig von der Einheit differiren, keinen Nutzen gewährt. Unter diesen 
Umständen wird es vielleicht von Interesse sein, wenn ich zeige, dass sich 
die Lambert’sche Reihe durch ein bestimmtes Integral summiren und in die 
folgende Reihe umsetzen lässt 


0,5772157 — 11 (2) 
S = —[/+ } 


G) 
-w O- -al N- 0 


wonach gerade in dem vorhin erwähnten ungünstigen Falle die numerische 
Berechnung von S sehr rasch geschehen kann. 

Bezeichnet man die Bernoulli'schen Zahlen }, dn, xu etc. der Reihe 
nach mit B,, B,, B, etc. und macht bei positiven œ Gebrauch von der 
Reihenentwickelung 


1 


Sek Tela ＋ e- .. . , 


so gelangt man leicht zu folgenden drei Integralformeln 
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PPP PS PPP BAP E PP PPP PP PPP PPP PP PPP LPP PPP LPP LL LL — — 


OOP PPS PPE PAD PD PP LPP OLD LDL 


ep 
1 TESS do Pa 
enoi Ak" 
0 x 
ep 
sin a 1 N 
2) Jae 1% ithe a) 
0 
ep 


. — aod 
3) Jr Let gt et) 10}, 


deren letzte auch durch Differentiation in Beziehung auf e leicht zu veri- 
ficiren ist. Aus No. 2) ergiebt sich 


00 
1 1 sin a 
a & 172% K 1 40; 


Hierin nehmen wir der Reihe nach a=£, 25, 35. . 2m, addiren alle ent- 
stehenden Gleichungen und erhalten unter Anwendung einer bekannten 
Summenformel 


1 1 1 1 
EE EE E vet eisë 7 


1\1 
-G 20 f 
= i 
= —n + wa len 2n 5 + (1 cos 2n 5; w) cot A E% do. 
Ferner ist nach Formel 3) für a = 2n E 


en _ „let 1 — cos 25 b0 40 
-4 ft 


e22© — 1 w 


mithin durch Addition beider Gleichungen 


1 1 1 1 
Gg Tosh ky ey 


++ ht to 70004 


. JS: 
EE 


E e?n w 


= f (= - cot 2a) — cos bn be do. 
0 
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Setzt man zur Abkiirzung 


1 
4) T1111. . 12 en) = C2. 
und bestimmt den Werth des erstem Integrales mittelst der Formel 2), 80 
hat man folgende Gleichung S 
1 L 1 1 
5 — 4 gee oa CE Se ee 
„ 3$ EE? TS 
Con —lE + 1(1— -k) i 1 1 
— 8 tits DT 1 235 


, | 2 f (E lend ke) eite de. 
0 


Bei unendlich wachsenden n wird Lim C2, gleich der Constante des Inte- 
grallogarithmus, die wir C nennen wollen, daher 


1 1 1 
ý Toto at" 


= tanta f(E- o) Dres de ©. 


Der angedeutete Grenzenübergang lässt sich auf verschiedene Wei- 
sen ausführen, unter Anderem dadurch, dass man das Integral 


7) mie Le 


in eine en Reihe verwandelt. Hierzu dienen folgende Be- 
trachtungen. 
Wenn die Function F(a) nebst ihren Differentialquotienten F (x), 
F” (x)... F@*+"(x) endlich und stetig bleibt, während x bis auf x + h 
anwächst, so gilt bekanntlich die Gleichung 
* F (x) = 4F (x) —4h4F (x) 
Bk , B. k. 


era, 2 
2 Ban 3 N = A 
Pe) „„ ie u 
| + (enn BE Fer (e408), 


worin 42 = h und @ ein nicht näher bestimmter positiver echter Bruch ist; 
der letzte Summand bildet den Rest der Reihe und ist hier in der allge- 
meinen, von Malmstén angegebenen Form dargestellt (Zeitschr. f. Math. 
u. Phys. Jahrg. I, S. 205). Für & = O, Su, „& +1 wird die vorige 
Gleichung zur folgenden 
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PID PPS PDP. BPP LL PP PL BPP PP PLP PP LLP PLP PLP PPA PS TS PP LLP PP PP DLL AGP PAPAL PP PD POP PP a al 


uF O FO) — FO Arnd E 


A2 -. —0¹— [FY (u)— Fir. 


Be 


12 u? 
_ 1-10 2-10 V2) / 20 
E ro- Ten 
= u?k+3 
k dng (?k+3) 
+ (— 1) ..(2%+2 257 l (Ou), 
und daraus erhält man 1 ps Specialisirung F (u) = sin u 
1 Bi u B, u’ 
dee or Ale is gate 


2 12K 1 at! u?%+1 cos cos du 
E .. (2k) (2k42) sinu ` 

Für u = to lässt sich diese 1 zur e ee von No. 7) an- 
wenden, und man kommt dabei auf einzelne Integrale von der Form 


a 
EA — 
dE (1— cos 2n Eo) de: 


ezo — 1 


deren Werthe sich aus den Gleichungen 2) und 3) finden. Setzt man näm- 


lich zur Abkürzung 
1 


so führt die (2m — 1) malige 2 Eed der Gleichung 
aD 


faste 


zu der Formel 


o2"—1 cos zo 
e eg i do = (— 1 fes- (2) 


0 
mithin 
foo) i ) 
28 —1 (1 — cos 2n Ew =? A j 
2 eno 12 do — =. + (— HS EE (2n 5). 
0 


Nach diesen Erörterungen erhält man 


8) A. NI ren] + RE [er eng] +... 


2k— | 
d 1 4600 E + (DE degt en] + Rat 4 


und zwar ist der mit Rzx- i bezeichnete Rest 


i D 
Barzı E2k+2 21 +2 1 — cos 2n Èw 


= e — d e 
9) Run; . (ITZ) e = i singo ee 
0 
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Um diesen in Grenzen einzuschliessen, bemerken wir zunächst, dass die 
Function 
1 — cos 2n u 
RUES sin u 
folgende Eigenschaften besitzt 
g (0) = g (2) =p(2r)=p(37)...—0, 

ọ (u) = ꝙ (-u = — ọ (z + u) = — g (2r — u) = + (2 + u) 
also die nämliche Periodicität wie sinu darbietet. Man braucht deshalb 
nur innerhalb des ersten Quadranten den Verlauf von ꝙ (u) zu betrachten 
und dann ist leicht zu sehen, dass die Differenz $ sin u— u immer positiv 
bleibt ‚folglich 


sl — cos 2nu 


— <> und ꝙ (u) <7 


sin u u 

ist; daher gilt für alle positive u die Ungleichung : 
z 1 — cos 2nu 1 1 — còs 2nu 
* / ꝙ (u) dk urn 


Wendet man dies auf die Gleichung 9) an und beachtet, dass cos 8£o die 
Grenzen — 1 und #1 nicht überschreitet, so erhellt augenblicklich, dass 
Ro, einen positiven oder negativen Bruchtheil von 


CO 
7 Borys E2k-+1 2 ork+ (1 — cos2n&o) 


21.2... (27 T2) x eise) ge 


* Bars EE HI Tënt 
21.2 (24 +2) Faas deng Hi Dis (2 à | 


ausmacht. In Folge aller dieser Bemerkungen lüsst sich die Gleichung 5) 
durch die nachstehende ersetzen 
1 1 


10) stata +. "or: 
= TEEN EE etal = a 
— À 2 rent) |— T 2 i ees ae 
r ET] 
—4 eu SCH ren (eng), 


wobei e einen nicht näher bestimmten positiven oder negativen echten 
Bruch bedeutet. 

Die hier vorkommenden Differentialquotienten von f(z) können mit- 
telst einer von Malmsten (Grunert’s Archiv, Bd. VI, 8. 45) ran 
Formel entwickelt werden, welche lautet 
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a D Je ) 
= * 
Tei ta pt CHE 1) VE (ee — 1) ＋1 


ap=(p—1) p™—(p—1), (P—1)™"+(p—1); (p—2)"—(p—1)s(p —3)*+..; 
zugleich ersieht man, dass f(™) (z) bei unendlich wachsenden z gegen die 
Null convergirt. Demnach ergiebt sich aus No. 10) für n = o 

1 1 1 


* bi tai at" 
C—lk (2) $ (B.) 5° 
£ C b 
(Bar) TI = (Bangi) S2 
1.2 (27 271 212. (2k T 2) (2k $2)’ 
oder, wenn eÊ = x gesetzt wird, | 
x SE a? 
e Ie iS i- 
1 
uf 3 
z (B.) 1 (B,) ı\?° 
= Mee EH E 


© 


renal ON HEI 


” wobei die vorkommenden Constanten folgende Werthe haben 
C == 0,5772156649 . . , 


(B.) 1 
1.2.2 144 
(Z:): 1 
1...4.4 860 400 
(B) 1 
. . . 6.6 7620 480 
B) EL 
1. 2... 8.8 290 304 000 
(B.,) __ 1 
1...10.10 6322 821 120 
u. 8. W. 


Obschon die nach Potenzen von / (+) fortschreitende Reihe nur halb- 
convergent ist, so bietet sie doch ein vorziigliches Mittel zur Summirung 


der Lambert’schen Reihe, falls (+) weniger als die Einheit, mithin x 


mehr als R == 0,36788 beträgt. Für die noch nicht sehr vortheilhafte An- 


m — —— — = — 
afi 
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2 


nahme æ = 0,4 möge die vollständige Rechnung, welche mein College, 
Herr Professor Fort, auszuführen und durch die Clausen'sche Formel zu 
controliren die Güte hatte, hier Platz finden. Schreibt man statt No. 12) 
einfach 

SS TTT 
so ist für 2 — 0,4 


1+ == 00162907319 EE 
0,4 | X, = 0,0000089040 
1 = — 0,0874215717 ee 
0,4 . X, == 0,0000000019 
X,== 0, 7253502790 . X, = 0,0000000001 
= 03 0,0063721209 
Xo +à = 0, 9753502799 , 
0,0063721209 
—  0,9689841590 
Dagegen giebt die Clausen’sche Formel, welche durch 
e S = F. ＋ P. T F. ＋ T. 2 


dargestellt werden möge, 
Y, == 0, 9333333333 
Y, == 0,0353523810 
Y, = 0,0002979928 
F, = 0,0000004521 
F, == 0,0000000001 
S == 0, 9089841593. 


Ist & > 0,9, so hat man bereits auf sieben Decimalen genau 


oc —u(*) 
z 


1 
S Mi-. E 


während man in demselben Falle wenigstens 13 Glieder der Clausen'schen 
Reihe bereclinen müsste, um die nämliche Genauigkeit zu erreichen. 

Angesichts der Formel 11) liegt der Gedanke nahe, dass es klirzer 
sein würde, in der bekannten Summenformel 


Te AGD. 
7 
=g fre ge — 41/0) - 


d Le 41709 — F (o)]! T... 


in () — FAU (0) + R 


Bi E 
Ea (75 


Zait, 
SE + (— Ne 2... (2%) 


die Substitution 
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vorzunehmen. und nachher g ins Unendliche wachsen zu lassen. Man ge- 
langt allerdings zu derselben Reihe, aber man stösst auch bei der Unter- 
suchung des Restes auf eine Schwierigkeit. Man kennt nämlich nur zwei 
Hauptformen des Restes R; die erste ist allgemein und lautet 

Baggy 521.1 
1.2... Qk 2) 4 
worin M den absolut grössten Werth bezeichnet, welchen f?*+® (r) zwi- 
schen x = 0 und x = qå erreicht. Begreiflicher Weise lässt sich hiervon 
bei unendlich wachsenden 9 kein Gebrauch machen. Die andere Form 
des Restes ist 


R= (—1)*+! Q souk [Fal- 6 9 — fek—1)(0)] 


R = (—1)* e qM, 


und gilt unter der Bedingung, dass 74% (x) innerhalb des Intervalles x=0 
bis x = q% sein Vorzeichen nicht ändert. Auch diese Form des Restes 
gewährt keinen Nutzen, weil die Function ' 


(= 


2x 2x i 2x 
KOELTE TA 
der obigen Bedingung nicht genügt. Man findet nämlich 
sin (2k41) 9, , sin (2k41) 9, 
ep "wën od 


Hiel = (—1)*+12.1.2...(2%) À 


ra —=yY(2nn) + 2%, langd,— SR 


2 * 
und hieraus ist leicht zu ersehen, dass der Zeichenwechsel von 72% (r) 
ungefähr ebenso vor sich geht, wie bei sin (2k ＋ 1) 01. Nach der Malmstén- 
schen Formel hat man z. B. 

1 15 50 60 24 24 
Oat eat E= treten? 
und bei numerischer Berechnung für x == 17 == 1,9459 und fiir z =— 1570 
== 8,6498 , 

f1 (1,9459) = + 0,00400; 7“ (8,6498) = — 0,00032. 

Unter diesen Umständen musste zu einem anderen Verfahren gegriflen 
werden, und zwar dürfte sich dieses in allen den Fällen empfehlen, wo 
f(x) als Werth eines bestimmten Integrales von der Form 


f(x) =fy (o) sin xo d 


dargestellt werden kann, vorausgesetzt, dass die Gleichungen 
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E f 
FO (x) = f w™ y (w) sin (kmx + o) do, 


„ wl — à 


richtig sind und dass y (œ) zwischen œ = «a und w=f sein Vorzeichen 
nicht wechselt. ScHLOMILCH. 


XXXVI Ueber die graphische Bestimmung der Kegelschnitte nach 
Sätzen von Pascal und Brianchon. Von Dr. Wita. FIEDLER. 

Die Construction eines beliebigen sechsten Peripheriepunktes eines 
Kegelschnittes aus fünf gegebenen Punkten nach dem Satze von Pascal 
und die Construction einer beliebigen sechsten Tangente eines Kegel- 
schnittes aus fünf gegebenen Tangenten nach dem Satze von Brianchon 
sind beide so leicht ersichtlich und von dem in graphischen Operationen 
Geübten so leicht bequem zu gestalten, dass an diesem Orte nicht wohl 
von ihnen selbst die Rede sein kann; denn es ist doch wohl eine Ausnahme 
von der Regel, wenn in einem ganz kürzlich erschienenen, für eine höhere 
Unterrichtsanstalt bestimmten Lehrbuche der analytischen Geometrie die 
Meinung ausgesprochen wird, diese Bestimmung sei analytisch wie con- 
structiv schwierig und complicirt. Es wäre schlimm für den darstellenden 
Geometer, wenn dem so wäre! 

Aber es ist für die graphische Darstellung von besonderem Werth, zu 
den Punkten der Curve die Tangenten oder zu den Tangenten die Be- 
rübrungspunkte bestimmen zu können. Allerdings erlaubt der Satz von 
Pascal, aus fünf Peripheriepunkten die Tangente eines derselben und der 
Satz von Brianchon, aus fünf Tangenten den Berührungspunkt einer der- 
selben zu construiren, indem man die Tangente als die gerade Verbindungs- 
linie zweier zusammenfallender Punkte und den Berührungspunkt als den 
Durchschnitt zweier zusammenfallender Tangenten der Curve betrachtet. 
Aber es giebt eine bisher unbeachtete Form beider Sätze, welche gestattet, 
zu einer Gruppe von sechs Punkten eines Kegelschnittes die 
sechs Tangenten und zu einer Gruppe von sechs Tangenten 
eines solchen die sechs Berührungspunkte in einer einzigen 
Construction zu bestimmen. Dieser Form und Construction ist die 
gegenwärtige kurze Mittheilung gewidmet. 

Man darf die drei Paare gegenüber liegender Seiten des umschriebe- 
nen Secksecks als drei dem Kegelschnitt umschriebene Linien zweiter Ord- 
nung und ebenso die drei Paare gegenüber liegender Ecken des einge: 
schriebenen Sechsecks als drei dem Kegelschnitt eingeschriebene Oerter 
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. zweiter Classe betrachten; bekanntlich gelten die Sätze von Brianchon und 
Pascal auch in der so gewonnenen allgemeinen Gestalt. Diese Sätze selbst 
lassen sich alsdann aussprechen, wie folgt, und gewinnen Zusätze, deren 
Giltigkeit aus demselben Beweisverfahren erhellt und die auch, wie die 
voranstehende Abhandlung zeigt, für Oberflächen zweiten Grades ihre 
Richtigkeit behalten. 

1. Der Satz von Brianchon. Wenn drei Paare vongeradenLi- 
nien einem und demselben Kegelschnitt umschrieben sind, 
so schneiden sich die Diagonalen der aus je zweien dieser 
Paare entstehenden Vierseite vier Mal zu dreien in einem 
Punkte und die Berührungssehnen der drei umschriebenen 
Linienpaare durchschneiden sich in den Durchschnittspunk- 
ten der Diagonalen und der Gegenseitenpaare des so ent- 
standenen Vierecks. 

In Fig. 33 Tafel V erscheint der Satz in seiner Bedeutung und An- 
wendung. ABCDEF ist das umschriebene Sechseck, die Verbindungs- 
linien seiner Gegenecken schneiden sich in einem und demselben Punkte P. 
Die drei aus den Paaren seiner Gegenseiten entstehenden Vierecke sind 
respective Aa Dd, Bb Ee, Ce Ff. In P,Q, R, S hat man die vier Punkte, 
in denen sich die Diagonalen dieser Vierecke zu je drei begegnen. End- 
lich sind L, M, N die Durchschnittspunkte der Gegenseiten und Diagonalen 
des Vierecks PORS und die Durchschnittspunkte der geraden Linien ZM, 
MN, NL mit den entsprechenden Seiten des Sechsecks, nämlich J, T, m, m, 
n,n, die Berührungspunkte dieser letzteren mit dem Kegelschnitt. Ist 
also ein Kegelschnitt durch seine Tangenten bestimmt, so kann man durch 
eine und dieselbe in dem ausgesprochenen Satze enthaltene Construction 
für jede Gruppe von seclıs derselben die Berührungspunkte finden. 
| 2. Der Satz von Pascal. Wenn drei Paare von Punkteneinem 
und demselben Kegelschnitt eingeschrieben sind, so liegen 
die Durchschnittspunkte der Gegenseiten der aus je zweien 
dieser Punktenpaare entstehenden Vierecke vier Mal su je 
dreien in einer geraden Linie und die Tangentenpaare, wel- 
che den drei eingeschriebenen Punktenpaaren entsprechen, 
durchschneiden sich in den Durchschnittspunkten der Ge- 
genseitenpaare und Diagonalen des so entstandenen Vier- 
seits. | 

Diesem Satze entspricht Fig. 34 Tafel V. In derselben bezeichnen 
alle Buchstaben gerade Linien, wie in der vorigen Punkte; es sind 4, 2, 
C, D, E, F die Seiten des dem Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks, 
die Durchschnittspunkte seiner Gegenseiten liegen in derselben geraden 
Linie P. “Die drei aus den Paaren seiner Gegenseiten entstehenden Vier 
‚seiten sind da Dd, Bb Ee, Cc Ff; in P, Q, R, S hat man die vier geraden 
Linien, in denen die Gegenseiten dieser Vierseite sich schneiden. Endlich 
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sind Z, M, N die Diagonalen des von ihnen gebildeten Vierseits und daher 
I,T, m, m’, n,n’, die geraden Verbindungslinien der Ecken des Dreiseits 
LM N mit den eingeschriebenen Punktenpaaren die Tangenten des Kegel- 
schnitts in diesen letzteren. Auf diese Weise bestimmen sich zu jeder 
Gruppe von sechs Peripheriepunkten eines Kegelschnitts die entsprechen- 
den Tangenten desselben durch eine einzige Construction. 

Von Mr. Burnside in Dublin ist kürzlich folgender Satz gefunden 
and von Rev. G. Salmon mir mitgetheilt worden: Der Durchmesser 
des Kreises, welcher dem aus zwei Tangenten einer Ellipse 
und ihrer Berührungssehne gebildeten Dreieck umschrieben 
ist, ist die vierte Proportionale zu den den beiden Tangenten 
parallelen Halbdurchmessern und zu dem.senkrechten Ab- 
stand der Berührungssehne vom Centrum. 

Man kann zu dem Beweis dieses Satzes auf mehrere einfache, mehr 
oder minder directe Arten gelangen. Er wird im Folgenden an den für 
alle Curven ebenso, wie für Kegelschnitte giltigen Satz geknüpft: Wenn 
in die Gleichung eines Kegelschnitts die Coordinaten eines Punktes sub- 
stitairt werden, so ist das Resultat der Substitution dem Rechteck propor- 
tional, welches die Segmente einer durch den Punkt in gegebener Rich- 
tung gezogenen Sehne bestimmen. (Siehe „Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte“, Art. 286.) 

Bezeichne man durch b’, b” jene den gegebenen Tangenten parallelen 
Halbdurchmesser, durch p den senkrechten Abstand der Berührungssehne 
vom Centrum des Kegelschnittes und durch d den fraglichen Kreisdurch- 
messer, so wird behauptet, dass 

d:b =b':p 
ist. e 

Durch S werde das Resultat der Substitution der Coordinaten des 
Durchschnittspunktes der Tangenten in die Gleichung des Kegelschnitts 
bezeichnet, das Resultat der Substitution der Mittelpunktscoordinaten in 
dieselbe Gleichung sei == 1, wie es bei der auf die Achsen bezogenen Glei- 
chung der Fall ist; sind dann f,f’ die Längen der Tangenten von ihrem 
Durchschnittspunkt bis zum Berührungspunkt, so hat man 

61: 51 8:1 
C: h 8:1, 
somit C. h. 6“ . S. 

Aber auch die vom Durchschnittspunkt der Tangenten auf die Berüh- 
rungssehne gefüllte Senkrechte steht zu dem senkrechten Abstande p der 
Berührungssehne vom Centrum in dem Verhältniss 


==S71 
und man findet daher den Durchmesser jenes Kreises 
tt bb 
d == -— = ; 
pS V 
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Für den Kreis hat man stets 
d= a ‘ 
Bezeichnet man die senkrechten Abstinde der beiden Tangenten vom 
Centrum durch p’, p”, so findet man 
a? b? 


eege wer 


PP D 


XXXVII. Ueber die gleichseitig-hyperbolischen Schnitte der Flè- 
chen zweiten Grades. 

Bei den elliptischen Schnitten der Flächen zweiten Grades pflegt man 
den speciellen Fall der Kreisschnitte genauer zu betrachten; dem analog 
sollte man auch die gleichseitig-hyperbolischen Schnitte nicht mit völligem 
Stillschweigen übergehen, wie es in allen bekannteren Lehrbüchern ge- 
schiebt. Dass eine solche Untersuchung manches Bemerkenswerthe dar- 
bietet, mag das Folgende zeigen. ; 

I. Das einfache Hyperboloid, der elliptische Kegel und das 8 
Hyperboloid können durch die gemeinschaftliche Gleichung 

* z! 

9 = 
ausgedrückt werden, wobei den genannten drei Fällen die Werthe ¿= + 1, 
e O, e == — l entsprechen; setzt man zur Abkürzung 

ch g” 


aT” 77 
so wird bequemer s 

2) - ma + ny — 2z = ect, 

Diese Fläche werde von einer Ebene geschnitten, deren Horizontal- 
spur durch einen beliebigen Punkt gh der zy-Ebene geben und mit der 
x-Achse den Winkel y einschliessen möge. Den Punkt gh nehmen wir 
zum Anfangspunkte, die genannte Horizontalspur zur Abscissenachse eines 
neuen, in der Schnittebene liegenden rechtwinkligen Coordinatensystems 
z y, und bezeichnen mit 8 den Neigungswinkel der Ebene æ y gegen die 
Ebene zy. Aus der Gleichung 2) erhalten wir sofort die Gleichung des 
Schnittes durch Substitution der folgenden Werthe (s. d. Verf. Anal. Geom. 
des Raumes, S. 100, No. 8) 

x£ = T cosy — y sin y cos 8 +g, 
3) y =T sin y + y cosy cos 8 +h, 
z == y' sin®;, 
die entstehende Gleichung ist von der Form 

4) Ax? + BY T 2Cr'y +2Dx +2Ey +F=0, 

und zwar haben 4, B,C etc. die Werthe 
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N cos y + nsin? y, 
= (m sint y + n cos’ y) cos 9 — sin! g, 
u. 8. w. 
Damit die Gleichung 4) eine gleichseitige Hyperbel bedeute, muss 
A+ B O sein; dies giebt zu Folge der Werthe von A und B 
mn 
e (1 — m) cos! + (1—n) sin! y? 
oder, wenn zur Abkürzung 
1—m (4 — 00 57 
nn (a + 50 ce’ 
__1—n (5.— e)a 
oa m+n (a+b%)c 


gesetzt wird, 
1 


5) UN p costy + q sin? y 
Um dies noch, anders auszudrücken , bezeichnen wir die Gleichung der 
Schnittebene mit | 


6) Act uy tz=e, 
wonach 
2 2 4 Wi * 
enn, Meer 


ist; durch Substitution dieser Werthe erhalten wir aus No. 5) 

8) p =! 
als Bedingung dafür, dass die Ebene 6) mit der Fläche 2) einen gleich- 
seitig - hyperbolischen Schnitt bildet. In der Gleichung 8) fehlt oe, mithin 
wird der Charakter des Schnittes durch parallele Verschiebung der schnei- 
denden Ebene nicht geändert; eben deshalb kann man sich auf die Be- 
trachtung solcher Schnitte beschränken, welche durch den Coordinaten-. 
anfang gehen. 

Die verschiedenen möglichen Lagen der Ebene 

9) hot py T2 = 
werden anschaulich, wenn man 1 als veränderlichen Parameter ansieht, 
die zugehörigen nach No. 8) bestimmt und die Einhüllende aller der 
Ebenen aufsucht, welche durch die stetigen Aenderungen von À und y ent- 
stehen. Man erhält da als zn von No. 9) und 8) 


= — 0, 
+ 45 0, puck + qh 


und durch Elimination von = 
10) 21% — pax =0; 


eliminirt man noch À und p aus 9), 10) und 8), so gelangt man zu der Glei- 
chung 


pat + gy = pg! 
29 * 
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oder 


11) 


a? 


at (U® ci) Fute cr (a LI ` 
Im Allgemeinen entspricht dieser Gleichung cine Kegelfläche, deren 
Lage von der Rangordnung der Grössen a, b, c abhängt. Ist nämlich e die 
kleinste Halbachse, so fällt die Kegelachse mit der z- Achse zusammen, 
und die Formel 5) oder 
(at + b*) c* 
u b? (a — c?) cos? y + a? (b? — ci) sinty 
liefert für alle y reelle 8, d. h. die Schnittebenen umhüllen den Kegel 
vollständig. Wenn zweitens c zwischen a und b liegt und zwar so, dass 
a>c>b ist, so fällt die Kegelachse in die y- Achse, und der Winkel 8 
bleibt nur so lange reell, als 
ER PR ( — cl 
aa (ei — — b?) 
genommen wird; die Umhüllung ist dann eine theilweise. Für b> c>a 
fällt die Kegelachse in die x- Achse, zur Realität von @ gehört die Be- 
dingung 
Ut (t —a") 
at (Oct) 
so dass auch hier nur eine theilweise Umhüllung stattfindet. Ist endlich c 
die grösste Halbachse, so werden gleichseitig- hyperbolische Schnitte un- 
möglich. 
II. Achnlich gestaltet sich die Sache für das hyperbolische Parabo- 
loid, dessen Gleichung 


tang? y > —— 


: 2 2 
12) - T-2 


sein möge. Durch Substitution der unter No. 3) angegebenen Werthe er- 
hält man eine Gleichung von derselben Form, wie No. 4), und zwar ist 
darin 

av . , | B= (OS ) costo: 


a 

die Bedingung 4 + B o führt hier zu 
cost H = a lang v. v 
a—btangy 


Bezeichnet e den Winkel, welchen die geradlinige Horizontalspur des 
Paraboloides mit der x- Achse einschliesst, so ist bekanntlich 


; b 
lang a = —, 
a 


mithin lässt sich die vorige Gleichung ersetzen durch 


tang? a — tang? y 


3 — == lang (a + y) tang (a — y). 


13) cos? 8 = — — 
) S 1 — lang? e lang? y 
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Die Gleichung der Schnittebene sei dieselbe, wie in No. 6); man 


hat dann 
1 2 
cos? ÿ = ++? lang? y ee 


de dl vi 
substituirt man diese Werthe in No. 13) und benutzt die Abkürzungen 
| 1 -a 
A 1— tanta — a—b' 
lang? a b 
q= — 


1 — tung m 4 —- 6 
so erhält man die Bedingungsgleichung 

14) qu —pÄ =1. 

Das Fehlen von o beweist wieder, dass die Schnittebene parallel zu 
sich selbst verschoben werden darf; wir lassen sie desbalb durch den Co- 
ordinatenanfang gehen. Die Einhüllende aller der Schnittebenen, welche 
den stetigen Aenderungen von A und u entsprechen, bestimmt sich ganz 
wie früher, und zwar findet man als Gleichung der umhüllten Fläche 

py 9. = pq? 
oder 


15) Tauk = 0. ' 


Diese Gleichung charakterisirt wiederum einen elliptischen Kegel, 
dessen Lage von der Rangordnung der Parameter a und b abhängt; die 
Kegelachse fällt nämlich mit der y- Achse oder mit der x- Achse zusam- 
men, je nachdem a>b oder a <b ist. Ferner zeigt die Formel 13), dass 
a+ y-und ‘a—wy immer in demselben Quadranten enthalten sein müssen, 
dass also die Umhüllung nur eine theilweise ist. 

III. Die Zusammenfassung dieser Ergebnisse führt zu folgenden 
Satze: Alle Ebenen, welche durch einen festen Punkt gehen 
und eine Fläche zweiten Grades in gleichseitigen Hyperbeln 
schneiden, berühren zugleich einen elliptischen Kegel, des- 
sen Scheitel jener feste Punkt ist und dessen Achse parallel 
zur kleinsten Halbachse oder zum kleineren Parameter der 
Fläche liegt. 

In dieser Fassung kann der Satz auch leicht direct bewiesen werden, 
wenn man ihm bei elementaren Vorträgen über die Flächen zweiten Gra: 
des einen Platz gewähren will. SCHLÖMILCH. 


— 


XXXVIII. Einfache Näherungsformel zur Berechnung der einem 
gegebenen Manometerstande entsprechenden Windmenge eines Gebläses. 
Vom Bergrath Prof. Dr. JuLıus WEISBACH. 

Die neue Formel zur Berechnung der Ausflussmenge der Luft unter 
einer gegebenen Pressung, welche ich im ersten Bande meiner Ingenicur- 
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und Maschinenmechanik §. 431 (dritte Auflage) entwickelt und bei der Be- 
rechnung meiner Versuche iiber die Ausstrémungsgeschwindigkeit der com- 
primirten Luft (s. den Civilingenieur, Bd. 5) zum Grunde gelegt habe, und 
nach welcher auch die Windtabellen von Herrn Neuschild (s. Berg- und 
hüttenmännische Zeitung, 1859, No. 4) und die von Herrn v. Hauer 
(s. Rittinger’s Erfahrungen im berg- und hüttenmännischen Maschinen-, 
Bau- und Aufbereitungwesen, 1858) berechnet worden sind, lässt sich durch 
eine ganz einfache Näherungsformel ersetzen, welche bei den mässigen 
Windpressungen der gewöhnlichen Gebläse vollkommen genügende Ge- 
nauigkeit gewährt. Im neuesten Hefte des dritten Bandes meiner Inge- 
nieur- und Maschinenmechanik ($. 425) habe ich nachgewiesen, dass sich 
die auf den äusseren Luftdruck reducirte Wind- oder Ausflussmenge an- 


h — 
uähernd 0 = (1 — 0,028 5 u FVꝛgel 


setzen lässt, wenn man 
unter b den Barometerstand der äusseren Luft, 

„ h den Manometerstand, 

„ & das Verhältniss der Dichtigkeit der Manometerflüssigkeit zu der 

der ungepressten äusseren Luft, 

„ 9 das Beschleunigungsmaass der Schwere, 

„ F den Inhalt der Düsen- oder Ausflussmiindung, und 

„ u den Ausflusscoefficienten, oder das Verhältniss der effectiven 
Ausflussmenge zum theoretischen Windquantum versteht. Nun ist aber 
sogar bei den Gebläsen für Eisenhohöfen mit Coaksfeuerung meistens À 
noch nicht #5, folglich lässt sich, ohne einen Fehler von noch nicht 1 Pro- 
cent befürchten zu müssen, also für die Anwendung in der Praxis völlig 
ausreichend, l 

O=uFy2geh | 
setzen. 

Dieser Ausdruck stimmt zwar der Form nach ganz mit der alten For- 
mel iiberein, welche schon Schmidt den Berechnungen seiner Versuche 
zum Grunde gelegt hat, und welche auch Gerstner, D’Aubuisson und 
andere ältere Schriftsteller, sowie auch später Poncelet als richtig oder 
genügend angenommen haben (s. die allgemeine Maschinenencyclopidie, 
Bd. 1, Artikel „Ausfluss“, und Poncelet’s Nole sur les expériences de M. Pec- 
queur etc.), weicht aber in der Bedeutung insofern von jener ab, als der- 
selbe hier in O die unter dem äusseren, in der alten Bedeutung aber das 
unter dem inneren Luftdruck gemessene Wind- oder Ausströmungs- 
quantum angiebt, und daher auch unter s das Verhältniss der Dichtigkeit 
der Manometerflüssigkeit zu der gepressten inneren Luft bedeutet. 

Ein Cubikmeter atmosphärische Luft wiegt bei Null Grad Wärme und 
unter dem Drucke einer Atmosphäre: 1,3 Kilogramm; bei einer Tempera- 
tur von Grad C. aber nur 
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1318 
Ir 17 0,00367 1 
und bei einer Pressung von b Meter Quecksilbersäule: 
13 b 115 
1405 0,76 1 ＋ 0,00367 z` 

Die Dichtigkeit des Quecksilbers ist 13,6 Mal so gross, als die des 
Wassers, und da nun 1 Cubikmeter Wasser 1000 Kilogramm wiegt, so folgt 
in der ersten Bedeutung 


Kilogramm, 


1.71 b _ 1950 (1 + 0,00367 7) 


= 1000 . 13,6 : 
: Nene 1 1+ôr äé b 
und dagegen in der zweiten, nach der älteren Formel 
Ke 7050 (1 + 0,00367 d 
b+h 


Es ist daher nach der neuen Bestimmung das unter dem Ueberdrucke 
h in die freie Luft strömende Windquantum: 


i h 
o es. ws (1 + 0,00367 5) > 


V,; 
= 89,2 er (1 + 0,00367 t) p?’ 


oder, wenn man 2g = 2 . 9,81 = 19,62 Meter einsetzt, 


Q = 395 p F Vo + 0,00367 5) 1 Cubikmeter, 


und dagegen nach der alten Bestimmung, das unter demselben Ueber- 
drueke ausströmende Luftquantum 


O. = 395 UF H (1 + 0,009071) ee, 


oder dasselbe vom inneren Drucke b + h auf den äusseren Druck b reducirt: 


0 = = 0. spr /, U o . à, a 


d.i. yo oder annähernd D + 75 Mal so gross, als nach der neue- 


ren Bestimmung. 
Giebt man F in Quadratfuss, so hat man nach der neuen Er 


Q = 1258 Ft + 0,00367 r) ; 
und nach der alten Annahme: 
Q, = 1258 5 + 0.003677) ” 
daher 
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b+hh 
O = 1258 u F 7 (1 + 0, 00367 r) T 


T Cubikfuss. 
Nach Einführung des mittleren Werthes u == 0,92 geht die neue For- 
mel in folgende über: 


Q = 363 F 7 (1 + 0,00367 r) ; Cubikmeter 


, 21157 F ya + 0,00367 r) 5 Cubikfuss, 


oder, wenn man eine mittlere Temperatur r = 10 Grad voraussetzt: 


0: — 369 F Vi h Cubikmeter 


= 1179 F y- Cubikfuss. 


Bei Anwendung auf die erhitzte Gebläseluft von der Temperatur r, 
hat man natürlich 


0 = 363 F ya + 0,00367 el ; Cubikmeter 


zu setzen und daher die durch die letzte Formel gefundenen Werthe noch 


durch | 
1 + 0,00367 r, 5 
TC = 0,98 1/1 + 0,00367 

V 1 ＋ 0,0367  ? Vi + 0,00367 +, 


zu multipliciren, z. B. für x, = 200 Grad, durch 0,98 . 1,317 = 1,29. 
Um dieses Quantum der erhitzten Luft auf die mittlere Temperatur e 
Zu reduciren, muss man den obigen Ausdruck für O überdies noch durch 
1 + 0,00367 r = 1,0367 
1 + 0,00367 r. 1 + 0,00367 r. 


also im Ganzen durch 


y 1＋ 0,0307 - 7 d 10367 1,018 
1 ＋ 0,0036757, P 1+0,00367% 7/1 + 0,00367 m,’ 
Z. B. für vs == 200 Grad, durch 

1,018 ` 1,018 


— 0,773 
71,784 5734 1,317 ' 


multipliciren. 
Driickt man den Querschnitt F der Ausflussmiindung in Quadratzol 
aus, so giebt folgende Formel 


h 
0 = 8,2 ry 


die Ausflussmenge pro Secunde in preussischen Cubikfuss, als fiir einen 
Miindungsquerschnitt von 1 Quadratzoll: 


1) Q = 8,2 y- Cubikfuss. 


1 HESE a EE Pr. 
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Hiernach ist z. B. fiir 

— 0,01 | 0,02 | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 
0 = 0,82 | 1,16 | 1,83 | 2,59 | 3,18 | 3,67 | 4,10 
h 

7030 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 | 0,55 | 0,60 


0 = 4,49 | 4,85 | 5,19 | 5,50 | 5,80 Cubikfuss. 


6,08 | 6,35 


Die ältere Annahme giebt die Ausflussmenge pro Secunde für eine 
Düsenmündung von 1 Quadratzoll Inhalt: 
b+hh 
b 5 
ferner die auf das Mariottesche Gesetz gegründete Formel für dieses Wind- 
quantum ist | 


3) 0 = 8,2 Lie nal (+?) 8 


und endlich der auf die, nach dem Poisson’schen Gesetze erfolgende 
Abkühlung der Luft beim Ausströmen Rücksicht nehmende Ausdruck hat 
die Form: 
0=82 2 (Y = a 1] Cubikfuss. 
3 b b 
Um die nach diesen vier Formeln berechneten Windmengen übersicht- 
lich mit einander zu vergleichen, kann man das Pressungsverhältniss 


b+h | | 
es setzen und x als Abscisse, sowie die Wurzelgrüsse, deren 8,2- 


2) 0 == 8,2 


faches die Windmenge giebt, als die zugehörige Ordinate einer Curve an- 
sehen, für welche man hiernach folgende vier Gleichungen erhält: 


1) y = Va — 1, 

2) y= Ha (z— 1), 

3) y = H Log nat x, i 
4) y =V Y 23 (3—1). 


Nach diesen Vier Formeln sind die Werthe in der folgenden Tabelle, 
welche eine Reihe von Abscissenwerthen innerhalb der Grenzen z = 1,00 
und 1,60 enthält, berechnet worden. 

Man ersieht aus dieser Tabelle, dass alle vier Formeln bei sehr klei- 
nen Pressungen nahe dieselbe Windmenge geben, dass aber mit den Pres- 
sungen auch die Abweichungen zwischen den nach diesen verschiedenen 
Formeln berechneten Werthen der Windmenge wachsen, dass ferner die 
alte hydraulische Formel 2) dio grössten, die logarithmische Formel 3) die 
kleinsten und die beiden neueren Formeln 1) und 4) mittlere Werthe für 


426 | Kleinere Mittheilungen. 


IE LED DD KL LE OL CD OU EL NIN e e RL PS GP GL GL P| 


Oe 


das Windquantum liefern. Auch fällt in die Augen, dass bei höheren 
Pressungen die durch die alte hydraulische Formel 2) erhaltenen Werthe 
von den übrigen am meisten abweichen, und dass dagegen die einfache 
neue Formel 1) nur wenig grössere Werthe angiebt, als die neue, auf das 
Poisson’sche Wärmegesetz gegründete Formel, z. B. bei dem Pressungs- 


+ : == 1,50 oder dem Ueberdruck = = == 0,5— § des äusse- 
ren Druckes, giebt bei einem gewissen Mündungsquerschnitt 
die alte hydraulische Formel 2) die Windmenge. . O == 0,8660, 
die logarithmische Formel 3). . . 2 . . . . Q == 0,638, 
die einfache neue Formel ij) Q = 0,7071, 
und die neue, aus der Theorie der Wärme EE 
Formel 4h) 00,6978, 


verhältniss 2 


SE == 1,05 oder dem Ueberdrucke 


wogegen bei dem Pressungsverhältnisse > 


0,05 = À; des äusseren Luftdruckes, 
- nach Formel 2) Q = 0,2291, 
” ” 3) 0 = 0,2209, 
” ” 1) Q = 0,2236, und 
„ „ 4) 0= 02231 
folgt, also die Verschiedenheit zwischen Les Formelwerthen noch eine 
sehr kleine ist. 


Tabelle zur Vergleichung der nach vier verschiedenen 
Formeln berechneten Windmengen. 


Formel- 
nummer. 


1. |y= | 0 0, 1000 | 0,1414 | 0,2236 | 0,3162 | 0,3873 | 0,4472 | 0,5000 

2. y == | 0 0, 1005 0,1428 | 0,2291 | 0,3317 | 0,4153 | 0,4899 | 0,5590 

3. |y= | 0 0,0998 | 0,1407 | 0,2209 | 0,3087 | 0,3738 | 0,4270 | 0,4724 

4. y== | 0 |0,1000 | 0,1413 | 0,2233 | 0,3154 | 0,3858 | 0,4449 | 0,4968 
Die Werthe von z drücken das Verhältniss der inneren zur äusseren 
Pressung aus, und die Werthe von y geben, mit 8,2 multiplicirt, die ent- 
sprechende Windmenge pro Secunde, bei dem Mündungsquerschnitt von 
1 Quadratzoll an. 


— — 


XXXIX. Ueber die Fortführung materieller Theilchen durch stri- 
mende Elektricität, von G. Quincke. (Pogg. Ann., Bd. 113, S. 513.) 

Reuss in Moskau hat zuerst im Jahre 1807 die Fortführung von Flüs- 
sigkeiten durch den galvanischen Strom in dem Falle nachgewiesen, vo 
derselbe durch eine Flüssigkeit ging, die an einer Stelle durch eine poröse 
Scheidewand unterbrochen war. Die Erscheinungen dieser sogenannten 
„elektrischen Endosmose“ sind später ausser von einigen französischen 
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und englischen Physikern besonders von Wiedemann studirt worden, 
welcher nach einer längeren Arbeit über den Gegenstand zu dem Schlusse 
kam, dass dem galvanischen Strome als solchem seine fortführende Wir- 
kung zukäme. Dieser Schluss ist jedoch von mehreren Seiten, von Graham, 
v. Quintus-Icilius, Breda und Logemann angegriffen worden, wobei 
sich die letzteren darauf stützen, dass es ihnen nicht gelungen ist, ohne 
Diaphragma eine Ueberführung zu erhalten. In der neuesten Zeit endlich 
hat Matteucci die Erscheinung für gar keine elektrische, sondern für 
eine secundäre Erscheinung erklärt. 

Quincke beschreibt nun in der Anfangs eitirten Abhandlung Versuche, 
die sich mit diesem Gegenstand beschäftigen, sowie eine Reihe von Ver- 
suchen, die das Studium der Ueberführung materieller, in Flüssigkeiten 
suspendirter Theilchen zum Zweck haben, welche ebenfalls Reuss im 
Jahre 1807 zuerst beobachtet hat und über welche später Faraday, Hei- 
denhain, Jürgensen Mittheilungen gemacht haben. 

Die elektrischen Ströme, die Quincke anwendete, waren bei besser 
leitenden Flüssigkeiten starke hydroelektrische Ströme, oder Inductions- 
ströme, bei welchen wegen Einschaltung einer Luftschicht nur der Oeff- 
nungsstrom circulirte oder bei den mindest leitenden Flüssigkeiten Ent- 
ladungsströme Leydner Flaschen. . 

Die Apparate, deren sich Quincke bediente, waren der Hauptsache 
nach Uförmige Röhren, in welchen an zwei von einander entfernten Stel- 
len Platindräthe eingeschmolzen waren, die bei den mit Flüssigkeiten ge- 
füllten Röhren als Elektroden dienten. Es gelang Quincke, an diesen 
Apparaten, die nur ausnahmsweise zu speciellen Zwecken mit Diaphrag- 
men versehen waren, zu zeigen, dass auch ohne Diaphragmen eine Fort- 
führung materieller Theilchen durch den Strom erfolgt. Der Sinn, in 
welchem die materiellen Theilchen fortgeführt werden, hängt nicht nur 
von der Natur der Flüssigkeit, sondern auch von der Substanz der Wand 
der Röhre ab, in welcher sich die Flüssigkeit bewegt; in gleicher Weise 
influiren diese auf die Grösse der Fortführung. Destillirtes Wasser wurde 
in Quincke’s Glasröhren im Sinne des positiveren Stromes übergeführt; 
waren die Glasröhren inwendig mit einer dünnen Schellackschicht über- 
zogen, so war die Fortführung grösser; waren sie mit einer dünnen Silber- 
schicht überkleidet, so war dieselbe kleiner. 

Bei Anwendung starker Elektricitätsquellen beträgt das Steigen der 
Flüssigkeit im Uförmigen Rohre immer nur einige Millimeter. Messende 
Beobachtungen sind bei diesen Erscheinungen immer nur schwer auszu- 
führen, weil es schwer ist, den Röhren immer die gleiche Oberflächenbe- 
schaffenheit zu geben und weil das Glas namentlich durch das destillirte 
Wasser angegriffen wurde; die Grüsse der Fortführung nimmt aber sofort 
ab, sobald die Leitungsfähigkeit des Wassers durch Aufnahme von Sal- 
zen steigt. Demohngeachtet aber sprechen sich in den Beobachtungen 
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Quincke’s, bei denen der Einfluss der Fehlerquellen auf ein Minimum re- 
ducirt ist, einige Zahlengesetze aus. So fand er z. B. bei der Anwendung 
des Entladungsstromes der Leydener Flasche die Steighöhe des destillir- 
ten Wassers der Elektricitätsmenge in der Flasche proportional, etc. etc. 

Der Sinn, in welchem in Flüssigkeiten suspendirte Theilchen vom 
Strome fortgeführt werden, ist nur bei sehr starken Strömen ein bestimm 
ter, er hängt auch mit von der Natur der Flüssigkeit und Röhrenwand ab. 
Im Wasser vertheilt werden folgende Körper im Sinne des negativen Stro- 
mes fortgeführt: Platin, Gold, Kupfer, Eisen, Graphit, Quarz, Feldspath, 
Braunstein, Asbest, Schmirgel, gebrannter Thon, Porzellanerde, Sauer- 
stoff, Wasserstoff, Schwefel, Schellack, Seide, Baumwolle, Stärke, Lyco- 
podium, Carmin, Papier, Federkiel, Elfenbein, Terpentinöl, Schwefel- 
kohlenstoff, Kohlensäure, Elayl, atmosphärische Luft; in Terpentinöl be- 
wegen sich jedoch im Sinne des positiven Stromes: Platin, Gold, Kupfer, 
Eisen, Quarz, Feldspath, Braunstein, gebrannter Thon, Alkohol, Sauer- 
stoff, Wasserstoff, Schellack, Seide, Baumwolle, Stärke, Lycopodium, 
Carmiu, Wasser, Kohlensäure, atmosphärische Luft. 

Am Schlusse seiner Abhandlung giebt Quincke eine sehr sinnige Er- 
klärung der erwähnten Erscheinnngen, auf die wir hier nicht näher ein- 
gehen. Das Hauptmoment seiner Erklärung besteht in der Berücksich- 
tigung des Einflusses, den die bei dem Contact von Röhrenwand, Flüssig- 
keit und suspendirten Körpern entwickelte Contactelektricität in Gegenwart 
des Stromes haben kann. 


XL. Ueber Spectralbeobachtungen. Von ALB. Mousson. (Pogg. Ann., 
Bd. 112, S. 428). — In der gedachten Abhandlung findet man die mathematische 
Theorie, sowie die Beschreibung eines einfachen Instrumentes, bestimmt, 
Spectralversuche anzustellen. Das Spectroskop von Mousson besteht in 
der Hauptsache aus einer geschwärzten Röhre, einer genau gearbeiteten 
verstellbaren Ritze und aus einem kleinen sorgfältig gearbeiteten Glas- 
prisma. Die Beobachtung der Spectren geschieht direct durch das Auge, 
wobei der Lichtverlust vermieden wird, den die Anwendung von Gläsern 
unvermeidlich nach sich zieht. Das eine Resultat der spectralanalytischen 
Untersuchungen von Kirchhoff und Bunsen, nämlich die Opacität der gel- 
ben Natronflamme für Licht ihrer eigenen Farbe, lässt sich auf eine sehr 
einfache Weise, olıne alle optische Instrumente, beobachten. Die Vor- 
schrift zu dem Verfahren rührt von William Crookes und wird in Pogg. 
Ann., Bd. 112, S. 344 nach Phil. Mag. Ser. IV, Vol. XXI, p. 55 mitgetheilt. 
Man benutzt die Gasflamme eines gewöhnlichen Drathgitterluftbrenners, 
welcher ganz aufgedreht und dann eine Flamme von 1’ Hölie und 3” Breite 
giebt. Davor stellt man eine angezündete Talgkerze. Beide Flammen 
werden dadurch gelb gefärbt, dass man in ihrer Nähe ein Stück Natrium 
auf feuchtem Fliesspapier verbrennen lässt. Betrachtet man nun die Flamme 
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der Talgkerze so, dass die Gasflamme den Hintergrund bildet, so sieht 
man, dass der Äusserste Saum der Talgflamme letztere wie ein schwarzer 
Rahmen einfasst. Crookes erklärt dies dadurch, dass der äussere, für ge- 
wöhnlich durchsichtige Saum der Talgflamme die Natriumverbindung im 
dampfförmigen Zustande enthält und dass dieser Theil die Strahlen der 
eigenen Farbe viel stärker absorbirt, als der mittlere Theil, der die 
Natriumverbindung im starren Zustande enthält. 


XLI. Das Cäsium. — Die Mittheilung unter der Ueberschrift: „Neues 
Metall“ (S. 344) möge durch folgenden Bericht eine nähere Erläuterung 
erhalten (chemische Analyse durch Spectralbeobachtungen von G. Kirch- . 
hoff und R. Bunsen, Pogg. Ann., Bd. 113, S. 337). Entfernt man in der 
Mutterlauge des Dürkheimer Mineralwassers nach bekannten Methoden 
Kalk, Strontian, Magnesia und Lithion durch kohlensaures Ammoniak, so 
erhält man eine Mutterlauge, welche in einen Spectralapparat (s. S. 79 d. J .) 
gebracht, ausser den bekannten Linien des Kaliums, Natriums, Lithiums 
noch zwei einander sehr nahe liegende blaue Linien zeigt, von denen die 
eine fast mit der mit Srg bezeichneten Strontianlinie zusammenfällt. Die 
Ursache dieser Erscheinung ist das Vorhandensein des bereits S. 220 d. J. 
erwähnten Metalls, dem die Entdecker den Namen Cäsium gegeben haben 
(caesius, bei den Alten vom Blau des heiteren Himmels gebraucht, auch 
von den Augen: graublau). Die Cäsiumverbindungen kommen immer nur 
in geringer Menge in der Natur vor, am reichlichsten sind sie noch im 
Dürkheimer Soolwasser enthalten, wovon jedoch 44,200 Kilogramm nur 
7,272 Gramm Chlorcäsium lieferten. 

Behandelt man sächsischen Lepidolith nach einer der bekannten Me- 
thoden, durch welche die Alkalien von den übrigen Bestandtheilen ge- 
trennt, für sich in Lösung erhalten werden, und fällt man eine solche Lö- 
sung durch Platinchlorid, so erhält man einen Niederschlag, der aus 
Doppelverbindungen von Chlorplatin und Chloralkalien besteht. Kocht 
man diesen Niederschlag wiederholt mit Wasser aus, so bleibt ein schwer 
löslicherer Theil zurück, der, spectralanalytisch geprüft, neue Linien zeigt, 
von denen sich zwei rothe auszeichnen, welche noch jenseits der Frauen- 
hofer’schen Linie 4, also im äussersten Roth des Sonnenspectrums liegen. 
Diese Erscheinung wird dadurch veranlasst, dass in dem Niederschlag die 
Chlorverbindung eines neuen Alkalimetalls enthalten ist, für welches die 
Verfasser den Namen Rubidium vorschlagen (rubidus, dunkelroth). Der 
Lepidolith von Rozena bei Hradisko in Mähren enthält nach der Angabe 
der Verfasser nur 0,24 Procent Rubidiumoxyd. 

Die Darstellung der Präparate von Ciisium und Rubidium aus dem 
Dürkheimer Soolwasser und aus dem Lepidolith ist ungemein umständlich, 
man benutzt dabei die verschiedene $öslichkeit der Doppelverbindungen 
von Chlorplatin mit Chlorkalium, Chlorrubidium und Chlorciisium, von 
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denen das erste Doppelsalz das löslichste, das zweite minder löslich und 
das dritte schwer löslich im Wasser ist, sowie auch das Verhalten des 
kohlensauren Cäsiumoxydes und des kohlensauren Rubidiumoxydes zu Al- 
kohol, worin ersteres Salz löslich, letzteres unlöslich ist. 

Geschmolzenes Chlorcäsium sowobl, als Chlorrubidium und auch Chlor- 
kalium werden durch den elektrischen Strom so zersetzt, dass am negati- 
ven Pole das Metall erscheint, aber sofort verbrennt oder sich unter Bil- 
dung eines Subchlorides in der Flüssigkeit auflöst. 

Bei Anwendung der Lösungen der Chloride können die Amalgame 
leicht erhalten werden, sobald der negative Pol mit Quecksilber umgeben 
wird. Mit Chlorkalium als Erregerflüssigkeit zusammengestellt, verhält 
sich Cüsiumamalgam positiv gegen Rubidium- und Kaliumamalgam, wel- 
ches letztere von den drei Amalgamen die elektromagnetivste ist. Die 
Aequivalente der besprochenen Metalle sind: Cs == 123,35, Rb — 85,36. 

Die schwefelsauren Salze beider Metalle liefern, mit Barytwasser er-- 
hitzt, in Lösung Cäsiumoxydhydrat und Rubidiumoxydhydrat (Cs O, HO 
und Rb O, HO), welche sich ebenso ätzend zeigen, als Kalihydrat, und 
wie dieses das Wasser beim Glühen festhalten. 

Die kohlensauren Salze beider Metalle reagiren sehr stark alkalisch 
und sind im wasserfreien Zustande ungemein zerfliesslich. In einer At- 
mosphäre von Kohlensäure gehen die einfach kohlensauren Salze leicht in 
die dem Kalisalz (KO, HO, 2C0,) analog zusammengesetzten doppelt 
kohlensauren Salze über. 

Die salpetersauren Salze krystallisiren, wie der Kalisalpeter, ohne 
Krystallwasser, sie enthalten wie dieser Decrepitationswasser, schmelzen 
leicht und geben in höherer Temperatur Sauerstoff aus. 

Die Chloride beider Metalle krystallisiren, wie Chlornatrium in 
wasserfreien Würfeln. 

Die Verbindungen von Cäsium und Rubidium verhalten sich, wie man 
sieht, ähnlich wie die Kaliumverbindungen, denen sie auch isomorph sind. 
Die Reactionen der drei Alkalien sind übrigens so ähnlich, dass sie nur 
durch Spectralbeobachtungen von einander unterschieden werden können. 


XLIL Ueber ein reproducirbares Stromwiderstandsmaass. — Das 
Weber’sche absolute Stromwiderstandsmaass eignet sich bekanntlich nicht 
zur allgemeinen Einführung, weil bei seiner Anwendung sehr vollkommene 
Instrumente, besonders geeignete Locale und grosse experimentelle Ge- 
schicklichkeit erfordert wird und weil es so klein ist, dass die Widerstände 
gewöhnlicher Art nur durch enorme Zahlen ausgedrückt werden können. 
Da nun die Copien des Jacobi’schen Widerstandsetalons keine Ueberein- 
stimmung zeigten, wahrscheinlich indem eine kleine Abweichung in der 
Zusammensetzung eine grosse Abweichung im Widerstand hervorbringt*), 


*) Siehe auch: Ueber die elektrische Leitungsfähigkeit des reinen Kupfers und 
deren Verminderung durch Metalloide un@ Metalle, von A. Matthiessen und M. 
Holzmann (Pogg. Ann., Bd. 110, S. 222.) 
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so machte Siemens (Pogg. Ann., Bd. 110, 8.1) den Vorschlag, Wider- 
standsmaasse durch Füllung im Handel vorkommender Glasröhren mit ge- 
reinigtem Quecksilber herzustellen. Man sollte sich ein Stück Röhre aus- 
suchen, bei welchem der Querschnitt regelmässig kegelförmig ist, die Di- 
mensionen der Röhre bestimmen und hieraus den Widerstand berechnen, 
wobei als Einheit des Widerstandes der Widerstand eines Quecksilber- 
prismas von 1” Länge und 10)"" Querschnitt bei 0° C. angenommen wer- 
den soflte. Der Grund zu diesem Vorschlage war, dass nach den Ver- 
suchen von Siemens und Esselbach der Widerstand des reinen Queck- 
silbers weniger, als derjenige von anderen Metallen, von der Temperatur 
abhängig ist. Denn es ist z. B. die Leitungsfähigkeit: 


: 1 ; 
des Quecksilbers IF 0,0000547 (nach Siemens), 


5,1554 
——___ (nach Arendtsen), 
1 + 0,00376 4 | 


8,3401 
1 F0,00413 1 + 0,00000807 o (Mach Arendtsen), 
7 7 


14,249 
1 + 0,00166 £ — 8, 00000203 1? 

Es lässt sich nicht verkennen, dass der Vorschlag von Siemens Man- 
ches für sich hat, z. B. dass jeder Physiker sich mit leichter Mühe sein 
Quecksilber selbst reinigen und sich aus den Glasröhren des Handels sein 
Widerstandsmaass herstellen kann. Gegen den Vorschlag von Siemens 
hat sich nun Matthiessen (Pogg. Ann., Bd. 112, S. 353) ausgesprochen, 
während Schröder van der Kolk in Maestricht, der sich ebenfalls mit 
Widerstandsbestimmungen beschäftigte, der Anwendung des Quecksilbers 
zn Widerstandsmessungen nicht abgeneigt ist (Pogg. Ann., Bd. 110, S. 452). 
Matthiessen macht gegen Siemens' Vorschlag den Einwand, dass das Queck- 
silber, in welches bei den Versuchen Kupferdräthe oder - Platten eintau- 
chen, von diesen verunreinigt werden möchte, so dass der Widerstand des 
Quecksilbers eine merkliche Aenderung erleiden könnte. Die grosse Aen- 
derung des Widerstandes anerkennend, welche bei den bekannten Metallen 
und Legirungen mit geringer Aenderung der Zusammensetzung eintritt, 
stellt sich Matthiessen die Aufgabe, eine Legirung aufzufinden: 


1) deren Leitungsfähigkeit sich mit einer geringen Aenderung des 
Mischungsverhältnisses oder mit ®iner geringen Verunreinigung nur 
wenig ändert, so dass man sie auch aus käuflichen Metallen her- 
stellen kann, ohne dass ihre Leitungsfähigkeit anders ausfällt, als 
bei der Herstellung aus reinen Metallen; 

2) deren Leitungsfähigkeit durch das Weichmachen (starkes Erhitzen 
und allmäliges Abkühlen) nicht verändert wird; 

3) deren Leitungsfähigkeit sich bei geringen Temperaturänderungen 

nur wenig ändert; 

4) die sich durch Aussetzen an die Luft nicht ändert. 

Die Legirung, die diesen Anforderungen noch am besten entspricht, 
ist, wie Matthiessen vorläufig aus den Phil. Trans. f. 1860 ersehen hat, eine 
Legirung von 2 Gewichtstheilen Gold und 1 Gewichtstheil Silber. Mat- 
tlriessen prüfte nun 8 Dräthe von der genannten Legirung, die von ver- 
schiedenen Chemikern hergestellt worden waren, und fand, dass der 
grösste Unterschied in den Leitungsfähigkeiten nur um 1,6 Procent vom 


des Bleies 
des Eisens 


des geglühten Messings (nach Arendtsen). 
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Mittelwerthe abwich. In Bezug auf die Aenderung der Leitungsfähigkeit 
mit der Temperatur fand er, dass die Leitungsfähigkeiten der meisten 
Metalle durch die Formel h = x +yt +21? ausgedrückt werde, wobei x 
die Leitungsfähigkeit bei 0° C. und y und z Constante sind, während Arndt- 
sen und Siemens ein anderes Gesetz aufstellten. Nach den Versuchen von 
Matthiessen sind die Leitungsfähigkeiten von drei seiner Dräthe von ver- 
schiedenen Ilerstellungen: 
h == 15,059 — 0,01077 ¢ + 0,00000722 1?, e 
k = 15,052 — 0,01074 ¢ + 0,00000714 1?, 
h == 15,152 — 0,01098 £ + 0,00000774 #2, 
wobei die Leitungsfähigkeit eines hart gezogenen Silberdrathes bei 0°C. 
gleich 100 gesetzt ist. Ein Urtheil über die Anwendbarkeit von Metallen 
zu Widerstandsmessungen gewinnt man noch aus einer von Matthiessen zu- 
sammengestellten Tabelle, worin die Differenzen der Leitungsfähigkeit 
zwischen 0° und 100°C. in Procenten der Leitungsfähigkeit von 0°C. an- 
gegeben sind und die hier mitgetheilt wird: 
Silber 28,5 Proc. (weich), 
Kupfer 29,0 Proc. (weich), ' 
Gold 28,0 Proc. (weich), DE 
Quecksilber 8,7 Proc. (nach Siemens), 
A Proc. (hart), 


die Gold- und Quecksilberlegirung 85 Proc. (weich) 


Matthiessen macht nun, gestützt auf seine Versuche und Betrachtun- 
gen, den Vorschlag, die Leitungsfähigkeit eines Drathes seiner Gold- und 
Silberlegirung von 1" Länge und (um Dicke bei 0°C. 100 zu setzen und 
dieses Widerstandsmaass zur Vergleichung der Widerstände von Schlies- 
sungsbögen zu benutzen; hat dann ein Physiker einmal dieses Wider- 
standsmaass mit dem Weber'schen absoluten Maasse verglichen, so kann 
man alle nach Matthiessen’s Maass gemessenen Widerstände in absolutem 
Maasse ausdrücken. Da man sich nun bei der Annahme von Matthiessen s 
Maass wahrscheinlich der weichen Legirung bedienen würde, indem die 
harte Legirung erst nach mehrmaligem Erwärmen bis 100° C. einen sich 
gleichbleibenden Widerstand zeigt, so würde die Gold - Silberlegirung 
nach obiger Tabelle in Bezug auf die Aenderung der Leitungsfähigkeit 
mit der Temperatur mit Quecksilber ganz gleichwerthig sein. Die Legi- 
rung von Matthiessen erfüllt nun die Anforderung 2 gar nicht, so dass das 
Quecksilber seines gleichmässigen Verhaltens wegen wohl den Vorzug ver- 
dient. Der Verunreinigung des Quecksilbers bei den Versuchen kann man 
durch Anwendung von Platindrath statt Kupferdrath vorbeugen. Uebri- 
gens macht Siemens in einem neueren Aufsatze (Pogg. Ann., Bd. 113, S. 91) 
aufmerksam, dass die Differenz von 1,6 Procent in den Leitungsfähigkeiten 
der Gold -Silberlegirung viel zu gross für gute Widerstandsmessapparate 
ist, deren Resultate bis auf 0,0001 übereinstimmen, während seine Wider- 
standsröhren, mit besonders sorgfältig von Dr. Quincke gereinigtem Queck- 
silber gefüllt, genau dieselbe Leitungsfihigkeit zeigten, als die mit dein 
seinigen gefüllten, welches von ihm selbst nur mit Schwefelsäure und 
etwas Salpetersäure gereinigt worden war. Dr. Kau. 
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Recensionen. 


Zenodorus, Abhandlung über die isoperimetrischen Figuren, deutsch bear- 
beitet von Dr. Nos, Beilage zu dem Freiburger Lyceumspro- 
gramme von 1860, 

Es ist nicht das erste Mal, dass der gelehrte Herr Verfasser sich in 
Gegenständen versucht, welche für die Mathematiker noch mehr Interesse 
haben als für seine philologischen Fachgenossen. Schon 1854 gab er als 
Beilage des Freiburger Lyceumsprogrammes eine Uebersetzung der Schrift 
des Aristarch von Samos über die Grössen und Entfernungen der Sonne 
und des Mondes, und kündigte in derselben eine neue kritische Ausgabe 
jener bedeutenden Abhandlung an, welche indessen unseres Wissens bisher 
nicht erschienen ist. Diesmal bereicherte er die mathematische Literatur 
durch die erste deutsche Bearbeitung einer Schrift, welche freilich nicht 
vollständig als solche erhalten ist, sondern nur in Auszügen theils bei Theon 
von Alexandrien, dem Erklärer des Ptolemäus aus dem vierten Jahrhun- 
dert, theils bei Pappus gefunden wird. Herr Nokk ging indessen von 
dem gewiss richtigen Principe aus, dass Auszüge, welche bei fast gleich- 
zeitigen Autoren, die also wohl Nichts von einander entnahmen, in fast 
gleichen Ausdrücken sich finden, dem Originale sehr nahe kommen müssen, 
und dass daher aus den gegebenen Quellen eine Restitution wohl thunlich 
sei. Das Resultat hat auch diese Voraussetzung vollständig gerechtfertigt, 
indem ein Studium der kleinen Schrift uns hinreichend überzeugt, so etwa 
müsse in der That die Abhandlung des Zenodorus gelautet haben. 

Eine durch den geistreichen Inhalt der übertragenen Abhandlung nicht 
unwichtige historische Frage ist die nach dem Zeitalter des Zenodorus, 
welche der Herr Verfasser gleichfalls einer Untersuchung unterwirft. Wir 
können ihm nur beistimmen, wenn er aus der wörtlich identischen Erwäh- 
nung des Archimedes sowie des Euklides in einigen Lehrsätzen, welche 
bei Theon und Pappus zugleich vorkommen, den Schluss zieht, dass 
diese Worte auch im Originale sich fanden, und dass somit Zenodorus 
jedenfalls später als Archimedes, also später als 250 v. Chr., gelebt hahen 
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d _vemerkt, dass Fabricius (Bibl. Gr. tom. IV, p. 84) 

- dengen hier gedacht wird, nicht Sevoderos , sondern 

9 fügt aber hinzu, dass keinenfalls von einem Zyvodmpos 

Bei den dem Sinne nach identischen Namen Znvodoros und 

: heint aber ein solches strenges Auseinanderhalten kaum thun- 

eeh dürften wir es nur mit verschiedenen Orthographien desselben 

de 3 su thun haben, ähnlich wie auch 4:08wpos und Aidòorog wechseln, 

En wie der berühmteste deutsche Mathematiker des sechzehnten Jahr- 

de derts bald Stifel,bald Stiefel, bald Stieffel geschrieben ward. Für 

Sen Vermuthung ist auch gerade das Nebeneinanderstehen beider Na- 
men bei Barocius wohl massgebend. 

Eine wichtigere Aenderung ist noch, dass Barocius offenbar tov pa- 

$nrov übersetzt, welche Lesart auch dem Gegensatze piv — dé eher ent- 

spricht. Darnach hätte Zenodorus zwar der Schule des Oenopides 

angehört (wie heute noch ein Maler z. B. Nachfolger der venetianiachen 

Schule genannt werden könnte, wenn er diese Meister vorzüglich studirt 

hätte), wäre aber zunächst ein Zögling des Andron gewesen, auf dessen 

Zeitbestimmung es somit allein ankäme. So merkwürdig es ist, dass bisher 

Niemand diesen Gesichtspunkt hervorhob, können wir doch nicht unterlas- 

sen, auf ihn aufmerksam zu machen, wenn auch nur in der Erwartung, eine 

Discussion desselben zu veranlassen. Was nun jenen Mathematiker Andron 
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lebte ein solcher, von Catanea auf Sicilien gebiirtig, zu Anfang 
Tahrhunderts und war unter Anderem auch eine Zeit lang Leh- 
‘ligen Kaisers M. Antoninus Philosophus (vergl. Zedler, Uni- 
` II, S. 208). Von einem andern Mathematiker dieses Na- 
nirgends Erwähnung finden. Wäre dieser also der bei 
o müsste in der That Zenodorus jener Zeit angehört 

Xbigen als wahrscheinlich anführten. CANTOR. 


“uclide retablis pour la première fois d'après 

de Pappus et conformément au sentiment 

ne des énoncés de ces propositions par 

lier. 1860. 

* bekannt, dass die sogenannte Frage 

lie mathematischen Historiker im 

In wohl hinzusetzen , entzweite, 

e „ersucht, eine gedrängte Darstellung 

„uergehenden Ansichten zu geben, und als 

_utspunkt hervorgehoben, welcher — allgemeiner 

- nicht bloss die euclidischen Porismen, sondern alle Sätze 

‚„ıite, welche diesen Namen verdienen. Referent verliess zu die- 

. 4wecke die geometrische Betrachtungsweise und sprach sich dahin 

aus, es sei das Wesentliche des Theorems, Eigenschaften einer gegebenen 

Function darzulegen ; das Problem hingegen leite Werthe der Function bei 

gegebenem Argumente ab; endlich das Porisma, zwischen beiden stehend, 

lehre, aus den Eigenschaften einer Function auf die Art derselben schliessen. 

In einem Vortrage über diesen Gegenstand im Heidelberger naturhistorisch- 

medizinischen Vereine vom 21. November 1856 suchten wir dieses nament- 

lich den ärztlichen Mitgliedern durch den Vergleich zu erläutern, das Theo- 

rem gebe den pathologischen Verlauf eines Krankheitsprozesses an, als 

Problem müsse die Therapie eines bestimmten Falles angesehen werden, 

ein Prisma sei die Diagnose, welche mit beiden früheren Betrachtungswei- 

sen in mancher Beziehung tibereinstimmend zwischen beiden in der Mitte 
stehe. 

Unter einigen französischen Mathematikern, Herrn Breton (deChamp) 
und Vincent dauerte inzwischen die Discussion noch fort und wurde mit 
Leidenschaftlichkeit in dem Journal de Mathématiques und in der Science ge- 
führt, während sie sich, man weiss kaum um was? drehte. Endlich ist die 
Streitfrage durch das Erscheinen des uns vorliegenden Werkes abgeschlos- 
sen, indem die nachträglichen Bemerkungen des Herrn Breton in den 
Comptes rendus wohl nur die letzten unbedeutenden Wellen darstellen, 


welche nach jedem Sturme surückbleiben. Herr Chasles hat die drei 
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müsse. Damit falle die Behauptung Heilbronner’s, welche Montucla, 
Klügel, Bossut und Andere nachschrieben, als sei Zenodorus ein w- 
mittelbarer Schüler des Oenopides gewesen, der um 550 v. Chr. lebte. 
Nur glauben wir nicht nöthig zu haben, bei diesem negativen Resultate 
stehen zu bleiben, sondern möchten den Zenodorus präciser als einen 
Zeitgenossen des Ptolemäus in den Anfang des zweiten Jahr- 
hunderts n. Chr. versetzen: (Vgl. Comptes rendus, L. I, 630, 22. Oct. 180. 

Wir stiitzen diese Vermuthung auf dieselben Worte des Proclus 
Diadochus in seinem Commentare zum ersten Buche des Euklid, welche 
auch von früheren Historikern zur Bestimmung des Zeitalters benutst wur- 
den, und welche nach dem Citate des Herrn Nokk im Originale so heissen: 
Of dt neol Revo doroy tov nçoçqnovra piv tý Olvonidov dradozy av Gef 
roy di ”"Avdowvos dsopifovrat tò FJewpnua tov npoßlnuarog x. r. A. (Procks 
Comment, in Euclid. p. 23). Der griechische Text stand uns nur in diesem 
Citate zu Gebote, die lateinische Uebersetzung des Franciscus Baroïcius 
Patavii 1560, p. 47) lässt indessen auf eine andere Lesart schliessen, welche uns 
den Vorzug zu verdienen scheint. Dort heisst es nämlich: Sectatores Zeno- 
doti, qui Oenopidis quidem doctrinae fuit familiaris, Andronis vero discipulus, 
theorema a problemate distinguebant e. c. t., während die kurze Inhaltsanzeige 
welche am Rande abgedruckt ist, angibt: Quo differat theorema a problemak 
juxia Zenodori opinionem. 

Das Erste, was in die Augen fällt, ist die dreifache Schreibart des Na- 
mens. Auch Herr Nokk bemerkt, dass Fabricius (Bil. Gr. tom. IV, p. 84) 
den Mathematiker, dessen hier gedacht wird, nicht ÆKevodesoc, sondern 
Zmvodorog nenne, fügt aber hinzu, dass keinenfalls von einem Zuvodapos 
die Rede sei. Bei den dem Sinne nach identischen Namen Znvodoros und 
Zmvodwgos scheint aber ein solches strenges Auseinanderhalten kaum thun- 
lich, vielmehr dürften wir es nur mit verschiedenen Orthographien desselben 
Namens zu thun haben, ähnlich wie auch 4iddmgog und Aiõdòorog wechseln, 
ähnlich wie der berühmteste deutsche Mathematiker des sechzehnten Jahr- 
hunderts bald Stifel,ıbald Stiefel, bald Stieffel geschrieben ward. Für 
diese Vermuthung ist auch gerade das Nebeneinanderstehen beider Na- 
men bei Barocius wohl massgebend. 

Eine wichtigere Aenderung ist noch, dass Baroeius offenbar tov pa- 
Omrov übersetzt, welche Lesart auch dem Gegensatze uv — d! eher et 
spricht. Darnach hätte Zenodorus zwar der Schule des Oenopides 
angehört (wie heute noch ein Maler z. B. Nachfolger der venetianischen 
Schule genannt werden könnte, wenn er diese Meister vorzüglich stadirt 
hätte), wäre aber zunächst ein Zögling des Andron gewesen, auf dessen 
Zeitbestimmung es somit allein ankäme. So merkwürdig es ist, dass bisher 
Niemand diesen Gesichtspunkt hervorhob, können wir doch nicht unterlas- 
sen, auf ihn aufmerksam zu machen, wenn auch nur in der Erwartung, eine 
Discussion desselben zu veranlassen. Was nun jenen Mathematiker Andron 
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betrifft, so lebte ein solcher, von Catanea auf Sıcilien gebürtig, zu Anfang 
des zweiten Jahrhunderts und war unter Anderem auch eine Zeit lang Leh- 
rer des nachmaligen Kaisers M. Antoninus Philosophus (vergl. Zedler, Uni- 
versallexikon Bd. II, S. 208). Von einem andern Mathematiker dieses Na- 
mens konnten wir nirgends Erwähnung finden. Wäre dieser also der bei 
Proclus genannte, so müsste in der That Zenodorus jener Zeit angehört 
haben, welche wir im Obigen als wahrscheinlich anführten. CANTOR. 


Les trois livres de Porismes d’Euolide retablis pour la première fois d'après 
la notice et les lemmes de Pappus et conformément au sentiment 
de R. Simson sur la forme des énoncés de ces propositions par 
M. Cuaszes. Mallet-Bachelier. 1860, 

Es ist den Lesern dieser Zeitschrift bekannt, dass die sogenannte Frage 
der Porismen eine solche war, welche die mathematischen Historiker im 
höchsten Grade beschäftigte und, kann man wohl hinzusetzen , entzweite, 
Schon Bd. II, S. 17 figg. hat Referent versucht, eine gedrängte Darstellung 
der verschiedenen, weit auseinandergehenden Ansichten zu geben, und als 
Vermittlung einen Gesichtspunkt hervorgehoben, welcher — allgemeiner 
als die früheren — nicht bloss die euclidischen Porismen, sondern alle Sätze 
umfassen sollte, welche diesen Namen verdienen. Referent verliess zu die- 
sem Zwecke die geometrische Betrachtungsweise und sprach sich dahin 
aus, es sei das Wesentliche des Theorems, Eigenschaften einer gegebenen 
Function darzulegen ; das Problem hingegen leite Werthe der Function bei 
gegebenem Argumente ab; endlich das Porisma, zwischen beiden stehend, 
lehre, aus den Eigenschaften einer Function auf die Art derselben schliessen. 
In einem Vortrage über diesen Gegenstand im Heidelberger naturhistorisch- 
medizinischen Vereine vom 21. November 1856 suchten wir dieses nament- 
lich den ärztlichen Mitgliedern durch den Vergleich zu erläutern, das Theo- 
rem gebe den pathologischen Verlauf eines Krankheitsprozesses an, als 
Problem müsse die Therapie eines bestimmten Falles angesehen werden, 
ein Prisma sei die Diagnose, welche mit beiden früheren Betrachtungswei- 
sen in mancher Beziehung tibereinstimmend zwischen beiden in der Mitte 
stehe. 

Unter einigen französischen Mathematikern, Herrn Breton (deChamp) 
und Vincent dauerte inzwischen die Discussion noch fort und wurde mit 
Leidenschaftlichkeit in dem Journal de Mathématiques und in der Science ge- 
führt, während sie sich, man weiss kaum um was? drehte. Endlich ist die 
Streitfrage durch das Erscheinen des uns vorliegenden Werkes abgeschlos- 
sen, indem die nachträglichen Bemerkungen des Herrn Breton in den 
Comptes rendus wohl nur die letzten unbedeutenden Wellen darstellen, 


welche nach jedem Sturme surtickbleiben. Herr Chasles hat die drei 
10 
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Bücher Porismen des Euclid wieder hergestellt, vie er es schon seit 1835 
versprochen hatte, und ist somit ohne allen Zweifel als erster vollständiger 
Löser der schwierigen Aufgabe anzuerkennen. 

Wir wollen einen möglich kurz gefasste Uebersicht seiner Entsiffe- 
rung geben und dazu von jener Definition der Porismen ausgehen, welche 
Pap pus als die der Neueren bezeichnet. In unserer oben erwähnten Ab- 
handlung (welche wir als dem Leser zur Vergleichung einzelner Stellen 
vorliegend voraussetzen) wurde sie folgendermassen Übersetzt: Ein Porisma 
ist das, was zur Hypothese eines Ortstheorems fehlt. Es wird somit nöthig 
sein, zunächst das Ortstheorem selbst zu erklären, worüber freilich kein 
Zweifel möglich ist. Das Ortstheorem ist nämlich ein Satz, welcher eine 
Eigenschaft ausspricht, die allen Punkten einer vollständig bestimmten ge- 
raden oder krummen Linie zukommt; wie z. B. der Sata: „Werden auf 
dem Durchmesser AB eines Kreises zwei Punkte C, D so genommen, dass 
CA ODA 
CB BD 
der Kreisperipherie von jenen Punkten beständig wie CA : D 4.“ 

Die Hypothese besteht hier erstens darin, dass beide Punkte C, D auf 
einem Kreisdurchmesser liegen, und zweitens darin, dass 63 575 Aus 
dem Ortstheoreme wird nun ein Porisma, wenn die Hypothese 
weniger genau wird, wenn z. B. die Lage des einen Punktes D nicht 
als bekannt vorausgesetzt wird. Es ist einleuchtend, dass auch die Folge- 
rung alsdann nicht unverändert bleiben kann, dass also z. B. hier die Grösse 


, 80 verhalten sich die Entfernungen irgend eines Punktes m 


des constanten Verhältnisses Ce nicht angegeben werden kann, so lange 


wir D nicht kennen, und so wird das jenem Ortstheorem entsprechende 
Porisma folgendermassen lauten: „Ist ein Punkt C und ein Kreis gegeben, 
so lässt sich immer ein zweiter Punkt D und eine Verhältnisszahl À finden, 
so dass die Entfernungen irgend eines Punktes m der Kreisperipherie von 
C und D sich wie 1 : A verhalten.“ 

Es ist dabei Etwas zu finden, was gleichzeitig als Folge 
der Hypothese angekündigt wird, nämlich hier die Lage des 
Punktes D und die Grösse der Verhältnisszahl 1. Das ist aber nach der 
Definition, welche Pappus als die ältere nennt, gerade das Wesen des 
Porismas. “Epacav mögısun guer To mgotesvouevov elg moguouov avtoù 10V 
mooretvonévou wo wir xogiouov früher allzugewissenhaft nur durch „Porismi- 
rung“ umschrieben, statt es durch „Auffindung“ zu übersetzen. 

Mit dieser Auffassung stimmen auch jene Porismen tiberein, welche 
allein in vollständigem Wortlaute bei Pap pus aufbewahrt sind, und welche 
Robert Simson zuerst der modernen Wissenschaft zugänglich machte 
und so der Vorgänger von Chasles, freilich in viel geringerem Masstab® 
wurde, als dieser Gelehrte in seiner ihn so rühmlich kennzeichnenden 
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Bescheidenheit zu verstehen gibt. Eines davon ist das folgende Porisma: 
„Schneiden die 4 Linien eines vollständigen Vierseits sich in 6 Punkten, 
von denen 3 in einer Geraden liegenden gegeben sind, und sind von den 3 
übrigen Punkten 2 der Bedingung unterworfen, je auf einer gegebenen 
Geraden zu bleiben, so wird auch der letzte Punkt eine Gerade zum geome- 
trischen Orte haben, welche aus den gegebenen Dingen näher bestimmt 
werden kann.“ | 

Man sieht augenblicklich 1) dass es sich hier um einen geometrischen 
Ort handelt; 2) dass in der Hypothese die Lage der von 2 Punkten beschrie- 
benen Geraden nicht näher ausgedrückt ist, dass also an der Hypothese 
Etwas fehlt; 3) dass demgemäss auch in der Folgerung keine vollständige 
Bestimmtheit existirt; 4) dass aber die Folgerung zu einer bestimmten er: 
gänzt werden kann, indem man die Lage der dritten Geraden von den 
gegebenen Dingen abhängig macht, sie als eine darzustellende Function 
derselben betrachtet. 

So ist es auch zu verstehen, wenn von dem Porisma behauptet wird, 
es sei eine Gattung von Sätzen, welche sich zwischen Lehrsätzen und Auf- 
gaben etwa in der Mitte halte, so dass der Ausdruck derselben in die Form 
von Lehrsätzen und von Aufgaben gebracht werden könne. Einen Lehr- 
satz haben wir allerdings vor uns, aber einen solchen, der 
in seinem Ausspruche selbst wieder eine Aufgabe ein- 
schliesst. 

Wenn darnach bisher sämmtliche bei Pappus erhaltenen Erklärungen 
und Bemerkungen gleichmässig Anwendung fanden, wenn ferner die soge- 
nannten Neueren des Pap pus nichts Weiteres hinzubrachten, sondern mit 
den euclidischen Porismen sich begnügend deren Definition nach einem 
Nebenumstande verändert haben sollen, so kann darin nur der Sinn liegen, 
dass ursprünglich das Porisma noch allgemeinere Bedeutung hatte als in 
den angeführten Beispielen, dass es nur nothwendig ist, die Art des Neben - 
umstandes zu kennen, um die Verallgemeinerung selbst, wieder herzustellen. 
Diese Schlüsse, so einfach wie die Aufstellung des Eies des Columbus, hat 
Chasles zuerst gezogen. Er hat den Nebenumstand darin erkannt, dass 
man nicht gerade ein Ortstheorem besitzen müsse, welches durch Verände- 
rung der Hypothese den neuen Satz liefert, bei welchem noch etwas gefun- 
den werden soll, sondern dass ganz allgemein 

ein Porisma jeder unvollständige Satz ist, welcher Zu- 
sammenhänge zwischen nach bestimmten Gesetzen ver- 
änderlichen Dingen so ausspricht, dass eine nähere Erör- 
terung und Auffindung sich noch daran knüpfen lässt.. 

Ein Beispiel eines solchen Porismas, welches nicht von einem Orts- _ 
theoreme ausgeht, wäre es, wenn wir sagen: „Der Winkel, unter welchem 
aus dem Mittelpunkte eines Kreises das zwischen zwei gegebenen Berüh- 
rungslinien liegende Stück einer dritten Berührungslinie gesehen wird, ist 
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constant.“ Dabei bleibt nämlich noch als Aufgabe, die Grösse dieses con- 
stanten Winkels zu bestimmen. 

Oder um ein Beispiel aus einem anderen Theile der Mathematik zu 
wählen, wenn wir sagen: „Jede reelle ganze algebraische Funktion irgend 
eines nten Grades lässt sich in einfachste reelle Faktoren niedrigeren Grades 
` zerfällen‘“‘, so ist das ein Porisma, da wir daran noch die weitere Betrach- 
tung zu knüpfen haben, von welchem Grade jene Faktoren sein werden. 

Endlich ist auch, wir müssen heute, wie bereits vor 4 Jahren, wieder- 
holen, die ärztliche Diagnose ein Porisma, indem sie den gegenwärtigen 
Zustand des Kranken erhärtend mit Berticksichtigung der von Individuum 
zu Individuum veränderlichen Natur zugleich das Problem der weiteren 
Entwickelung des Processes in sich schliesst. 

Die Frage, wie es wohl gekommen sein mag, dass statt der allgemei- 
nen Definition später die zweite speciellere substituirt wurde, lag zu nabe, 
als dass Chasles sich dieselbe nicht gestellt hätte. Und er beantwortet sie 
vollkommen genügend dahin, dass wahrscheinlich ein oder der andere Ma- 
thematiker eine Auswahl von Porismen, sei es als Lehrmaterial, sei es in 
ein Buch, vereinigt habe, dass dazu die Porismen gewählt wurden, welche 
die damalige höhere Mathematik bildeten, also für die Lehre von den geo- 
metrischen Oertern nützlich waren, und dass man in dieser Weise mit einer 
specielleren Definition auskam, welche bald die allgemeinere, eigentlich 
richtige, ganz verdrängte. 

Von Porismen aus nichtgeometrischen Kapiteln konnte ohnedies bei 
der durchweg geometrischen Behandlungsweise der griechischen Mathemstik, 
welche kaum bei der Zablentheorie sich verleugnete, wie Referent schon 
mehrfach zu zeigen Gelegenheit nahm, nur wenig die Rede sein. Die ein- 
zigen Ausnahmen gehören in der That der zuletzt erwähnten Disciplin an 
und finden sich bei Diophant. Die Betrachtung derselben lässt unmittelbar 
das erkennen, was als Kriterium eines Porismas angegeben wurde: Es 
wird Etwas beweisen, was selbst als Ausgangspunkt einer von selbst sich 
daran knüpfenden Frage dient. 

Darin liegt es auch, dass Proclus mit vollem Rechte sagen konnte: 
„Man nennt es ein Porisma, wenn Etwas zwar gesucht wird, aber um von 
der Erfindung Gebrauch zu machen und nicht von der Entstehung oder ein- 
fachen Anschauung“. 

Darin ferner liegt die Aehnlichkeit zwischen den bisher als Porismen 
bezeichneten Sätzen und den sogenannten Zusätzen, Corollarien. Auch sie 
knüpfen sich ohne Weiteres an das gerade Bewiesene an, ohne eine bloss 
verschiedene Ausspruchsweise desselben zu sein. Sie wurden desshalb auch 
unter dem gleichen Namen als Porismen bezeichnet. 

Es erübrigt nur noch Weniges um die Ansichten von Chasleg in 
Kürze mitgetheilt zu haben. Dahin gehört das Verhältniss der Porismen 
zu den Sätzen, welche als Data, besonders als die Data des Euclid be- 
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kannt sind, ein Verhältniss, welches der Verfasser schon in der Geschichte 
der Geometrie also seit 1834 angedeutet hatte, aber doch wohl in etwas zu 
abgekürzter Weise, so dass es dem Referenten bisher unverständlich blieb, 
und darum in der Abhandlung Bd. II dieser Zeitschrift auch nur mit einem 
Fragezeichen angeführt werden konnte. Dieser Zusammenhang besteht 
nun nach Chasles in einer Identität der Form, während der Inhalt 
sich nur dadurch unterscheidet, dass bei den Porismen die Bedingung 
einer veränderlichen Grösse hinzutritt, welche bei den Daten fehlt. 
So gehört z. B. zu den Letzteren der Satz: „Wenn zwei Grössen a,b in 
gegebenem Verhältniss A stehen, so steht die Summe der beiden zu jeder 
einzelnen gleichfalls im gegebenem Verhältnisse.‘ 

So weit die hauptsächlichen Ansichten, welche Chasles über Poris- 
men und Verwandtes in der Einleitung seines Werkes auseinandersetzt. 
Die Bestimmtheit der Auffassung, die Klarheit, mit welcher jede der frü- 
her so dunkeln Stellen jetzt hervortritt, würden wohl an sich genügen, sei- 
nen Definitionen zur Stütze zu dienen, so dass es ein zu diesem Zwecke 
vollständig überflüssiger Beweis ist, den er durch wirkliche Restitution der 
drei Bücher Porismen von seinem Standpunkte aus noch hinzufiigte. 

Das Verdienst dieses zweiten und eigentlichen Haupttheiles des Wer- 
kes ist ein in sich selbst hinlänglich begriindetes. Es wäre eine eben so 
schwierige als undankbare Aufgabe, auch nur den hauptsächlichen Inhalt, 
der in der Chasles’schen Restitution enthaltenen Sätze in kurzer Skizze 
wiedergeben zu wollen. Dieser Reichthum an geometrischer Eleganz will 
vollständig und wiederholt genossen sein, wenn man alles Vergnügen und 
allen Nutzen aus dem Werke schöpfen will, die es gewähren kann. Wir 
dürfen daher füglich unsere Anzeige hier abbrechen und deren Schluss 
noch in die Worte zusammenfassen, dass wir es hier mit einem Meister- 
werke zu tbun haben, würdig des Verfassers des Apercu historique, würdig 
zugleich des Verfassers der Géométrie supérieure. CANTOR. 


Dr. Fr. Bartholomaei, Zehn Vorlesungen über Philosophie der Mathe- 
matik. Jena. Verlag von Friedrich Lupen, 1860. 

Was der Verfasser unter diesem Titel dem grösseren Publikum darbie- 
tet, sind wesentlich Gelegenheitsreden, welche er in der mathematischen 
Gesellschaft in Jena beim jedesmaligen Abschlusse eines Vereinssemesters, 
oder sonst bei Festlichkeiten zu halten hatte. Es ist gewiss nur zu loben, 
dass er als Stoff dieser der Zeit nach ziemlich weit auseinanderliegenden 
Vorträge solche Gegenstände wählte, welche ebensowohl als ein Ganzes be- 
trachtet werden können, als sie jeder für sich der getrennten Behandlung 
fähig und auch für solche Zuhörer, die nicht strenge Fachmathematiker 
waren, zugänglich und sogar interessant waren. Das Gelegenheitliche lässt 
sich darum auch in der Anordnung des Stoffes kaum bemerken, welche in 
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consequenter Reihenfolge zuerst die Quellen der mathematischen Begriffe 
von Herbart’schem Standpunkte aus untersucht, und dieselben in der 
Naturbetrachtung, in der Selbstbeobachtung, in der Metaphysik, in der 
Logik findet. 

So trennen sich von selbst vier Haupttheile ab: die philosophische 
Begriindung der Mathematik aus der Naturbetrachtung, aus der Selbstbeob- 
achtung, die Mathematik des Seins und die Mathematik der Denkform. Nur 
der erste Theil wird weitläufiger behandelt, indem der Verfasser die Durch- 
führung der späteren Kapitel sich noch vorzubehalten scheint. Referent ist 
mit der Herleitung mathematischer Begriffe aus der Erfahrung, also aus der 
Naturbetrachtung, zu sehr einverstanden, als dass er den Entwickelungen 
des Verfassers nicht mit Interesse gefolgt wäre. Trotzdem gestattet uns 
der Zweck dieser Zeitschrift nicht, uns hier auf eine ausführlichere Darstel- 
lung einzulassen. Es ist keine Frage, dass der Gegenstand für den Philo- 
sophen tiberaus wichtig ist. Wir möchten ihm namentlich die vielfache Po- 
lemik gegen Hegel zur prüfenden Würdigung empfehlen. Es ist nicht 
minder sicher, dass der Mathematiker das vorliegende Werkchen mit einer 
gewissen Spannung verfolgen wird. Aber auf die mathematischen Lehrme- 
thoden dürften dessen Resultate doch nur von geringerem Einflusse sein. 
Das ist gerade das Eigenthümliche an unserer Wissenschaft, dass von den 
verschiedensten Principien aus dasselbe Ziel erreicht werden kann, wenn 
man nur consequent zu Werke geht. 

Manches auch mathematisch Neue und Ansprechende wird übrigens 
der Leser doch an den verschiedensten Stellen des Büchleins finden. Refe- 
rent will dabei besonders auf die vier letzten Vorlesungen aufmerksam ma- 
chen , welche mit einigen der ersten Zahlen, besonders mit der Eins, Zwei, 
Drei, Vier, Sieben und Zwölf sich beschäftigen und historisch interessante, 
uns fast durchgehend neue Zusammenstellungen und Hypothesen bringen. 
Unter den „Anmerkungen“ folgt alsdann noch eine ausführliche Deutung 
der apocalyptischen Zahl 666, welche dem Scharfsinne des Verfassers alle 
Ehre macht. 

Es bleibt noch übrig der Form zu gedenken, in welcher die Vorlesungen 
vor uns hintreten. In dieser dringt nicht sehr zum Vortheile des Werkchens 
das Gelegenheitliche zu stark durch. Wir glauben, dem Verfasser den Rath 
geben zu müssen, bei Veröffentlichung der Fortsetzung seiner Forschungen 
jene Schlusssätze, welche den Gang der Betrachtungen nur jedesmal unter- 
brechen, lieber wegzulassen. Gesprochen mögen jene Abschweifungen am 
Ende des eigentlichen Vortrags von erheiternder Wirkung und vielleicht 
auch am Orte sein. Gedruckt machen sie sicherlich keinen angenehmen 
Eindruck auf Jeden, den nicht persönliche Erinnerung znm dankbaren Le- 
ser macht. Sie stören vielmehr nur die Gesammtwirkung, welche der ernste 
Theil der Vorträge hervorzubringen entschieden geeignet ist. CANTOR. 
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Darstellung der reellen Wurzeln algebraischer Gleiehungen durch De- 
terminanten der Coefficienten. Von Ep. Fux RS TEN AU, Gymnasial- 
lehrer zu Marburg. Marburg, Elwert'sche Universitätsbuchhand- 
lung. 1860. 

In der vorliegenden Abhandlung (35 S.) giebt der Verfasser eine neue 
Methode der Auflösung von solchen algebraischen Gleichungen, deren Wur- 
zeln sämmtlich reell sind. Diese Methode ist in mehrern Beziehungen merk- 
würdig und verdient die Aufmerksamkeit der Algebristen, weshalb eine kurze 
Beschreibung derselben den Lesern dieser Zeitschrift nicht unwillkommen 
sein dürfte. 

1. Es sei f(x) =a ＋ ax + ax? . . eine ganze algebraische Func- 
tion von x vom nten Grade. Das System der Gleichungen 

f(x) SO, xf(x) = O, f(x) = 0, .., f() = 0 
ist in Bezug auf die Grössen x, *, . . „ pri linear. Man kann also 

p — 1 dieser Grössen, welche auf einander folgen, z, B. 

E aa ee 

aus dem System 

0=a + ax tat... + ac’, 
0 = at + ac + .. 4 ax" + art, 
o= oi +. + ay E a, ya 4 


eliminiren. Zu diesem Zwecke wird die Determinante pten Grades des 
Systems m, pis Gs 

a, is An > 

Aa, Wi, % 


gebildet, nattirlich unter der Voraussetzung, dass das Element a, verschwin- 
det, wenn r ausserhalb der Grenzen 0 und n fällt. Dann multiplicirt man 
die obigen Gleichungen der Reihe nach mit den Coefficienten, welche in 
der Determinante zu den Elementen der ersten Colonne gehören, und die 
durch a:, Gau: . . „ Ga bezeichnet werden, und findet durch Addition 
D 0 = p(x) + baht? ＋ b r . . 4 Date, 
Hierin ist 9, (x) eine ganze rationale Function von x vom kten Grade, 
nämlich 
p(x) = (ao + ax + ax +... + a, &) ai: 
+ (ax + a+... T e) 
+ (a H . . + ae), 


＋ 4% Arts. 

Die Function 9,(x) entsteht aus der obigen Determinante pten Grades, 
indem an die Stelle der Elemente , a,_,, . . in der ersten Colonne die Ele- 
mente 

ge t.. T %, axz+..+a_x, % f.. Tur 
gesetst werden. Also hat man 
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II) p(z) == ao T ax ＋ ar E.. T, arpir Orpa 
seta" . . Ter, %, Oo 
dor +. T %-, Bs, a, 


= Bo» Orpi Tyree e + a. Gui y Arpe- FE a, Grit) Apte: : a. 


D, Gu, Gr ao, , Apte» 4 —1 „ 4% % 
0, as, %% O, Gi, % Gye, Au, & 
0 e "ew ee H 0 0 .o 0 D $ 


2. Versteht man unter 24,1, Lepe» -ès & Wurzeln der Gleichung 
f(x) = 0, so hat man nach (I) das System 


0 = p(x) . + byt, 
+ + mr 


prp 3 Tuev Tr bat 
von n — k + 1 Gleichungen, welche in Bezug auf die Grössen b,, bu, .. ba 
linear sind. Die Resultante dieses linearen Systems ist 

~  Os=| g(x), , , teil, 


. (& .:), Levin „ NEE 


Pa(Ta)s a, Ta 5 &. ; 


oder nach Division der Zeilen 


0 — x ` 

pl „ 1, „ ar 
x 

a 1, un e > Cem 
bei 
(x, 

SES, li Bis. mn, ee 

L 3 


oder nach Multiplication der ersten Colonne 
ID 0=| (x), ls “+; „ „ 2 


= * n (& i)) 1, Zu + + F Kr 
GË" ail ob me a 
= C, px) + al)” Pr (Tet) F.. e ( z Taa 


worin die partiellen Determinanten c,, ci, . . . e, von p unabhängig sind. 


3. Diese Gleichung reducirt sich auf p, (x) = 0, wenn p ins Unend- 
liche wächst, unter der Voraussetzung, dass die Gleichung f(x) 0 lauter 
reelle Wurzeln hat, und dass unter diesen Wurzeln & , . -, x, die absolut 
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grössten sind. Die übrigen Wurzeln x,, x, . ., z, der Gleichung f (x) = 0 
sind die Wurzeln der Gleichung 9, (x) = 0. 

Insbesondere giebt y, (x) — 0 die absolut kleinste Wurzel x, der Glei- 
chung f(x) = 0, 9,(x) = 0 die 2 absolut kleinsten Wurzeln zy x, derselben 
Gleichung, y, (x) — 0 die 3 absolut kleinsten Wurzeln x,, £}, x, derselben 
Gleichung, u. s. f. Also hat man 


R. p- 

IV) — Ly = | dos aa, 43 ai, a, . | = ao lim (Z=), 
0, a, a. 40 a, %. | me 

Ly, La = Ga, a, Ou. - | ao lim (Z=), 
R., 


Qo, as, a, ee H 
0, as, a, e * 


dis das ds. 


— ' — ° R, p—1 
— Li, Lo) Ly = Go, 44 d . H 4 ds a D == On lim A 
0, an, . Gg, Ag, Ag. AR 
überhaupt 
{R 
(— 1) 7, Le oe T = Go, 4 ＋1⸗ Wi @e H a, Wb Aie .. | ——= a, lim urn 


hp 


0, , 4%, -i; d, ppt: 
zur Berechnung der Wurzeln a, 2, ... 

Diess sind die bedeutsamen Resultate, zu welchen Herr Fürstenau, 
wenn auch nicht auf dem hier angezeigten etwas directeren Wege, gelangt 
ist. Herr Fürstenau hat die Fälle absolut gleicher Wurzeln nicht unbe- 
achtet gelassen, er hat die successive Berechnung von R, 1, Rye, Ris: 
angegeben, und nach seiner Methode die Wurzeln einer numerischen Glei- 
chung 4ten Grades wirklich ausgerechnet. Die mitgetheilten Zahlen geben 
zu erkennen, was Herrn Fürstenau entgangen zu sein scheint, dass je zwei 
aufeinander folgende unter den Werthen 

R, 9 —1 Rip N. pri 


Lä p | R,, pri í R. „ oa 

den gesuchten Grenzwerth einschliessen. Durch den Beweis dieser 
wichtigen Eigenschaft wird Herr Fiirstenau seine Methode auch in prac- 
tischer Hinsicht gegen etwaige Unterschätzung sicherstellen. Die bedeu- 
tendste Ergänzung des durch die neue Methode Geleisteten würde aber in 
einer glücklichen Discussion der Gleichung (III) für den Fall complexer 
Wurzeln bestehn. 

Zum Schluss kann ich nicht unerwähnt lassen, dass in Herrn Fürste- 
nau’s Arbeit zum erstenmale, wenn ich nicht irre, Determinanten von un- 
endlichem Grade in Anwendung gekommen sind. Dr. R. BALTZER. 
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Lehrbuch der Elektricität. Von I. Gavarret, Professor an der medicini- 
schen Facultät zu Paris, deutsch bearbeitet von Dr. RupoLr 
ARENDT, Leipzig, F. A. Brockhaus 1859 2 Theile = 4 Lieferun- 
gen à 1 Thaler. 

Das genannte Werk ist eine Uebersetzung, die der Herr Uebersetzer 
mit eigenen den Text unmittelbar einverleibten Anmerkungen versehen hat, 
sodass das im Ganzen 986 Seiten zählende Werk ohne die Anmerkungen 
ungefähr 65 Seiten weniger einnehmen würde; desgleichen hat der Herr 
Uebersetzer es mit für deutsche Verhältnisse passenden Citaten versehen. 
Der behandelte Stoff umfasst das Gebiet der Reibungselektricität, des Mag- 
netismus und der elektrischen Ströme und ist von den Herrn Verfasser in 
die 4 Abtheilungen gebracht werden, die auch der Uebersetzer beibehalten 
hat: 1) statische Elektricität, 2) Magnetismus, 3) dynamische Elektricität, 
4) atmosphärische Elektricität. Hinsichtlich der weiteren Eintheilung müs- 
sen wir, um nicht zu lang zu werden, auf das Werk selbst verweisen, kön- 
nen aber versichern, dass es eine gute didactische Eintheilung ist; was die 
Reichhaltigkeit des behandelten Materiales anbelangt, so lässt das Werk 
nichts zu wünschen übrig, indem überall das Historische genügend berück- 
sichtigt ist und z. B. der Herr Uebersetzer auch den neuesten Forschun- 
gen gedacht hat. Was die Behandlung des reichlich dargebotenen Stof- 
fes anbetrifft; so ist durchgängig der Weg der Herleitung des Gesetzes aus 
dem Experiment gewählt, die Versuche sind durch nette in den Text ein- 
gedruckte Holzschnitte (im ganzen Werke 456) erläutert, von Mathematik 
ist daher wenig Gebrauch gemacht, so dass man beim Lesen des Werkes 
mit den Elementen dieser Wissenschaft auskommt. Die Ausstattung des 
Buches ist vorzüglich, Druck Papier und Holzschnitte lassen nichts wün- 
schen übrig. Sollen wir einen Tadel aussprechen, so betrifft er die Ein- 
theilung der Elektrisirmaschinen in solche, die nur eine Art von Elektrici- 
tät liefern können (Scheibenmaschinen) und in solche, die gleichzeitig beide 
Arten der Elektricität liefern können (Cylindermaschinen). Wir zweifeln 
nicht, dass diese Eintheilung nur davon herrührt, dass man in Frankreich 
das Reibzeug der Scheibenmaschinen nicht zu isoliren pflegt, endlich hätte 
wohl mehr auf die Theorie der Elektrisirmaschinen und des Elektrophors ein- 
gegangen werden können, von erstern die Minderentwickelung der negati- 
ven Elektricität, von letztern die Ursache der Tenacität erklärt werden 
können. Ungeachtet dieser Ausstellungen, die nur Einzelnes betreffen, ist 
das Buch im Ganzen ein sehr gutes Buch und wir können dasselbe allen 
denen empfehlen, die sich ohne Aufwand bedoutender mathematischer 
Kenntnisse gründlich mit den Erscheinungen der Elektricität und des Mag- 
tismus bekannt machen wollen. Dr. Kanu. 


Literaturzeitung. 13 


Bibliographie. 


Vom 1. October bis 1. December 1860. 


Periodische Schriften. 


Berichte über die Verhandlungen der K. S. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Leipzig. Jahrg. 1860, I u. II. Leipzig, Hirzel. 


/ Thlr. 
Abhandlungen der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
Aus dem Jahre 1859. Mathemat. Abhandlungen 2 Thlr. 


Physikal. Abhandlungen 3 Thlr. 
D EE der K. Bayr. Akademie der Wissenschaften 


zu München. 1860; 1—3 Heft. München, Franz. à 18 Ngr. 
Abhandlungen der K. Bayr. Akademie der Wissenschaften zu 
München. 8. Bd. 3. Abth. Ebendas. 2 Thlr. 


Fortschritte der Physik im J. 1858. Dargestellt v. d. physikalischen 
Gesellsch. zu Berlin. 14. Jahrg. redig. v. O. Hagen. 2. Abth. Berlin, 
Reimer. 2 Thlr. 

Kurprrer, A. T. Annales de l'observatoire physique centrale de Rus- 
sie. Année 1857. Leipzig, Voss. 7 Thir. 

Kurrrer, A. T. Correspondance météorologique. Année 1858. Leipzig, 
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Reine Mathematik. 
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Marian, P. Die Mathematiker Bernoulli Basel, Schweighäuser in 
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Stern, M. A. Lehrbuch der algebraischen Ae Leipzig, 
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SCHEIBNER, W. Ueber unendliche Reihen und deren Conver- 
genz. Gratulationsschrift. Leipzig, Hirzel. 24 Ngr. 
Zenruss, G. Die Grundzüge der Algebra. Oppenheim a. Rh., Kern. 
22 Ngr. 
Doerr, H. G. Lehrbuch der Mathematik. I. Bd., 1. Thl. Arithme- 
tik u. Algebra. 2. Aufl. Berlin, Weidmann’sche Buchh. 18 Ngr. 
Grossmann, H. Lehrbuch der Mathematik. 1. Theil, Arithmetik. 
Berlin, Enslin. 2}, 
Mayer, G. Leitfaden zum Unterrichte in der Elementarma- 
tik. 4 Aufl. München, Lindauer. 27 Ngr. 


SCHULENBURG, A. v. Die Auflösung der Gleichungen fünften 
Grades. Halle, Schmidt. 12 Ngr. 
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Borcuarpt, C. W. Ueber eine Interpolationsformel für eine 
Art symmetrischer Functionen. (Akad.) Berlin, Dümmler in 


Comm. 8 Ngr. 
Franke, T. Die Elemente der ebenen Geometrie. 3. Aufl. Han- 
nover, Helwing. / Thlr. 
Wırtstein, Ta. Das Prismatoid. Eine Erweiterung der elementaren 
Stereometrie. Hannover, Hahn. / Thlr. 
GaLLenkKamp, W. Die Elemente der Mathematik. 2. Aufl. 3. Theil. 
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SALMON, G. Analytische Geometrie der Kegelschnitte mit 
besonderer Berücksichtigung neuerer Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verf. deutsch bearb. von W. Fouen, Leipzig, Teub- 


ner. 4 Thir. 
JOUBERT. Sur ta théorie des fonctions elliptiques et son applica- 
tion àla théorie des nombres. Paris. 20 Ngr. 


Angewandte Mathematik. 


Leroy, C. F. A. Die Stereometrie, enth. die Anwendungen 
der darstellenden Geometrie auf Schattenlehre, Linear- 
perspective etc. Aus dem Fanzös. von E. KAUFFMANN. 2. Ausg. 
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RuxLuaxx, M. Grundzüge der Mechanik im Allgemeinen und 
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PREDIGER, C. Ueber die Genauigkeit barametrischer Höhen- 
messungen. Clausthal, Grosse. 12 Ngr. 


SCHENK, J. Anleitung zur Berechnung der Sonnen- und Mond- 
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Rechnungen. Olmütz, Neugebauer. 1 Thlr. 

DE Saint-RopertT. Etudes sur la trajectoire que décrivent les pro- 
jectiles oblongs. Puris. 1½ Thlr. 
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Mousson, A. Die Physik auf Grundlage der Erfahrung. 2. Ab- 
theilung: Physik des Aethers. Zürich, Schulthess. 28 Ngr. 


Hom, Tu. Elemente der physikalischen Mechanik für Gymna- 
* nasien. Leipzig, O. Wigand. 24 Ngr. 
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Borne, F. Physikalisches Repertorium, oder die wichtigsten 
Sätze der elementaren Physik. Braunschweig, Vieweg. ½ Thlr. 
Roses, K. Anfangsgründe der Physik. 7. Aufl. Essen, Büdeker. 


1¼ Thlr. 

Brettnez, H. A. Leitfaden für den Unterricht in der Physik. 
15. Aufl. Breslau, Max & Comp. 5% Thlr. 
Mann, F. Naturlehre in einer Reihe physikalischer Indivi- 
duen. 3. Heft. Frauenfeld, Huber. 8 Ngr. 
Quintus IcıLıus, G. v. Experimental- Physik. Ein Leitfaden bei 
Vorträgen. 2. Aufl. Hannover, Schmorl & v. Seefeld. 3 Thb. 
Susic, 8. Lehrbuch der Physik für Obergymnasien und Oberreal- 
schulen. Pesth, Heckenast. 2 Thlr. 
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Leipzig, Voss. 5 Thir. 

Du Moncer. Etudes des lois des courants électriques au point de 

vue des applications éleciriques. Paris, Hachette. 4 Frcs. 
Berichtigung. 


Zufolge eines Versehens habe ich in meiner Besprechung der Elemente 
der Mathematik von Dr. BALTZZR (Jahrg. 1860, 4. Heft) die Reihenentwicke- 
lungen für ly und Aretan x als fehlend bezeichnet; dies ist dahin zu berichtigen, 
dass nicht die Reihen für {y und Arctan x, sondern vielmehr die Reihen für tan z, 
sec x, sec x, csc & und Aresin x fehlen. Die Folgerung, dass des Verf. Werk für 
eine algebraische Analysis zu wenig und für „Elemente der Mathematik“ zu viel 
enthält, bleibt dabei ungestört. SCHLÖMILCH. 
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Recensionen. 


Leçons sur les coordonnés curvilignes et leurs diverses applications. Par 
G. Lams. (Paris, Mallet-Bachelier, 1859.) 


Das vorstehend genannte Werk scheint zwar schon durch den Namen 
seines Verfassers die Gewähr in sich zu tragen, dass es allgemein beachtet 
wird; dennoch hat diese Anzeige wesentlich den Zweck, auf die Bedeut- 
samkeit seines Inhalts in weiteren Kreisen aufmerksam zu machen; viel- 
leicht, dass diess bei den Hindernissen, die der Verbreitung fremdländi- 
scher gelehrter Werke noch immer entgegenstehen, doch nicht ganz über- 
flüssig ist. 

Man weiss es, dass der gelehrte Autor mehr als Andere zur Bearbei- 
tung des bezeichneten Gegenstandes berufen war, und man wird es ihm 
Dank wissen, dass er sich der Mühe derselben unterzogen hat. Knüpft sich 
doch der Begriff der krummlinigen Coordinaten durch das ausgezeichnetste 
Beispiel von der Anwendung derselben, durch die elliptischen Coordinaten, 
vor Allem an seinen Namen. 

Das System der elliptischen Coordinaten in der Ebene bezieht be- 
kanntlich jeden Punkt der Ebene auf zwei feste Punkte derselben, indem 
es ihn als den Durchschnittspunkt einer Ellipse und einer Hyperbel be- 
trachtet, welche beide jene Punkte zu ihren Brennpunkten haben. Die 
Halbaxen beider Curven dienen als Coordinaten des Punktes. Je zwei 
zusammengehörige Curven des Systems sind in ihrem Schnittpunkte recht- 
winklich auf einander. Herr Kummer hat im XXXV. Bande von Crelle’s 
Journal bewiesen, dass confocale algebraische Curven sich ganz allgemein 
orthogonal durchschneiden, wenn man die Plücker'sche Brennpunktsdefi- 
nition voraussetzt. Man hat damit ein System rechtwinkliger Coordinaten, 
in welchem die zu den Axen parallelen Coordinaten des Cartesischen 
Systems durch Curven 2. Grades und die in den Axen gebildeten Ab- 


schnitte durch die Halbaxen derselben als durch ihre Parameter ersetzt 
werden. 
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Man weiss auch, dass das System der elliptischen Coordinaten seine 
allgemeine Gestalt und seine grössere Bedeutsamkeit erst im Raume em- 
pfängt. Drei confocale Familien von Oberflächen zweiten Grades existiren, 
durch jeden Punkt des Raumes geht eine Fläche von jeder Familie und 
diese drei Flächen sind in ihm zu einander orthogonal, d. h. die Tangential- 
ebene einer jeden enthält die Normalen der beiden andern. Die drei Ober- 
flächenfamilien sind dreiaxige Ellipsoide, einfache und doppelte Hyper- 
boloide. 

Ein einfacher specieller Fall dieses Systems ist das der geographischen 
Ortsbestimmung analoge System auf der Kugeloberfläche; die Kugelfläche 
vertritt das dreiaxige Ellipsoid, die Meridianebene das einfache nnd der 
Breitenkegel das doppelte Hyperboloid; auch hier sind in jedem Punkte 
des Raumes die drei Coordinaten-Flächen orthogonal. 

Die nähere geometrische Definition des allgemeinen ellipsoidischen 
Systeins ist im Folgenden enthalten: Auf drei rechtwinkligen Axen Ox, Oy, 02 
werden die Längen OF = OF =l, Of = Of = kl, OS = Of = KI respec- 
tive aufgetragen und die sechs Punkte F, F’, f, T, J, $ als die Brennpunkte 
des Systems bezeichnet. Dabei gilt die doppelte Relation 4?==1— FZL 
In Folge dessen können F, E als die Scheitel und f, f’ als die Brennpunkte 
einer Ellipse dienen, deren kleine Axe alsdann durch F/ bezeichnet wird. 
M.Lame nennt sie die Focal- Ellipse. Desgleichen sind f, € die Schei- 
tel und F, F die Brennpunkte einer Hyperbel, welche der x 2 Ebene ange- 
hört und deren imaginäre Halbaxe gleichfalls durch OF — O ausgedrückt 
wird. M. Lamé nennt sie die Hyperbole ombilicale, die Hy perbel der Na- 
bel- oder Kreispunkte; denn sie bezeichnet allerdings auf sämmtli- 
chen Ellipsoiden die vier Kreispunkte, welche jedes derselben besitzt. 

Von jeder der drei Oberflächen-Familien ist die erste Fläche ebenso wie 
die letzte eben. Die Familie der zweifachen Hyperboloide beginnt 
mit der Ebene der yz, und diese gehört in ihrer ganzen Ausdehnung zu ihr. 
‘Sie durchläuft mit immer wachsendem Parameter alle dieser Flächenfamilie 
möglichen Formen, um in der Ebene der zx zu endigen; jene Ebene y: 
verdoppelt sich im Bewegungssinne der x Axe und beide Mäntel krümmen 
sich in entgegengesetztem Sinne, beide schneller in der Richtung der y, 
als in der der z; beide durchlaufen den ganzen Raum und endigen mit der 
zweifachen hyperbolischen Platte in der Ebene der zx, deren Grenze die 
Hyperbel der Kreispunkte bildet. 
| Mit der einfachen hyperbolischen Platte, welche den Rest der zrEbene 
bildet, beginntdie Familie dereinfachen Hyperboloide. DiePlatte 
trennt sich im Sinne der y, um ein Hyperboloid mit einem Mantel zu bilden, 
welches sich mehr und mehr öffnet und krümmt. Die Scheitel seiner Kehl- 
ellipse rücken von /, F gegen F, F und von 0 gegen $, F; in dem Augen- 
blicke, wo sie die Grenzlage erreicht haben, so dass die Kehlellipse sich 
mit der Focal-Ellipse deckt, ist der bewegliche Mantel, nachdem er den 
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ganzen Raum durchlaufen hat, am Ende seiner Formenwandelung angekom- 
men. Der Asymptotenkegel, nachdem er aus der Ebene der yz hervorge- 
gangen sich immer weiter geöffnet hat, verwandelt sich nun durch Deckung 
seiner beiden entgegengesetzten Mäntel zur Ebene der xy, und das einfache 
Hyperboloid bedeckt, ebenfalls durch Zusammenfallen seiner entsprechend 
entgegengesetzten, durch die Kehl-Ellipse getrennten Mantelhälften, den 
ausserhalb der Focal-Ellipse gelegenen unbegrenzten Theil der Ebene zy. 

Die Focal-Ellipse dagegen umschliesst die elliptische Platte, welche das 
erste derdreiaxigen Ellipsoide darstellt, die die dritte Flächen-Fami- 
lie bilden. Um den Punkt 0 herum trennt sich dieselbe im Sinne der 2 Axe 
in zwei Mäntel, welche zusammen ein sehr abgeplattetes Ellipsoid um- 
schliessen; indem sich diess stets vergrössert und aufbläht, durchläuft es den 
ganzen Raum und endigt mit der Kugel von unendlichem Radius als dem 
letzten Gliede seiner Familie. 

Indem man sich vergegenwärtigt, dass die Bestie der Ober- 
flächen von allen drei Familien, während der ganzen Formenwandelung 
stets die nämlichen Brennpunkte haben, vervollständigt man das Bild des 
ganzen Systems. 

Wenn x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes 
sind, so stellen die Gleichungen 


a „ a 
at eet qa 
a „ a 
Ee 
) aT F ooch 
E YV Zop 
A P G 


in Verbindung mit den Relationen 
£ ＋ B =P, GEO sl, C —B— 3 
d At — Bi E, Au + CI, Bu A c | 
4. — B = k, AX — C, I, BY C = k’ 
die drei Oberflächen-Familien dar. Jene bestimmen ihre Gattung, diese 
sagen, dass sie confocal und in Folge dessen orthogonal sind. Die Focal- 
Ellipse wird dureh die Gleichungen 


und die Hyperbel der 8 dl die anderen 
| SE E 
ee 


repräsentirt. 

Man sieht daraus auch, dass das ellipsoidale System nicht ein durch 
die Grösse J einfach bestimmtes ist, sondern dass es für dieselbe Länge Z 
ebenso viel verschiedene ellipsoidische Systeme geben muss, als gebrochene 


Werthe zwischen Null und Eins enthalten sind; denn alle solche können 
2% 
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dem Verhältniss der Breunpunkts- Distanzen 0/ und OF oder der Grösse k 
beigelegt werden. 

Wenn & den Grenzwerth Null hat, sodass die Focaldistanz Of ver- 
schwindet, so reducirt sich die Hyperbel der Kreispunkte auf die Axe der 
z und die Focal-Ellipse auf einen Kreis; die Familie der dreiaxigen Ellip- 
sode ist eine Familie von Umdrehungs-Ellipsoiden geworden, fiir welche die 
IIauptaxe mit der kleinen Axe der Meridian-Ellipse zusammenfällt; die 
Familie der einfachen Hyperboloide zu einer Familie der einfachen Um- 
drehungs-Hyperboloide und die der zweifachen Hyperboloide zu der der 
Meridian-Ebenen durch die Axe der z. M. Lamé nennt diess besondere 
System nach der für dasselbe charakteristischen Familie der abgeplatteten 
Rotations-Ellipsoide das System der planetarischen Ellipsoide. 
Wenn man andererseits dem k den Grenzwerth Eins belegt, sodass die Focal- 
distanzen Of und OF gleich gross werden, so erhältman ein besonderes ellipsoi- 
disches System, in welchem Umdrehungs-Ellipsoide, deren Hauptaxe die grosse 
Axe der Meridian-Ellipse ist, zweifache Umdrehungs-Hyperboloide und 
Meridian-Ebenen die drei Flichen-Familien repräsentiren; und welches 
zur Focal-Ellipse die zwischen den Punkten F, A gelegene Strecke der 
x Axe hat, während die Hyperbel der Kreispunkte sich auf die zwei jen- 
seits dieser Strecke über Fund F’ hinaus gelegenen Theile der x Axe re- 
ducirt. Man kann dieses System als das der eiförmigen Ellipsoide 
bezeichnen. | 

Lässt man dagegen den Werth % unverändert und denkt dafür die 
Länge ! veränderlich, so entspringt auch daraus eine Vielheit ellipsoidischer 
Systeme, bei der einen Augenblick zu verweilen nützlich ist. Für solche 
Systeme bilden die Asymptoten Kegel der confocalen einfachen und zwei- 
fachen Hyperboloide zwei orthogonale Familien von Kegelflächen zweiten 
Grades, welche für alle Werthe von ! dieselben bleiben; diese berühren so- 
mit alle demselben Werthe von k entsprechenden Hyperboloide der mög- 
lichen ellipsoidischen Systeme im Unendlichen; für 7— 0 treten diese Ke- 
gel selbst an Stelle der beiden Familien von Hyperboloiden und die Fami- 
lie der Ellipsoide wird durch eine Familie concentrischer Kugeln ersetzt. 
Sonach werden nun alle demselben Werth von & entsprechenden ellipsoidi- 
schen Systeme von diesem, welches dem Grenzwerth I= 0 entspricht, im Un- 
endlichen berührt. 

Lässt man aber endlich zu dem Werthe !== 0 die Grenzwerthe x o, 
oder k= 1 treten, so erhält man als den Systeme m der plauetarischen und 
eiförmigen Ellipsoide für den Werth I= 0 entsprechend das gewöhnliche 
System der sphärischen Coordinaten, welches aus den Meridianebenen, den 
concentrischen Kugeln und den Breitenkegeln beste ht und in welchem diese 
letzteren den einfachen oder doppelten Hyperboloiden entsprechen, je 
nachdem man sie der Klasse der planetarischen oder der der eiförmigen el- 
lipsoidischen Systeme beizählen will. 
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Weil bei der Formenwandlung innerhalb jeder Flächenfamilie von den 
Gliedern derselben der ganze unbegrenzte Raum durchlaufen wird, so ent- 
spricht jedem Punkte desselben je eine Fläche aus jeder Familie von einem 
durch seine Constanten k und / bestimmten System. Die Parameter dieser 
drei Flächen sind die Coordinaten des Punktes, in welchem jene sich ortho- 
gonal sclıneiden, 

Das System der ellipsoidischen Coordinaten bezeichnet offenbar eine 
neue Stufe in dem Entwickelungsgange der Coordinaten-Systeme. Man 
hat nacheinander die Allgemeinheit der Coordinaten-Bestimmung ver- 
grössert, indem man das Feld, auf welchem sie vollzogen wird, das Ele- 
ment, auf welches sie sich bezieht und durch dessen stetige Reihung die 
jenem Felde angehörige geometrische Form erzeugt wird, und die Bestim- 
mung dieses Elements in verschiedener Weise variirte. Von dem ebenen 
Felde ging man einerseits auf das lineare, andrerseits auf das sphärische 
und räumliche über; als Element hat man nacheinander den Punkt, die ge- 
rade Linie, denKreis betrachtet, und in der Bestimmungsweise des Elements 
ist man von den Coordinaten des Cartesius zu mancherlei anderen Methoden 
insbesondere von linearen Coordinaten zu Verhältniss-Coordinaten fortge- 
schritten; Abschnitte von geraden Linien oder Verhältnisse solcher Ab- 
schnitte haben immer die letzten Bestimmungsmittel gebildet. Doch müs- 
sen wir wohl hinzufügen, dass wir auch die Benutzung der Winkel un- 
ter dieser Bezeichnung mit verstehen, weil wir sie lediglich als den Aus- 
druck geradliniger im eigentlichsten Sinne des Wortes unzugänglicher 
Strecken betrachten, nämlich der in der unendlich entfernten geraden Linie 
gelegenen. 

Das ellipsoidische System ist nicht neu seinem Elemente nach, es ist 
ein System der Punkt-Coordinaten, auch nicht dem Felde nach, denn es 
passt sich dem ebenen und sphärischen Felde sehr wohl an, und ist eigent- 
lich in seiner vollen Ausbildung ein System des räumlichen Feldes; seine 
Eigenthümlichkeit liegt ganz innerhalb der Coordinatenbestimmung. Diese 
lässt sich als eine Coordinatenbestimmung des zweiten Grades von den übri— 
gen, als solchen des ersten Grades unterscheiden, ja sie repräsentirt ge- 
radezu die allgemeine Coordinaten-Bestimmung des zweiten Grades selbst. 
Nicht wie bei der Cartesischen Methode bestimmt sich der Punkt als der 
Durchschnitt dreier Ebenen, sondern als der dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung; nicht wie dort also sind es unveränderliche Flächen, sondern 
veränderliche, die beim stetigen Uebergang von einem Punkt zum andern 
selbst in einem stetigen Fluss der Formen begriffen sind, in einem Fluss je- 
doch, den ein einfaches Gesetz beherrscht. Dieses Gesetz ist das der Con- 
focalität und in Folge davon das der Orthogonalität; das letztere erscheint 
somit aus dem CartesischenSystem der räumlichen Coordinaten herüberbe- 
halten und übertragen auf Coordinatenflächen zweiten Grades. 

Aber das ellipsoidische System ist doch nur ein Beispiel, eine Erläutc- 
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rung, zu der allgemeinen Theorie der krammlinigen Coordina- 
ten. Das allgemeine Problem, welches dieselbe in sich schliesst, ist das Fol- 
gende: Die durch die Gleichungen 

F( , y, ) e, 

Fi &, 2) Dei 

&, u, 2) = ës 
gegebenen Oberflächen schneiden sich unter rechten Winkeln, wenn die 
Funktionen f, bestimmten Gesetzen unterworfen sind; es handelt sich 
darum, dieselben aufzustellen und geometrisch zu interpretiren. 

Die allgemeine Auflösung dieses Problems ist der Gegenstand der er- 
sten Vorlesungen des Werks von M. Lamé; in der sechsten und siebenten 
beginnt und in der achten endet sodann die besondere Untersuchung des 
ellipsoidischen Systems, ein vollständig ausgeführtes Beispiel zur allgemei- 
nen Methode. 

Die allgemeine Theorie beginnt mit der Ableitung der Relationen, 
welche sich aus der Voraussetzung der Orthogonalität ergeben. 


Die Tangential-Ebene der Oberfläche e, hat die Gleichung 


1) se + (U—u) =0,...8, 
und die Normale DS, See unter der Voraussetzung 
2) s () =h?,...3 
mit den Axen der x, y, ikea deren cosinus durch die Ausdrticke 
1 da 
3) hi d u » 


bestimmt sind. Weil nun die Normalen der drei in dem gedachten Punkte 
zusammenstossenden Orthogonal-Flächen ein System von drei auf einander 
rechtwinkligen Geraden bilden, so müssen die cosinus ihrer Winkel gegen 
das Originalsystem die Relation 


| do, de 
4 — — | — eee 
) 2 u d u ` 
erfüllen; so wie ferner die daraus abgeleiteten Relationen 
el (de 
5) 2 3.03 4% 1 5 


E DI 


Diese Formeln geben uns zugleich Anlass, die Bezeichnungsweise des Ver- 
fassers zu erwähnen, in welcher unseres Dafürhaltens nicht der kleinste 
Werthanspruch des Buches beruht. 

Es bezeichnet nämlich u oder v eine bestimmte der drei Coordinaten 
x,y,z; U dagegen eine der laufenden Coordinaten &, F, Z; o. oder ej be- 
zeichnet eine der drei Functionen o, en es und zwar beide verschiedene 
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Fanctionen, wenn sie neben einander vorkommen. Die Zeichen S und = 
bedeuten eine Summe gleichartiger Grössen und zwar vor einem Ausdrucke 
mit u die Summe der drei gleichgebildeten Ausdrücke mit x, , 2 an Stelle 
von u, vor einem Ausdrucke mit den Indices und ; die Summe der durch 
successive Vertauschung der Indices 0, 1, 2 hervorgehenden gleichen Aus- 
drücke u. s. w. Alle diese Festsetzungen dienen dem Zwecke der Abkiir- 
zung und zugleich dem höheren Gesetze, welches alle Algebra beherrscht, 
Gleichartiges unter demselben Zeichen zusammenzufassen. 


Darnach ist die Formel 1) entwickelt: 


d d d 
de -a) + 4% (0 + . den 


de, dQ, de, + 
da 4-2) + dy N) + ae (Z—z)=0, 
dp; d oꝛ d os = 

ar, (T-) + J Z=, 


und die neun Cosinus der Winkel, welche in 3) reprisentirt sind, sind des 
Näheren 


1 de 1 de l de 1 do, 1 dọ, 1 de. 1 de, 1 do, 1 do, 


h de’ h dy’ h dz’ denk dy’ I, dz? h e h dy de 
Desgleichen wird die Bedeutung der A durch die Formel 2) im ent- 


wickelter Gestalt 
45) ( de, Vi E d 
2 EEE 2 — — 
aes ( dx T dy + dz 


gegeben. 


M. Lamé nennt diese drei Grössen A, A. A, die Differential- 
Parameter der ersten Ordnung der Function 0.; er leitet für 
dieselben sofort die Relation 


ab, in welcher ds, das Element der Normale der Oberfläche o. bezeichnet, 
und wornach sie die Grenze des Verhältnisses vom Wachsthum 
des Parameters o beim Uebergange zur unendlich nahe be- 
nachbarten Oberfläche zu dem entsprechenden Wachsthum 
der Normale oder zur Dicke der durchlaufenen Schicht 
ausdrücken. 


Aus der auf die Projectionen des Elementes der Normale beztiglichen 
Relation 


LI . . 0 
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welche von mancherlei Gebrauch ist. Sie liefert 3. B. ohne Weiteres auf 
Grund der bekannten Identität 


ait d du 
d Qj do, d o. 
die in der Theorie der Funetionen — = fundamentale Relation 
1 do. 1 de, 
h? du h? du 
| „„ 
d Qj dọ; 
und weiterhin die ebenso wichtige andere 
a A? —=0....9 
h de; ＋ * do; 9 


Diesen Differential-Parametern der ersten Ordnung treten sofort die 
Differential-Parameter der zweiten Ordnung zur Seite, die Sum- 
men der zweiten Differential- Quotienten der Function o. nach x, y, 2, 
welche durch 

Te ‘+ 15 * 

2 

repräsentirt sind; beide Moa = ende Eigenschaft, für 
jeden Wechsel rechtwinkliger und geradliniger Coordina- 
ten dieselben Formen zu behalten und für jeden Punkt die- 
selben numerischen Werthe zu reproduciren. M. Lame führt 
für beide unter Anwendung des Buchstaben F für die Function die Bezeich- 
nungen A,F, 4,F ein. 

Er zeigt zunächst in der zweiten Vorlesung, dass sie, auf krummlinige 
Coordinaten bezogen, denselben Charakter, die nämliche Unabhängigkeit 
besitzen. Er knüpft die Definition der 4,0, an die der A, durch die 
Formeln 


a a a" 
joie hhh Cat WTA 
20 = ANN, de » 420, = hh, 20 ` 1% 4% 
die mittelst der Substitution 
n H = u 
in eine zusammengefasst werden: 
hè 
A ‘ = 0. —— 
20 do,’ 35 
hidF 
und die andere 4,F= 0 Z 40 


Wenn die Familien der Orthogonalflächen die Systeme dreier Ebenen wie 
in der Methode des Cartesius darstellen, so sind die Differential- Parameter 


Ge nee 
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der ersten Ordnung alle der Einheit gleich und diese Definitionen führen 
zu der oben erwähnten zurück, indem e = die Form 

4, F= e? = 
geben. 

Die dritte Vorlesung führt in das Studium der Krümmungen der Ortho- 
gonal-Flächen ein; sie stellt in den Vordergrund das Theorem von Dupin, 
nach welchem in jedem Orthogonal-System die Oberflächen 
zweier Familien auf einer Oberfläche der dritten Familie 
alleKrümmungslinien verzeichnen. Die Bestimmung der entspre- 
chenden Krümmungshalbmesser folgt und liefert einen merkwürdigen Aus- 
druck für die Summe beider Hauptkriimmungen derselben Oberfläche oder 
für die Grösse, welche Gauss als die sphärische Krümmung bezeich- 
net hat. 

Der allgemeine Ausdruck der sechs Krümmungen der drei durch den 
betrachteten Punkt gehenden conjugirten Oberflächen wird in der Form 

1 N. d n, 

ei — h; de, 0; 

gegeben, so dass die einzelnen Werthe sind 
1 I dh. 1 k dh. 1 _hydhyl h dh 


r i do ` h d „5 hadorn À do,’ 


rn e — — — — 


re h do: 11 A dQ, 


Dazu stellen wir die Relation 1 — A 
ds, de, 


aus dem Früheren. 

In den gewählten Bezeichnungen ist der Index i der der Oberfläche, der 
Accent j der des Bogens, und s, s,, S, bezeichnen die Bögen, welche aus 
dem Durchschnitt der Flächen 0,, o:; gp: o, oi respective hervorgehen. 
Die Unterscheidungen von Krümmungen, die nach dem Bogen und 
von Krümmungen, die nach der Oberfläche conjugirt sind, 
erklärt sich darnach von selbst; die Paare von Krümmungen, für die keines 


1 1 
von beiden gilt, wie z. B. = „„ werden als reciproke bezeichnet. M. Lam é 


fügt dem noch drei aus derselben allgemeinen Formel entspringende Aus- 
drücke bei, die auch Krümmungen bezeichnen und aus der Voraussetzung 
gleicher Indices und Accente 5 nämlich 
1 d 1 dhl — he 

r den dan doa 

Weil sie bei einer Aenderung des Parameters ihren Ausdruck ändern, werden sie 
als parametris che Krümmungen von den übrigen unterschieden. Dieser 
Reichthum von Benennungen und die scharfe Unterscheidung der Vorzeichen der 


Krümmungen geben die Füglichkeit zum präcisen Ausdruek allgemeiner in den 
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analytischen Ergebnissen enthaltenen Gesetze, z. B. fiirden oben erwahnten 
Ausdruck der sphärischen Krümmung: Das Verhältniss der beidenDif- 
ferentialparameter der Function ist gleich dem Ueberschuss 
der parametrischen über die sphärische Krümmung in jedem 
Punkte der durch sie repräsentirten Oberflächen. Die parame- 
trische und sphärische Krümmung sind gleich, wenn der Dif- 
ferential-Parameter der zweiten Ordnung gleich Null ist u.s.w. 

In der vierten Vorlesung bilden ferner die Krümmungen der Durch- 
schnitts-Curven der conjugirten Oberflächen den Gegenstand der Untersu- 
chung; mit der Erörterung ihrer geometrischen Darstellbarkeit und der Be- 
gründung von Ausdrücken, wie Composante, Projection einer Krümmung 
oder Resultante mehrerer Krümmungen beginnend, giebt M. Lamé sodann 
durch eine schöne geometrische Erörterung den Beweis, dass die neun 
Krümmungen der Oberflächen, welche den Gegenstand der 
vorigen Vorlesung bilden, als die Projectionen von drei 
durch den Ausdruck Aih, 

A 

gegebenen resultirenden Krümmungen auf die Normalen der 
Oberflächen angesehen werden dürfen, und dass die Cosinus der 
von ihren Richtungen mit den u eingeschlossenen Winkel durch die Aus- 


drücke 


de, 
A SCH 
duh, de, 


bestimmt sind. 

Von der eigenthümlichen Krümmung p des Bogens s wird alsdann be- 
wiesen, dass ihr Quadrat mit der Summe der Quadrate der bei- 
den in diesem Bogen conjugirten Krimmungen der Ortho- 
gonal-Flächen äquivalent ist und darnach geometrisch die Berechti- 
gung des Ausdrucks dargethan, nach welchem die eigenthümliche Krüm- 
mung des Bogens s die Resultante der in diesem Bogen congugirten Krüm- 
mungen der Orthogonal-Flächen ist. Die Bestimmung der Centra der resul- 
tirenden Krümmung, die Ableitung der gegenseitigen Beziehungen zwischen 
denselben und die Bestimmung der Kriimmungen der Oberflächen aus ihnen 
bilden die ferneren Zielpunkte der Vorlesung. 

Der Beschluss der allgemeinen Theorie der Orthogonal-Systeme wird 
in der fünften Vorlesung gemacht. Die Functionen A, müssen nämlich sechs 
partielle Differentialgleichungen bewähren, zu denen man gelangt, indem 
man die Bedingungen der Integrabilität der Cosinus 6 Gei der Winkel 
ausdrückt, welche die feste Achse der u mit den Normalen der conjugirten 
Orthogonalflächen bildet; mit der Bezeichnung 5 = H, sind dieselben in 


der ersten Gruppe 
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d H, 1 dH. dH, I dH, dEr, 
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40, dQ H, de, de, H, do, do, 
und in der zweiten 


1 dH, a+ d H. 
Hide ‚Bde , 1 dH dH 
de, de H do, dQ, 


enthalten, in denen i, j, k stets die Gruppe der drei Indices 0 (wird nicht 
geschrieben), 1, 2 vollständig vertreten. 

Mit Hilfe der früher eingeführten Begriffe lassen sich nun diese Diffe- 
rentialgleichungen, nachdem man sie durch die Bogen-Elemente ds, und 
die sechs Krümmungshalbmesser r. Hl ausgedrückt hat, geometrisch interpre- 
Gren und werden als einfache Gesetze erkannt, welche die Krümmungen 
der Orthogonal-Flächen und ihre Veränderungen regieren. So liefert die 


zweite Gruppe derselben die neue Reihe 
1 


| d 4 
ee 
r U) rin + rp) + rh Zu ds, + ds; 


und damit das Gesetz: Das Product beider Krümmungen dersel- 
ben Oberfläche vermehrt um die Summe der (Quadrate der 
ihnen im Bogen conjugirten Krümmungen ist der Summe der 
Variationen dieser letztern Krümmungen nach ihren reci- 
proken Bogen gleich. 

Die erste Gruppe liefert ebenso das Gesetz: Die Variation einer 
Krümmung nach dem zu ihrer Ebene normalen Bogen ist 
gleich dem Product der ihr im Bogen conjugirten Krümmung 
in ihren Ueberschuss über die ihr der Fläche nach con- 


jugirte —— d., 
= ( — D). 


Eine Gruppe — Gesetze schliesst sich daran an und den 
Schluss der Vorlesung macht die Begründung derjenigen partiellen Diffe- 
rential-Gleichungen, welche die geradlinigen Coordinaten u, als Funetionen 
der krummlinigen o, betrachtet, erfüllen müssen. 

Die folgenden drei Vorlesungen enthalten sodann, wie wir schon ge- 
sagt haben, als ein vollständig durchgeführtes Beispiel von der Anwendung 
der allgemeinen Theorie die Untersuchung des ellipsoidis chen Sy- 
stems. Sie besteht natürlich wesentlich in der Integration der vorher er- 
wähnten partiellen Differential- Gleichungen und hat die Aufgabe, zu zeigen, 
wie bestimmten Zwecken gegenüber die Entwicklung des geeignetsten Or- 
thogonalsystems aus den allgemeinen Gesetzen, welchen alle solche Systeme 
unterworfen sind, geschehen kann, nachdem in den vorigen Entwickelungen 
immer nur an den bekannten Beispielen orthogonaler Systeme, dem sphäri- 
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schen Systeme und gewissen cylindrischen und conischen Systemen, die Be- 
währung der gefundenen allgemeinen Gesetze a posteriori hatte nachgewie- 
sen werden können. Sie bildet durch Klarheit und Pricision der Entwicke- 
lung die glänzendste Parthie des Werks und ist auch ‚dadurch von beson- 
derem Werthe, dass sie die Methode darlegt, durch welche M. Lam è selbst 
zu den elliptischen Coordinaten geführt worden ist, dass man also darin den 
schöpferishen Gedankengang eines ausgezeichneten mathematischen Den- 
kers im Einzelnen verfolgen kann. Es ist jedoch unmöglich, auszugsweise 
davon eine Anschauung zu geben; wir wünschen, dass recht Viele durch 
die vorhergehenden Andeutungen zu dem Studium des Werkes selbst sich 
mögen anregen lassen. 

Wir können dabei eine Anmerkung nicht unterdrücken, die nur schein- 
bar von dem Gegenstande dieser Anzeige abführt. M. Lamé hat in seinen 
„Leçons sur les fonctions inverses des transcendentes et les surfaces isothermes‘ 
(Paris 1857) das System der elliptischen Coordinaten synthetisch einge- 
geführt. (Lecons VIII, IX.) Die Orthogonal-Flächen des elliptischen Sy- 
stems erscheinen dort als Isotherm-Flächen und die Grössen A, B, C, 4,, Bi, 
u. 8. w. als die inversen Functionen, welche die vorhergehenden Vorlesun- 
gen einführten. Die Variabeln dieser letzteren bilden ein neues Coordina- 
ten-System, welches dem weitern Fortschritt der dort geführten Untersuchung 
sehr förderlich ist. Die Vergleichung jenes Werkes mit dem gegenwärtigen 
ist im höchsten Grade lehrreich. | 

Die Theorie der Wärme bildet dort den Ausgangspunkt der Unter- 
suchung. Die Gleichung d, F =0, 
in welcher die Grösse 4, F der in dem Früheren betrachtete Differential- 
Parameter der zweiten Ordnung von F ist, erscheint hier als die Bedingung 
des Gleichgewichtes der Temperatur; wenn alsdann e ein bestimmter Werth 
der Function F ist, Fey, 2) = 6, 
so repräsentirt diese Gleichung eine Isotherm-Fläche, d. i. den Ort 
aller der Punkte des betrachteten Raumes, die dieselbe Temperatur e haben. 
Der Parameter e bestimmt eine besondere Oberfläche der durch die obige 
allgemeine Gleichung dargestellten Familie von Isotherm-Flächen und 
M. Lamé nennt ihn den thermometrischen Parameter derselben. Da für 
die analytische Theorie der Wärme die Betrachtung von Isotherm-Flächen 
von fundamentaler Wichtigkeit ist, so hat die Aufsuchung des Kennzeichens 
der Isothermie — denn nicht alle Flächen sind im Allgemeinen Isotherm- 
Flächen, sondern sie werden es nur unter besonderen, von ihren geometri- 
schen Parametern erfüllten Bedingungen — besondere Bedeutung. Die 
Aufsuchung dieser Bedingungen liefert das merkwürdige Ergebniss, dass 
den speciellen Fällen der Oberfläche gweiten Grades die 
sämmtlichen elementaren Transcendenten des Integral- Cal- 
culs als solche Bedingungen entspringen; nämlich beispielsweise 
wie folgt: Kreis -Cylinder x? + y* = 2° oder Umdrehungs-Paraboloide 
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sind isotherm, wenn À = aef, 
(logarithmische Transcendente); elliptische und hyperbolische Cylinder 
x? y? 
Bt Roe =" 
ef + e E 
wenn Ae e. 
2 
: ef — e? 
und somit yi— e= c . — — 


2 


ist (sinus und cosinus, sowie hyperbolische sinus und cosinus). In solcher 
Weise entsprechen den hyperbolischen Cylindern und den planetarischen 
Ellipsoiden die trigonometrischen und den Umdrehungs-Hyperboloiden und 
den eiförmigen Elipsoiden die Exponential-Functionen als Bedingungen 
der Isothermie. 

Wenn man aber dieselben Bedingungen für die allgemeinen Oberflächen 


des zweiten Grades 
x y? 
F 
aufsucht, so erhält man die elliptischen Functionen und erkennt, dass 
dieselben angesehen werden können als die geometrischen 
Parameter der allgemeinen Oberflächen zweiten Grades, in- 
sofern dieselben Isothermflächen sind. Das Studium dieser Func- 
tionen, ihre Theorie von diesem mathematisch- physikalischen Gesichtspunkte 
aus, bildet den Inhalt jenes Werkes; die Entdeckungen von Euler, Abel und 
Jacobi ergeben sich im lichtvollsten und überraschendsten Zusammenhange. 

Und diese mathematisch- physikalischen Gesichtspunkte sind auch dem 
gegenwärtigen und bis jetzt neuesten Werke des Verfassers — hoffentlich 
vervollständigt er seine Publicationen recht bald durch die „analytische 
Theorie der Wärme“ — nicht fremd; im Gegentheil sie beherrschen es und 
wir würden unsere Pflicht als Referent nur halb erfüllen, wenn wir nicht 
die umfassenden Gesichtspunkte und die Einzelausführungen desselben, 
so weit es in aller Kürze möglich ist, darlegen wollten. 

Denn die Theorie der krummlinigen Coordinaten ist nicht nur aus der 
mathematischen Physik hervorgegangen, sondern sie hat auch in derselben 
ihr eigentliches Gebiet, findet dort ihre bedeutendsten Anwendungen. 

Und das gegenwärtige Werk muss gewiss, so bedeutend es auch in 
rein mathematischer Beziehung ist, noch höher gestellt werden, als eine 
Studiezur mathematischen Physik betrachtet; als solche ist es von 
seltenem Werthe und dem Studium aller derer dringend zu empfehlen, die 
sich für den Fortschritt derselben gründlich interessiren. 

M. La mé beginnt sein Werk mit dem Begriffe der Punkt- Function, 
den er auf jede Grösse anwendet, die in jeden Punkte des begrenzten od. 
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unbegrenzten Raumes einen besonderen und bestimmten Werth hat; eine 
solche variirt stetig von einem Punkte zum andern und ist in jedem Coordi- 
naten-System ausdriickbar. e 

Wenn man alle diejenigen Punkte des Raumes denkt, in 
welchem dieselbe den nämlichen numerischen Werth be- 
sitzt, so erhält man eine Fläche, und die allgemeine Voraus- 
setzung der Constanz liefert eine Familie solcher Flächen, 
die den Wirkungsraum der Punkt- Function erfüllt. 

In einer im Gleichgewichte befindlichen Flüssigkeit entspricht jedem 
Punkte ein Druck normal zu allen den Flächen-Elementen, denen angehö- 
rig dieser Punkt angesehen werden kann und für alle von derselben Inten- 
sität; dieser Druck ist die Punkt-Function der Hydrostatik, ein bestimmter 
Werth kommt ihr für alle Punkte einer bestimmten Oberfläche zu, in wel- 
cher jeder Punkt die Eigenschaft besitzt, dass die Richtung der Resultante 
aller äusseren Kräfte mit seiner Normale zusammenfällt, und ihre Constanz 
im Allgemeinen liefert eine Familie solcher Oberflächen, welche den gan- 
zen von der Flüssigkeit eingenommenen Raum erfüllen. Es ist die Fami- 
lie der Niveau- Flächen. 

Wenn man nach dem Gesetz der allgemeinen Schwere für einen 
Punkt des Raumes die Summe bildet, deren Glieder die Quotienten sind 
aus den Massen aller übrigen Punkte des Raumes durch ihre respecti- 
ven Entfernungen von ihm, so erhält man diejenige Punkt- Function, 
welche als die Potential- Function in der Gravitations -Theorie bezeichnet 
wird, und deren partielle Differentiale die Composanten der Attraction lie- 
fern. Sie hat für alle Punkte einer gewissen Oberfläche, die zugleich überall 
zur Resultante der Attraction normal ist, denselben Werth und ihre Con- 
stanz im Allgemeinen bezeichnet die Familie dieser Oberflächen, gleichfalls 
Ni veau- Flächen genannt, die den Raum erfüllen. 

In dem Gleichgewichtszustand der Wärme ist die Temperatur die Punkt- 
Function und ihre Constanz definirt die Familie der Isotherm- Flächen. 

Wenn man endlich zu den drei Veränderlichen, welche die Coordinaten 
repräsentiren, die Zeit als eine vierte hinzufügt, so entspricht jedem andern 
Zeitpunkt eine neue Familie jener Flächen und die Gleichung zwischen ihnen 
ist der Ausdruek des Bewegungszustandes, durch welchen die Fa- 
milien des nächsten Augenblicks aus denen des gegenwärtigen hervorgehen. 

Man sieht, jenem Gebiete der Ponkt Function mit drei Ver- 
änderlichen fällt die Statik in allen Gebieten der mathemati- 
schen Physik anheim; das Hinzutreten der Zeit als einer vier- 
ten Veränderlichen beherrscht die Dynamik der nämlichen 
Erscheinungs- Gebiete; sie wird die Auflösungen der Probleme der 
himmlischen Mechanik vervollständigen, sie umfasst die Hydrodynamik, die 
Theorie der tönenden und leuchtenden Wellen, die der Erwärmung und Ab- 
kühlung der Körper. 
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Wenn nun — um den analytischen Vorgang kurz zu zeichnen — in 
einem dieser verschiedenen Zweige der mathematischen Phy- 
sik eine Untersuchung zu führenist, sobestehen die Data des 
Problems einerseits in einer Gruppe von partiellen Differen- 
tial-Gleichungen der zweiten Ordnung, welche die beherr- 
schenden physikalischen Gesetze repräsentiren, anderer- 
seits in gewissen Differential-Gleichungen der ersten Ord- 
nung, welche dieselben Functionen für die ander Oberfläche 
des betrachteten Körpersgelegenen Punkte zu erfüllen ha- 
ben. Man macht die dadurch geforderte Integration mög- 
lich, indem man ein Coordinatensystem wählt, in welchem die 
Punkte der Oberfläche durch die Constanz einer der Coordi- 
naten repräsentirt werden; so beim rectangulären Prisma mit Hilfe 
der rechtwinkligen Cartesischen, beim geraden Cylinder mit Hilfe der Polar- 
Coordinaten; so entsprang der Behandlung von Fragen tiber die Kugel das 
System der sphärischen und derjenigen von solchen über das Ellipsoid das 
der ellipsoidischen Coordinaten. 

So hat insbesondere die Untersuchung des Wärmezustandes im drei- 
axigen Ellipsoid M. Lamé auf die ellipsvidischen Coordinaten geführt, 
Die drei Flächenfamilien desselben sind nicht nur confocal und orthogonal, 
sondern auch isotherm, so dass sich auf sie der Begriff der thermometrischen 
Parameter überträgt. 

Aber am vollständigsten wird doch gerade der allgemeine 
Begriff des krummflächigen Orthogonal-Systems gefordert 
durch die mathematische Theorie der Elasticität, weil die 
Gesetze, die das innere Gleichgewicht eines festen Körpers 
regieren, selbst auf die Betrachtung dreier Familien von Or- 
thogonalflächen hinführen. Im Zustande des elastischen Gleichgewich- 
tes entsprechen nämlich jedem Punkte des festen Körpers drei und nur drei 
zu einanderrechtwinkliche, ebene Elemente, auf welche die elastischen Kräfte 
normal wirken; sie verändern ihre Lage von einem zum andern Punkte ste- 
tig und bilden so die drei Familien von Orthogonalflächen, welche 
M. Lame unter dem Namen eines isostatischen Systems zusammen- 
gefasst hat. In der nahe liegenden Bemerkung, dass die Parameter der 
drei dem nämlichen Punkte entsprechenden Orthogonal - Flächen des 
Systems eben diesem Punkte charakteristisch angehören und deshalb als 
seine Coordinaten angesehen werden können, liegt der Ursprung zur Idee 
der allgemeinen krummlinigen Coordinaten. Eben weil hier — wir be- 
merken es beiläufig — die Anwendung der krummlinigen Coordinaten der 
Orthogonal-Systeme so ganz die eigentliche Natur der Sache ausdrückt, be- 
gegnet die Auflösung des allgemeinen Problems über das elastische Gleich- 
gewicht des rectangnlären Prisma’s so untiberwindlichen Schwierigkeiten. 

So ist denn das ganze Werk von mathematisch-physika- 
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lischen Gesichtspunkten beherrscht. Und so ist es natürlich, dass 
man für jene in der allgemeinen Theorie der krummlinigen Orthogonal- 
systeme so bedeutsam hervortretenden Functionen, die als Differential-Pa- 
rameter der ersten und zweiten Ordnung erschienen und welche die constan- 
ten vom Coordinatensystem unabhängigen Relationen der Krümmungen des 
Orthogonalsystems beherrschen, auch nach ihrer physikalischen oder so zu 
sagen natürlichen Definition sucht. Wir stellen sie zusammen. 

Der erste Differential- Parameter der Potential-Function in der Theorie 
der Gravitation ist die Resultante der anf die Einheit der Masse ausgeiib- 
ten Attractionen, und in der Hydrostatik ist der erste Differential- Parame- 
ter des Drucks dem Producte der Resultante der äusseren Kräfte in die 
Dichtigkeit gleich. Man kann daher den Differential- Parameter 
der ersten Ordnung einer solchen Punkt- Function wohl als 
die Kraft bezeichnen. 

Der Begriff des Differential-Parameters der zweiten Ordnung entspringt 
am directesten aus der analytischen Theorie der Wärme; wenn man die 
Wärmebewegung, d. i. die Wärmezunahme und den Wärmeverlust, innerhalb 
eines rechtwinkligen Elementar-Parallelepipedes von den Seiten 


d F 

ai — © 2 do, 9 
wo k die von der Dichtigkeit, der specifischen Wärme und dem Leitungs- 
vermögen des Körpers abhängende Constante ist, fiir die allgemeine Glei- 
chung. Dieselbe zeigt, dass das Wachsthum der Temperatur in jedem 
Punkt mit dem zweiten Differential- Parameter derselben übereinstimmt. 
In der Unabhängigkeit dieses Wachsthums vom Coordinaten-System erblicken 
wir den physikalischen Ausdruck von der gleichen Unabhängigkeit des 
Differential-Parameters derzweiten Ordnung. Man kann dem- 
gemäss diesen letzteren etwa als das Wachsthum oder als die calo- 
rische Acceleration bezeichnen. Man sieht, wie direct sich als die 
Definition der Isotherm - Flächen die Bedingung 

4, F = O 


k 


ergiebt. 
Die nämliche Gleichung 
4, F=0 
` ist die allgemeine Gleichung in der Theorie des Potentials. In der 
allgemeinen Theorie der Elasticität festerhomogener Kör- 
per bewähren die Projectionen der molekularen Lagenveränderung und die 
Composanten der elastischen Kräfte im Gleichgewichtszustande die allge- 


meine Gleichung A:. A: F 0, 


Literaturzeitung. 33 


— tan tl a — x ol el all BEL, ae” am TT Ta aac a ein in ce ie natin iti mL DL DZ dia didi din dip did die PLA LE GL DH LG 


die cubische Ausdehnung ® wird durch das Gesetz 
4,9=0 
im Zustande des Gleichgewichts und durch das andere 


im Schwingungszustande regiert. 

In so ausgezeichneter Weise zeigen sich die physikalischen Phänomene 
von dem zweiten Differentialparameter der Punktfunctionen abhängig, die in 
ihnen auftreten, wie um diesen als eine natürliche Derivirte vor allen 
andern zu bezeichnen. 

Und diesen überall schon in den Grundgedanken ruhenden mathema- 
tisch-physikalischen Gehalt ergänzen noch die Anwendungen der allge- 
meinen Theorie, welche drei Fünftel des Buches umfassen. (Legons IX— 
XX.) Sie sind der Dynamik und Theorie des Potentials (Leg. IX, X) der 
Theorie der Isotherm-Systeme (Leg. XI— XIII) und der allgemeinen Theo- 
rie der Elasticität (Leg. XV—XX) gewidmet. Die XIV.Vorlesung ist über- 
diess der Transformation der Orthogonal-Systeme durch reciproke Radien- 
vectoren gewidmet. 

Von der grössten Bedeutung sind hier die Anwendungen auf die Elasti- 
citäts-Theorie fester homogener Mittel. Man kennt, wie wir hoffen, in 
Deutschland ziemlich allgemein das schöne Werk unseres Autors „Legons 
sur la theorie mathématique de l'élasticité des corps solides. Paris 1852.“ Am 
Schlusse der allgemeinen Theorie, vor dem Uebergang zu der ausführlichen 
Anwendung der Elasticitäts-Theorie auf die Erklärung der Erscheinungen 
der doppelten Brechung, verweist dort der Verfasser aufsein Mémoiretiber 
die isostatischen Oberflächen in Liouville’s Journal, als in wel- 
chem er die Gleichungen der Elasticität in krummlinige Coordinaten trans- 
formirt habe. Hier findet man diese Untersuchung wieder aufgenommen und 
weitergeführt. Man findet aber insbesondere die vollständige Integration der 
allgemeinen Gleichungen der Elasticität für den Fall einer homogenen sphä- 
rischen Enveloppe von constanter Elasticität, deren Mäntel bekannten von 
einem Punkt zum andern veränderlichen Druck - oder Zugkräften unterwor- 
fen sind. Diese schöne Untersuchung ist auch in Form einer eigenen Schrift 
erschienen. 

Eine besondere Erwähnung gönnen wir endlich noch einigen Bestand- 
theilen des Inhalts der Vorlesungen IX und X, die der Dynamik gewidmet 
sind. Die allgemeinen Gleichungen der Bewegung eines materiellen Punk- 
tes sind hier in die krummlinigen Coordinaten übertragen und manche 
schöne Anwendung ist davon gemacht ; insbesondere führt die Betrachtung 
der Bewegung unter dem Einflusse von Attractionskräften, wo der Parame- 
ter ein Potential ist, zu ausgezeichnet einfachen Formeln. Die Interpre- 
tation dieser Fntwickelung lehrt, dass das Wachsthum derlebendi- 


gen Kraft gleich der durch das Wachstham,des)Potentials 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, VI. 2. 3 
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multiplicirten angezogenen Masse ist; für die Masseneinheit giebt 

demnach der Parameter der Niveauflächen oder das Potential durch sein 

Wachsthum die Arbeit der Attraction und rechtfertigt so seinen Namen. 
Und wenn man die Geschwindigkeit in Funktion der Coordinaten aus- 


2 
drückt, so gilt für die lebendige Kraft K die Gleichung 


4 
2 
die nämliche Gleichung, welche für einen festen homogenen 
Körper das Gesetz der Temperatur im Zustande des thermi- 
schen Gleichgewichts giebt; gewiss eine schöne Erinnerung an die 
Grundgedanken der mechanischen Wirmetheorie! 

Indem sodann M. Lamé den Gedanken verfolgt, dass die Parameter 
der den Niveau-Flächen conjugirten Systeme von Orthogonal-Flächen ihrer- 
seits andere Eigenschaften der Bewegung ausdrücken mögen, und denselben 
speciell auf den Fall einer anziehenden geraden Linie oder des cylindri- 
schen Potential’s anwendet, gelangt er zu weiteren interessanten Ergebnissen. 

Sie sind in den Gleichungen 


= 0, 


2 
4e d. 2 und de, = V?d = do 


enthalten, in welcher letzteren 4® den Contingenzwinkel der Trajectorie des 
Punktes bedeutet, während À der Krümmungshalbmesser und do das Bogen- 
Element derselben ist. Die erstere ze gt, wie das Wachsthum des cy- 
lindrischen Potentials 9 die Arbeit der Attraction oder ge- 
nauer gesprochen der tangentialen Composante derselben 
liefert. Man muss die zweite als Definition einer andern Arbeit betrachten, 
die bisher noch unbeachtet geblieben ist; der Parameter 


y? 
H TE fre 


des conjugirten Systems der orthogonalen Cylinder liefert 
durch sein Wachsthum den Ausdruck der von der Normal- 
Composante der Attraction geleisteten Arbeit. 

Wenn eine Kraft einen materiellen Punkt eine krummlinige Bahn 
durchlaufen lässt, so besteht ihre Arbeit in der Besiegung des Widerstandes, 
welchen derselbe den Veränderungen seiner Bewegung entgegensetzt, oder 
wie man kurz sagt, in der Ueberwindung der Trägheit. Ihre tangen- 


dV ; 
tialo Composante u 7777 überwindet den Widerstand gegen die Veränderung 


der Geschwindigkeit, die normale Composante dagegen den Widerstand 
gegen die Veränderung der Richtung; jene Composante der Trägheit wirkt 
in dem der Richtung der Geschwindigkeit entgegengesetzten Sinu, diese in 
der Richtung des Krümmungs-Radius in dem vom Centrum hinwegführen- 
den Sinne. So ist es zu verstehen, wenn M. Duhamel sagt, dass die 
Centrifugalkraft die Normal- Composante der Trägheit ist. 
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Für die veränderliche geradlinige Bewegung führen diese Betrachtun- 
gen auf die Definition der Masse, nach welcher dieselbe der Widerstands- 
coefficient des materiellen Punktes ist. Für die krummlinige Bewegung 
fordert die Weiterführung derselben Betrachtungen eben die Einführung 
jener neuen Arbeit der Normal-Composante der Trägheit, welche wir defi- 
nirten. 

Wir hielten diese Erweiterung des Begriffs der Arbeit ftir wichtig ge- 
nug , um ihr eine besondere Erwähnung zu widmen. 

Aber wir durften auch nur für etwas wirklich Wichtiges die Länge die- 
ser Anzeige noch vermehren; doch mag sie sich selbst entschuldigen; wo 
so viel Neues und Eigenthümliches ist, kann die einfache Aufzählung des 
Inhalts nicht genügen, der Referent wird immer den Versuch machen müs- 
sen, von dem Eigenthümlichen eine Idee zu geben und den herrschenden 
Gedankenkreis zu erläutern. 

Man wird es billigen, wenn überall in dem Vorhergehenden die Auf- 
gabe des Referenten allein berücksichtigt worden ist; gegenüber einem 
Forscher von der Bedeutung George Lamé’s halten wir das Referiren für 
passender als das Recensiren. Wenn wir einen Wunsch aussprechen möch- 
ten, dem das Werk innerhalb seiner Sphäre nicht genügt, so ist es der um 
häufigere Anführung der Arbeiten Anderer, die auf demselben weiten Ge- 
biete Bedeutendes geleistet haben; der Kundige wird solcher an nicht we- 
nigen Stellen gedenken. Doch wollen wir auch darüber mit dem Autor 
nicht rechten. Wir wollen hier nur noch hinzufügen, dass die Schrift: 
„Die Potentialfunction und das Potential. Ein Beitrag zur mathematischen 
Physik von Dr. R. Clausius. Leipzig 1859.“ eine vortreffliche Einfüh- 
rung in das Studium des Lamé'schen Werkes ist. 

Mit zwei literarischen Bemerkungen, deren eine sich den Anwendun- 
gen auf die Mechanik anschliesst, während die andere zu der rein geo- 
metrischen Bedeutsamkeit des ellipsoidischen Coordinatensystems zurück- 
führt, schliessen wir endlich diese Anzeige. 

Im XXI. Bande des „Journal de l'école impériale polytechnique“ (Paris 
1858) hat M. J. N. Haton de la Goupilliére in zwei Abhandlungen: 
„Sur une theorie nouvelle de la géométrie des masses“ (p. 35—96) sehr schöne An- 
wendungen der Grundgedanken des ellipsoidischen Systems auf die Unter- 
suchung der in der Theorie der Trägheitsaxen sich darbietenden Integrale 
£Z mzy gemacht; wir empfehlen sie zur Beachtung. 

In einer der „Faculté des Sciences“ von Paris am 7. Ang. 1854 vorgeleg- 
ten These hat M. C. A. Valson die ellipsoidischen Coordinaten auf die . 
Theorie des Ellipsoids und der auf demselben verzeichneten Figuren an- 
gewendet und mittelst dieser Methode reiche Entdeckungen über die Focal- 
Eigenschaften der Oberflächen zweiter Ordnung gemacht, welche besonderes 
Interesse durch die Vergleichung mit der im 56. Bande von Crelle’s Jour- 
nal veröffentlichten, der Akademie der Wissenschaften zu Berlin im April 
1858 vorgelegten, Abhandlung: ,, Ueber die Focalpunkte der Oberflächen 
zweiten Grades“ von Heilermann gewinnen. 

Endlich hat derselbe französische Autor in dem eben vollendeten 
XIX. Bande der ,,Nouvelles Annales de Mathématiques par Terquem et Gerono“ 
(p. 298) die Anwendung seiner Methode auf die Oberflächen zweiten Gra- 
des, welche keinen ‚Mittelpunkt haben, mitgetheilt *). FIEDLER. 


*) So eben wurde von Mallet-Bachelier das Erscheinen von: ,, Leçons sur la 
théorie analytique de la chaleur, par G. Lamé,‘‘ angekündigt. 
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Grundzüge des auf menschliche Sterblichkeit gegründeten Versicherungs- 
wesens, von Dr. Pu. FISCHER, Lehrer der höheren Mathematik 
an der höheren Gewerbschule zu Darmstadt. — Erste Abtheilung : 
Bestimmung der Sterblichkeitsverhältnisse. — Oppen- 
heim, Ernst Kern. 1860. 

Wiewohl die Ermitteluug der Gesetze der menschlien Sterblichkeit, 
namentlich wegen des hohen Aufschwunges, welchen in der neuern Zeit 
das hierauf gestützte Versicherungswesen genommen hat, von der grössten 
Bedeutung geworden ist, muss man doch zugeben, dass die Kenntniss 
dieser Gesetze noch ziemlich im Argen liegt, wenn auch ein Ueberfluss 
von sogenannten Sterblichkeitstabellen vorhanden ist. Die grösste Zahl 
dieser Tabellen ist nämlich völlig unbrauchbar, einesthejls in Folge des 
Umstandes, dass sie aus einem höchst unvollkommenen Beobachtungsmate- 
rial abgeleitet sind, mehr aber noch dadurch, dass von Vielen dieses Ma- 
terial auf eine ganz ungerechtfertigte Weise benutzt worden ist, und dass 
nur Wenige verstanden haben, auch hier diejenigen Methoden zur Auwen- 
dung zu bringen, welche in den verschiedenen Zweigen der angewandten 
Mathematik benutzt werden, um aus mangelhaften Beobachtungen wenig- 
stens die wahrscheinlicherweise wichtigsten Resultate abzuleiten. Dem vor- 
liegenden Buche gebührt das Verdienst, dasjenige, was in der neuern Zeit, 
namentlich seit Moser*) zur Beleuchtung der Mängel älterer und neuerer 
Sterblic bkeitstafeln und zur Aufstellung richtiger Grundprincipien gesche- 
hen ist, und was bis jetzt an verschiedenen Stellen zerstreut lag, gesam- 
melt und durch die Resultate eigener werthvoller Untersuchungen des Ver- 
fassers vermehrt, zu enthalten. 

Das Buch, welches die erste Abtheilung eines grösseren Werkes über 
das auf die menschliche Sterblichkeit gegründeten Versicherungswesens 
bilden soll, zerfällt in fünf Kapitel, deren erstes sich mit den Sterblich- 
keitsverhältnissen im Allgemeinen beschäftigt und die Begriffe der Wahr- 
scheinlichkeit a posteriori überhaupt, sowie der Sterbens - und Lebenswahr- 
scheinlichkeit insbesondere erläutert. Aus diesen Begriffen wird die zweck- 
mässigste Einrichtung der Sterblichkeitstabellen abgeleitet. — Von beson- 
derer Wichtigkeit ist das zweite Kapitel, mit der Ueberschrift: „Die 
Entstehung der ersten Sterblichkeitstabellen und deren Folgen“, welches 
die Mängel der grösseren Anzahl früherer Sterblichkeitsbestimmungen blos- 
legt. Nach einer kurzen historischen Einleitung über die hierher gehörigen 
Bestimmungen des römischen Rechtes und einige spätere Versuche, wendet 
sich dasselbe zu der ersten eigentlichen Berechnung von Sterblichkeits- 
verhältnissen, welche im Jahre 1692 veröffentlicht wurde und dem berühm- 
ten englischen Astronomen Halley ihre Entstehung verdankt, sowie zu 
der hiervon abgeleiteten sogenannten „Halley’schen Methode“ der Berech- 
nung von Mortalitätstafeln. Der Verfasser ermittelt hierbei sowohl auf 
theoretischem als practischem Wege die Grösse der Fehler, welche bei die- 
ser Methode daraus entspringen, dass sie unter Voraussetzung einer constant 
bleibenden Bevölkerung aus blossen Todtenlisten ohne Rücksicht auf die 
Anzahl der Lebenden, aus denen die Todten hervorgegangen sind, Sterb- 
lichkeitstabellen construirt. Von Interesse ist der Nachweiss, dass, wo ge- 
nügendes Material vorliegt, um die aus der Halley’schen Methode abgelei- 
teten falschen Zahlen durch gleichzeitige Rücksichtnahme auf die Bevöl- 
kerungslisten zu corrigiren, die bedeutenden Differenzen zum grossen Theil 


SI In seinem 1839 erschienen Werke: „Die Gesetze der Lebensdauer.“ 
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verschwinden, welche sich zwischen diesen Zahlen und den Wahrnehmungen 
geschlossener Gesellschaften ergeben, bei denen nicht allein die Gestorbe- 
nen, sondern auch die Lebenden gezählt wurden. Der von Süssmilch er- 
fundene Begriff der „ausgesuchten“ und „ausgesuchtesten“ Gesellschaften, 
welche nach andern Gesetzen als das übrige gemeine Volk absterben sol- 
len, erhält hierdurch seine verdiente Abfertigung. — Das dritte Kapitel 
handelt von der weiteren Entwickelung der Theorie der Sterblichkeitsver- 
hältnisse und unterwirft zunächst die Zulässigkeit einiger angeblichen Ver- 
besserungsversuche der Halley’schen Methode einer gründlichen mathema- 
tischen Untersuchung. Hieran schliesst sich die Betrachtung der wirklichen 
Fortschritte, welche in der neueren Zeit durch die Bemühungen von Tell- 
kampf, Heym u. A. in der Theorie bei Ermittelung der eigentlichen Ster- 
benswahrscheinlichkeiten gemacht worden sind. — Das vierte Kapitel ent- 
hält eine strenge Kritik einer grossen Anzahl der vorhandenen Sterblich- 
keitstabellen, sowohl mit Rücksicht auf die Art ihrer Entstehung, als den 
daraus abzuleitenden Grad ihrer Zuverlässigkeit. Wie wenig Vertrauen die 
grössere Zahl dieser Tafeln verdient, kann unter Anderem aus dem über- 
raschenden Resultate abgeleitet werden, dass in den hier besprochenen Ta- 
bellen die wahrscheinliche Lebensdauer der Neugeborenen zwischen den 
Grenzen von 1 Jahr und 63 Jahren schwankt. — Im letzten Kapitel handelt 
der Verfasser von der Construetion richtiger Sterblichkeitstabellen und giebt 
hierbei diejenigen Methoden an, welche von ihm selbst bei Berechnung 
solcher Tafeln benutzt worden sind. Neu sind die auf das Gewicht der 
einzelnen Beobachtungszahlen bezüglichen Resultate, sowie die dem Ver- 
fasser eigenthümliche Ausgleichungsmethode für Werthe der Sterbenswahr- 
scheinlichkeiten, welche aus verschiedenen Altersjahren stammen, und die 
Untersuchung über die Correctionen, welche bei geschlossenen Gesellschaf- 
ten an den Sterbenswahrscheinlichkeiten wegen der aus anderen Ursachen 
als Tod innerhalb eines Jahres Ausscheidenden, sowie wegen der Eintre- 
tenden anzubringen sind, wenn die Zeit dieses Aus- und Eintrittes nicht 
näher angegeben ist. Kann man auch, namentlich was die vom Verfasser 
benutze Ausgleichungsmethode betrifft, rticksichtlich der Grundlage der- 
selben, vielleicht anderer Ansicht sein, so verdient doch die Klarheit und 
die mathematische Strenge volle Anerkennung, mit welcher derselbe die 
Consequenzen der von ihm aufgestellten Princip ien verfolgt, und von wel- 
cher er bereits in mehreren früheren Werken aus dem Gebiete der reinen 
und angewandten Mathematik vollgültige Proben abgelegt hat“ ). 

Den Schluss des Buches bilden zwei vollständig durchgeführte Rech- 
nungsbeispiele, nämlich die Berechnung zweier Sterblichkeitstabellen, der 
einen für das männliche Geschlecht, vom 25sten bis zum 85sten Lebens- 
jahre reichend, der andere für das weibliche Geschlecht, vom 18ten bis 
zum 86sten Lebensjahre. Dieselben stützen sich auf die Erfahrungen, 
welche in der königlich preussischen allgemeinen Wittwenverpflegungs- 
anstalt zu Berlin während der Jahre 1776 bis 1852 gemacht worden sind. 


*) Wir erinnern an des Verfassers „Lehrbuch der höheren Geodäsie“, sowie an 
seine Bearbeitung mehrerer Theile des Francoeur’schen Lehrcurses der reinen Ma- 
thematik, von denen namentlich die beiden zuletzt erschienenen: 

Lehrbuch der algebraischen Geometrie u. s. w., und 

Lehrbuch der analytischen Geometrie in der Ebene 
sich durch selbstständige Behandlung und Anordnung des Stoffes und vielfache Auf- 
nahme neuerer Methoden dem Original gegenüber auszeichnen. 
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Referent kann hierbei die Bemerkung nicht verhehlen, dass er für zweck- 
mässiger gehalten hätte, den Anfang der Tabelle für das männliche Ge- 
schlecht um ein Jahr zu verschieben. In Folge des Umstandes nämlich, 
dass für das 25ste Lebensjahr nur die geringe Zahl von 5 beobachteten 
Todten vorliegt, hat die Sterbenswahrscheinlichkeit für dieser Alter haupt- 
sächlich durch Ausgleichung mit Benutzung. der Nachbarjahre abgeleitet 
werden müssen. Dass dadurch die unmittelbar beobachtete Wahrschein- 
lichkeit von 0,0033 durch Ausgleichung bis auf 0,0062 erhöht worden ist, 
könnte gegen die Zulässigkeit der verwendeten Methode leicht beträcht- 
liche Zweifel hervorrufen. 

Man wird aus der vorstehenden Inhaltsangabe ersehen, dass das be- 
sprochene Buch nicht allein die Aufmerksamkeit derjenigen verdient, 
welche zu der Theorie und Praxis des anf die menschliche Sterblichkeit 
gegründeten Versicherungswesens in näherer Beziehung stehen, sondern 
dass es auch mancherléi vom mathematischen Standpunkte aus Interessan- 
tes enthält. Bedanerlich ist nur, dass an mehreren Stellen, namentlich des 
letzten Kapitels, die Resultate der mathematischen Entwickelungen durch 
Druckfehler nicht unbeträchtlich entstellt worden sind. 

Zum Schlusse stimmt der Referent mit dem Verfasser in dem Wunsche 
überein, dass die Directionen und Vorstände der Versicherungsgesellschaf- 
ten, in deren Interesse hauptsächlich die Fortbildung der Theorie der 
Sterblichkeitsverhältnisse liegt, durch geeignete Veröffentlichung des in 
ihren Archiven enthaltenen Beobachtungsmateriales mehr, als es bis jetzt 
von vielen derselben geschen ist, beweisen mögen, dass ihnen daran ge- 
legen ist, ihre Institute auf tüchtige Grundlagen zu basiren. Der Verfasser 
stellt eine zweite Abtheilung seines Buches in. Aussicht, welche sich mit 
der Theorie und Praxis des Versicherungswesens beschäftigen soll. In der- 
selben verspricht er, diejenigen Versicherungsinstitute, welche bis dahin 
den Verpflichtungen nicht nachgekommen sind, welche ihnen im allgemei- 
nen Interesse obliegen, einer ebenso strengen Kritik zu unterwerfen, als es 
in der vorliegenden Abtheilung mit den mangelhaften Methoden der Sterb- 
lichkeitsberechnung und den unbrauchbaren Tabellen selbst geschehen ist. 

O. Forr. 
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Recensionen. 


Beitrige zur Geschichte der griechischen Mathematik von Professor Dr. 
L. F. OFTERDINGER. Ulm 1860. 

Der Verfasser dieser kleinen Broschüre hat schon 1844 im 5. Bande 
des Grunert'schen Archivs eine Abhandlung veröffentlicht, welche er selbst 
als Vorarbeit des gegenwärtig Erschienenen bezeichnet. In der That bil- 
det der fast wortgetreue Abdruck dieser Abhandlung: „Ueber die Auffindung 
mathematischer Wahrheiten bei den Griechen“, die erste Hälfte der vor- 
liegenden Schrift. In derselben wird behauptet, was den meisten Mathe- 
matikern längst unzweifelhaft war, dass die Griechen gewisse Methoden 
zur Auffindung von Sätzen besessen haben müssen, welche verschieden 
waren von den Methoden der Beweisführung. Als solche Hilfsmittel der 
Erfindung werden genannt: | 
| . die Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie, 

. die Anwendung der Geometrie auf die Arithmetik, 

. die mechauischen Hilfsmittel (insbesondere das Zeichnen), 

. die angewandte Mathematik (z. B. Statik), 

. die Analogie, 

. die Induction. l , 

Von diesen Erfindungsmethoden sind dann einige Beispiele aus grie- 
chischen und späteren Autoren angeführt. Die zweite Hälfte der Broschüre, 
welche neu erscheint, behandelt in 4 Paragraphen: die problematische Ana- 
lysis, die Auffinduug der Analysis; Data und Orte, endlich die geometri- 
schen Aufgaben des Apollonius. Wesentlich Neues wird der Leser wohl 
nicht darin entdecken. Ganz angenehm ist in den beiden letzten Paragra- 
phen die Zusammenstellung der verschiedenen Ausgaben der darin bespro- 
chenen Werke. Verwirrend hingegen muss es auf den historischen Laien 
wirken, wenn das Wort Datum bald in der euclidischen, bald in der nicht- 
. euclidischen Bedeutung gebraucht wird (z. B. 8. 12 und 8), ohne dass auf 
diesen Doppelsinn aufmerksam gemacht wird. Endlich scheint Herr Ofter- 
dinger das Werk von Chasles über die Porismen als eine neue Ausgabe 
des griechischen Textes des Pappus zu betrachten, und verspricht uns des- 

Literaturztg. d. Zetsch f. Math. u. Phys, VI, 3. "d 
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halb eine ganz neue Untersuchung über dieses Werk, welche bei einer an- 
deren Gelegenheit gegeben werden soll. Der Herr Verfasser wird sich 
inzwischen wohl iiberzeugt haben, dass er Ach damit wohl überflüssige Ar- 
beit machen würde. CANTOR. 


Prolegomenes philosophiques de. la geomelrie et solution des 
postulais par J. DeLBörEur. Liège 1860. 

Es ist keiner Frage unterworfen, dass das uns zur Beurtheilung vor- 
liegende Werk ein in vielfacher Beziehung interessantes genannt werden 
muss. Sowohl was den eigentlichen Inhalt betrifft, als auch durch die fes- 
selnde Sprache hält es den Leser in fortwährender eifrigster Spannung und 
reizt zu wiederholtem Ueberdenken der wichtigsten Capitel aus der Philo- 
sophie der Mathematik. Wenn wir damit gleich von vornherein unsere 
ganz besondere Anerkennung des Geleisteten aussprechen, so müssen wir 
freilich hinzusetzen, dass bei alledem der Verfasser uns die Aufgabe, die 
er sich stellte, nicht vollständig zur Lösung gebracht zu haben scheint, 
wozu die Grösse jener Aufgabe am meisten beigetragen haben mag. Der 
Verfasser wollte einen doppelten Zweck damit erreichen. Er wollte die 
philosophische Verwandtschaft der Mathematik mit den übrigen Wissen- 
schaften nachweisen, er wollte ferner noch eine strenge, wahrhaft evidente 
Grundlage für die Geometrie finden, welche die gewöhnlichen Postulate 
nicht voraussetzte. Also wieder einer von den neuen, neuesten, aller- 
neuesten Beiträgen, Versuchen, Grundzügen u. s. w. der wahren Theorie 
der Parallellinien? Eigentlich ja! Aber ein solcher Beitrag, der jedenfalls 
unter den übrigen eine weit hervorragende Stellung einnimmt, und beson- 
ders in der allgemeinen Einleitung, sowie in dem kritischen, mehr nega- 
tiven Theile des Vortrefflichen viel enthält. g 

Wir wollen aus der Einleitung nur jene Stelle hervorheben, an wel- 
èher der Verfasser einerseits gegen den Apriorismus der Idealisten, ande- 
rerseits gegen den Empirismus der Seusnalisten ankämpft, wo er zeigt, wie 
die eine dieser Lehren zum Mysticismus, die andere zum Skepticismus 
führt. Mit Schärfe zeigt er in beiden Richtungen Widersprüche; allein 
was setzt er an die Stelle? Eine Theorie, welche dem Empirismus des 
Mill zu nahe steht, um nicht der Vermuthung Raum zu geben, dass am 
Ende doch die Erfahrung das Wesentliche, und die Ableitung der Wahr- 
heit aus der Erfahrung nur ein Nebensächliches sei, tiber welches allein 
noch ein philosophischer Streit möglich ist. Wir können daher auch nach 
Durchlesung dieses Buches noch Verehrer des Mill’schen Hauptwerkes 
bleiben und uns darüber freuen, dass, wie wir vernehmen, eine neue und : 
zwar vollständige Ausgabe der deutschen Uebersetzung in Bälde zu erwar- 
ten steht. Der Haupteinwurf, welchen Herr Delhoeuf gegen Mill vorbringt, 
zeigt selbst das Richtige unserer Behauptung über den geometrischen 
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Werth der Erfahrung. Wenn Mill angiebt, die Geometrie liefere adäquate 
Definitionen und sei evident, so frägt Herr Delboeuf nach der Begründung 
dieser Angabe, und ob es noch andere Wissenschaften gebe, in welchen 
adäquate Definitionen möglich sind. Die philosophische Berechtigung die- 
ser Frage ist unleugbar, zumal wenn das Verhältniss der Mathematik an- 
deren Wissenschaften gegenüber untersucht werden soll, aber für die Geo- 
metrie selbst genügt die empirisch feststehende Thatsache der Evidenz, 
welche von Herrn Delboef so wenig wie von einem Anderen angezweifelt 
wird. | Ä 

Wir haben schon oben bemerkt, dass der Geometer aus dem kritischen 
Theile des vorliegenden Buches viel lernen könne. Wir erinnern an dia 
vortreffliche Untersuchung der Begriffe: Analysis und Synthesis, an die 
Ableitung der Vorschriften in Bezug auf die innere Gestaltung eines Lehr- 
ganges der Geometrie, Vorschriften, welche zwar überaus einfach sind, 
aber nichtsdestoweniger nur zu häufig ausser Acht gelassen werden, wie 
z. B. dass eine gute Definition in der Geometrie genetisch sein müsse, dass 
die Beweise möglich kurz sein sollen, und insbesondere keiner Hilfslinien 
sich bedienen sollen, welche die Natur des Satzes nicht schon mit sich 
bringt u. s. w. Wir erinnern namentlich an die mathematische Prüfung 
der verschiedenen Beweisverfahren für den Satz von der Wiukelsumme 
des Dreiecks. Jeder Mathematiker wird in diesem Capitel ein schätzbares 
Material gesammelt finden, wie es sonst nur selten existirt. 

Unsere Pflicht als Recensent nöthigt uns jetzt auch einige Bemer-, 
kungen über den positiven Theil des Werkes ab. Der Verfasser erinnert 
selbst daran, dass eine wesentliche Grundlage für ihn eine Schrift des 
Dr. Ueberweg gewesen sei, welche zuerst 1851 im pädagogischen Archive 
Bd. XVII erschien, jetzt in französischer, vom Autor gebilligter Ueber: 
setzung dem vorliegenden Werke angefügt ist. Indem wir unsere Freude 
über diese Offenheit aussprechen, welche. für den wahren Freund der 
Wissenschaft charakteristisch ist, können wir Herrn Delboeuf gern zugeben, 
dass er über die Schrift, welche ihm zur Anregung diente, weit hinausge- 
gangen ist. Allein auch er hat uns von der vollständigen Richtigkeit sei- 
ner Deductionen nicht überzeugen können. Es liegt gewiss viel Wahres 
in dem Begriffe der Homogeneität des Raumes, der bei beiden Schriftstel- 
lern den eigentlichen Ausgangspunkt bildet, allein durchaus klar ist er 
uns in dem Sinne, wie er benutzt wird, auch nach wiederholtem Lesen 
noch nicht geworden. Möglich, dass die Schuld an uns liegt, indessen 
scheint Herr Delboeuf selbst von der Furcht nicht frei geblieben zu sein, es 
möge Manchem so gehen. Sagt er doch (S. 229 in der Anmerkung): Tous 
ces modes de démonstration sont fort simples; mais il faut s'être bien pénetre du 
principe de Phomogeneite pour en concevoir la puissance et l'application. Diese 
Durchdrungenheit zu erreichen, waren wir aber bisher nicht im Stande. 

Im Einzelnen möchten wir uns noch einige wenige Ausstellungen er- 

A? 


44 Literaturzeitung. 

lauben. Der Winkel wird (8. 233) definirt: Za figure formée par deux droites, 
qui partent d'un même point, se nomme angle. Aber kann man einen Winkel 
eine Figur nennen? Wir glauben nicht. Herr Delboeuf erinnert wieder- 
holentlich daran, dass man unerwiesenermaassen annehme, zwei Linien, die 
sich begegnen, schneiden einander. Er versucht (S. 285) einen Beweis da- 
von zu geben. Dazu nimmt er an, AB und CD seien gerade Linien, welche 
den Punkt E gemein haben, so dass L AE B CED == 190°, dann müssen 
auch die L AEC = BED sein und einander gegenüber liegen. Das Erstere 
geben wir vollständig zu, woher aber weiss man das Letztere, wenn es 
nicht erfahrungsmässig bekannt sein soll? Und dergleichen Fälle kommen 
noch mehr vor, wo Herr Delboeuf von einer Evidenz spricht, der wir kei- 
nen anderen Grund, als den der Erfahrung unterlegen können. So auf 
derselben S. 235, wo es heisst: Quelle que soit la direction prise pour norme, 
la valeur de bangle reste la même. Celle proposition est évidente par elle même. 
Zur Begründung unseres Einwurfes bemerken wir, dass der angeführte 
Satz in gewöhnlicher Ausdrucksweise heissen würde: L ABC — ABD 
== DBC, wie auch die 42 gelegen sein mag. Am klarsten wird in diesem 
positiven Theile Herr Delboeuf, wo er selbst empirisch zu Wege geht. So 
S. 235, wo er die symmetrischen Figuren durch Umdrehung, wie bei einem 
Handschuh erzeugt. Und so müssen wir zum Schlusse wiederholen: das 
Buch des Herrn Delboeuf verdient von jedein Geometer gelesen zu werden, 
vom Empirismus werden aber nur Wenige dadurch bekehrt werden, eher 
dürften Idealisten dadurch zu der entgegengesetzten Schule hinuberge- 
zogen werden. CANTOR. 


Analytische Geometrie der Kegelschnitte, mit besonderer Berücksichtigung 
der neueren Methoden, von Grorce SaLmon. Unter Mitwirkung 
des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. WILHELM FIEDLER. 
Leipzig, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 1860. 40 Bogen. 
gr. 8. 

Das englische Original, von dessen dritter, im Jahre 1855 veröffent- 
lichten Auflage das vorliegende Werk eine sehr freie Bearbeitung liefert — 
die erste Auflage erschien 1848 — führt den vollständigen Titel: 4 Treatise 
on Conic Seclions: containing an account of some of the most tmportant 
modern algebraic and geometric methods. By the Rev. George Salmon, A. M.. 
Fellow and Tutor, Trinity College, Dublin. 

Dasselbe enthält mehr, als sein Titel verspricht; es umschliesst in 
seinem Haupttheile eine fast vollständige Darlegung des gegenwärtigen 
Standes der auf die Kegelschnitte bezüglichen geometrischen Lehren, mit 
Zugrundelegung der wichtigsten algebraischen und geometrischen Metho- 
den, durch welehe namentlich in der neueren Zeit diese Theorie eine we- 
sentliche Förderung erlangt hat. Ein einleitender Abschnitt giebt die 


Literatu zeitung. 45 


—— — at ——V— 2 ——— —ꝛ— dE CP EL ET LT LU LU DL TU LT HU LI lle CS LL EE DIL LD PP OD LDL PTS PLE PO TO 


\ 


— — er 


Grundlehren der Cartesischen Coprdinaten - Geometrie, leitet aber in Kur- 
zem durch Aufnahme des erweiterten Coordinaten- Begriffes und nament- 
lich durch Einführung der Trilinear - Coordinaten und der dadurch beding- 
ten homogenen Gleichungsformen zu den umfassenderen Gesichtspunkten 
hin, durch welche die neuere analytische Geometrie weit über die Lehren 
des Cartesius hinausgeführt worden ist. Die ausgezeichnete Methodik, mit 
welcher der Verfasser hierbei von den einfacheren Grundlagen zu höheren 
Anschauungen fortschreitet, macht das Buch, abgesehen von seinem ur- 
‚sprünglichen Zwecke, besonders auch geeignet, zur Einführung in die 
gegenwärtige wissenschaftliche Stellung der analytischen Geometrie zu 
dienen. 

Der deutsche Bearbeiter hat den letzteren Gesichtspunkt in den Vor- 
dergrund treten lassen und hiervon eine Erweiterung des Salmon'schen 
Werkes abgeleitet, riicksichtlich deren er sich, wie die Vorrede besagt, 
mit dem Verfasser selbst in Einvernehmen setzte. Durch Einschaltung 
einer grossen Menge einzelner Zusätze, sowie einiger grösseren Abschnitte 
ist das Werk um nahe die Hälfte des ursprünglichen Volumens angewach- 
sen, und es ist in seiner neuen Form wohl geeiguet, dem Zweeke zu ent- 
sprechen, welchen der Bearbeiter dabei in Auge gehabt hat. Das Mate- 
rial zu den Erweiterungen ist zum Theil anderen Schriften desselben Ver- 
fassers entlehnt, namentlich dem vorzüglichen Werke: 4 Treatise on the 
higher plune Curves, zum Theil sind andere englische Quellen benutzt. Die 
Arbeiten deutscher Mathematiker, namentlich unserer Möbius, Plticker, 
Steiner und Anderer sind übrigens durchaus nicht unbéachtet geblieben; 
einzelne Partien verrathen eine selbstständige Auffassung von Seiten des 


* 


Bearbeiters. 
Der Stoff des vorliegenden Werkes ist in der deutsehen Ausgabe in 


die folgenden Abschnitte vertheilt: Cap. I. Der Punkt. Cap. II. Die ge- 
rade Linie. Cap. III. Aufgaben über die gerade Linie. Cap. IV. An- 
wendung einer abgekürzten Bezeichnung für die Gleichung der geraden 
Linie. Cap. V. Gleichungen von höheren. Graden, welche gerade Linien 
darstellen. Cap. VI. Ableitung der Haupteigenschaften aller Curven zwei- 
ten Grades aus der allgemeinen Gleichung. Cap. VII. Der Kreis. Cap. 
VIII. Lehrsätze und Aufgaben über den Kreis; Anwendung einer abge- 
kürzten Bezeichnung auf seine Gleichung. Cap. IX. Eigenschaften eines 
Systems von zwei oder mehreren Kreisen. Cap. X. Die allgemeine Glei- 
chung des zweiten Grades als Central- Gleichung. Ellipse und Hyperbel. 
Cap. XI. Die Parabel. Cap. XII. Vermischte Aufgaben und Lehrsätze 
über die Kegelschnitte. Cap. XIII. Die Methode des Unendlich - Kleinen, 
die Quadratur und Rectification der Kegelschnitte. Cap. XIV. Die Me- 
thoden der abgekürzten Bezeichnung, die trimetrischen Coordinaten- 
Systeme und das Princip der Dualität in ihrer Anwendung auf die Kegel- 
schnitte. Cap. XV. Die allgemeine homogene Gleichung zweiten Grades 
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und- die Algebra der linearen Transformationen. Cap. XVI. Geometrische 
Methoden. 1) Die Methode der reciproken Polaren. 2) Die harmonischen 
und anharmonischen Eigenschaften der Kegelschnitte. 3) Die Methode der 
Projectionen und die geometrischen Verwandtschaften des ersten Grades. — 
Zusätze. — Quellen - Nachweis. 

Das I., II. und V. Capitel enthalten die Hauptsätze aus der Theorie 
des Punktes und der geraden Linien im Systeme der Cartesischen Parallel- 
Coordinaten und dem der Polar- Coordinaten; in gleichem Umfange giebt 
das VI., VII., X. und XI. Capitel die Theorie der Kegelschnitte. Die 
Capitel III, VIII und XII gewähren reichhaltige Aufgaben - Sammlungen 
zur Erläuterung dieser Theorien und zur Unterstützung des weiteren Stu- 
diums derselben. Mit Ausnahme einer nicht unbeträchtlichen Menge klei- 

nerer Zusätze und Abänderungen beschränken diese mehr elementaren 
Theile des deutschen Werkes sich grossentheils auf eine freie Ueber- 
setzung der entsprechenden Partien des Originals. Die einzige wesentliche 
Abänderung besteht in der geänderten Stellung des vom Kreise handeln- 
den Capitels VII, welches im Originale als letzter Theil der der Betrach- 
tung der Kegelschnitte vorausgehenden Einleitung seinen Platz vor der 
Discussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades findet, während nach 
dem Standpunkte der deutschen Bearbeitung die Theorie des Kreises den 
ersten speciellen Fall der Untersuchung einer Linie zweiten Grades bildet 
und deshalb der Ableitung der Haupteigenschaften aller soleber Linien 
nachfolgen musste. Der Kreis ist hierbei als diejenige Curve zweiten Gra- 
des aufgefasst, deren conjugirte Durchmesser - Paare sich rechtwinklig 
durchschneiden. Ä 

Der übrige Inhalt des Buches, welcher in der e Form mehr 
als die Hälfte des Ganzen ausmacht, ist besonders der Einführung in die- 
jenigen algebraischen und geometrischen Methoden gewidmet, durch welche 
die neueren wesentlichen Fortschritte der analytischen Geometrie bedingt 
worden sind. Diese Theile, welche nach dem Plane der deutschen Be- 
arbeitung die wichtigeren sind, haben deshalb auch die grössere Menge 
von Zusätzen in sich aufgenommen. Bei der reichen Menge des darin ent- 
haltenen Stoffes muss sich Referent auf wenige, die Hauptsachen berüh- 
rende Andeutungen beschränken. 

In dem zur Theorie der geraden Linie gehörenden Capitel IV ent- 
wickelt das Original insbesondere den Gedanken, dass die Gleichung der 

‚geraden Linie in Cartesischen Coordinaten in eine homogene Gleichung 
ersten Grades zwischen drei linearen Functionen der beiden Veränderlichen 
umgeformt werden kann, woraus sich in einfacher Weise der Begriff der 
trilinearen Punkt- Coordinaten, d. i. der Bestimmung eines Punktes durch 
das Verhältniss seiner Abstände von den drei Seiten eines Fundamental- 
Dreieckes, ableitet. Die deutsche Bearbeitung schliesst hieran den Begriff 
der dreipunktigen Linien -Coordinaten, in denen die gerade Linie als das 
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Element geometrischer Formen auftritt und durch das Verhältniss ihrer 
Abstände von den drei Eckpunkten des Fundamental-Dreieckes fixirt wird. 
Das für die neuere Geometrie so wichtige Princip der reciproken Dualität, 
welches im englischen Originale nur im Capitel der geometrischen Metho- 
den bei den reciproken Polaren Verwendung findet, erlangt hierdurch seine 
elementare Begründung. Zugleich ergeben sich hieraus wesentliche Er- 
weiterungen des Capitels XIV, in welchem die beiden trimetrischen 
Coordinaten - Systeme zur Untersuchung der Kegelschnitte verwendet 
werden. ° 

Das von der Methode des Unendlich - Kleinen handelnde Capitel XIII 
ist zur Hälfte im Original in dem von den geometrischen Methoden han- 
delnden Schlussabschnitte enthalten. Die Bestimmung der Tangenten, 
die Quadratur der Parabel und Ellipse und die Theorie der Krümmungs- 
halbmesser wird hier aus einfachen geometrischen Betrachtungen abge- 
leitet. Die in der deutschen Bearbeitung sich hieran lehnende Verwendung 
der Differential- und Integralrechnung zu denselben und verwandten Auf- 
gaben steht zwar in loserem Zusammenhange mit dem übrigen Inhalte des 
Buches, findet aber in dem Bestreben des Bearbeiters, die Theorie der 
Kegelschnitte zu einem möglichst umfassenden Ganzen abzurunden, ge- 
nügende Rechtfertigung; umsomehr, als auch das Original an anderer Stelle 
von den Methoden der höheren Analysis Gebrauch macht. 

Die wesentlichsten Umformungen haben die beiden Schlusscapitel er- 
langt. In Capitel XV sind einige Abschnitte der neueren Algebra aufge- 
nommen, deren vollständige Kenntniss bei den Studirenden der Mathema- 
tik, für welche das Buch hauptsächlich bestimmt ist, nicht allgemein vor- 
ausgesetzt werden konnte, nämlich die Grundzüge der Theorie der linea- 
ren Substitutionen und die zu ihrer Begründung nothwendige Theorie der 
Determinanten. Der an mehreren Stellen des Originals betonte Grundge- 
danke, dass alle wesentlichen Eigenschaften einer geometrischen Form aus 
solchen Verbindungen der in der Gleichung dieser Form vorhandenen 
Coefficienten abgeleitet werden müssen, welche unabhängig von der Ver- 
änderung des zu Grunde gelegten Coordinaten-Systems bleiben, ist mit die- 
sen Hilfsmitteln in der Bearbeitung weiter verfolgt, als es im Originale 


möglich war. Auch treten hiermit solche gegenseitige Beziehungen zwi- 


schen Curven in den Vordergrund, welche durch die Wahl der Coordinaten- 
Achsen nicht gestört werden. Endlich erhält durch die Aufnahme dieser 
algebraischen Theile das von den geometrischen Methoden handelnde Ca- 
pitel, welches im Originale nur in loser Verbindung zu dem übrigen Inhalte 
des Buches steht, einen organischen Zusammenhang mit dem analytisch- 
geometrischen Theile des Werkes. Grössere Zusätze in Capitel XVI, wel- 
che sich an das Vorhergehende naturgemäss anschliessen, begründen die- 
sen Zusammenhang. Wichtig ist namentlich für die projectivischen Eigen- 
schaften der Kegelschnitte die an ein Capitel des oben erwähnten „Trealis, 
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on the higher plane Curves“ sich anlehnende Theorie der geometrischen Ver- 
wandtschaften des ersten Grades. 

Den Schluss des Werkes bilden einige Zusätze, welche mehrere spe- 
cielle, durch den Inhalt des Buches angeregte Fragen ausführlicher behan- 
deln, unter folgenden Titeln: 1) Die trimetrischen Coordinaten- Systeme 
und der barycentrische Calcul. 2) Ueber das Pascal’sche Sechseck. 3) Ueber 
die allgemeine Aufgabe, einen Kegelschnitt nach gegebenen Bedingungen 
zu beschreiben. 4) Ueber das System der demseJben Viereck eingeschrie- 
benen Kegelschnitte. 5) Ueber die Bestimmung der Asymptoten eines Kegel- 
schnittes ans seiner allgemeinen Gleichung. 6) Zur geometrischen Bedeu- 
tung der Discriminante. — Von hohem Interesse ist in dem ersten dieser 
Zusätze die Aufnahme einer brieflichen Mittheilung des Herrn Professor 
Möbius, welche die im barycentrischen Calcul gegebene statische Begrün- 
dung der dreipunktigen Linien- Coordinaten durch eine gleiche Grundlage 
für die trilinearen Punkt- Coordinaten ergänzt. 

Der dem Buche angehängte Quellen- Nachweis kann zwar auf Voll- 
ständigkeit nicht Anspruch machen, ist aber jedenfalls dadurch von Wich- 
tigkeit, dass er mehrfach auf englische, dem deutschen Publikum in der 
Regel weniger zugängliche Quellen hinweist. 

Die vorstehende kurze Inhaltsangabe, wenn sie auch nicht hinreichend 
ist, ein vollständiges Bild von der reichen Menge des Stoffes zu gewähren, 
welchen das Salmon-Fiedler’sche Werk in sich aufgenommen hat, möge ge- 
nügen, um darauf das Urtheil zu gründen, dass der bereits vielseitig an- 
erkannte Werth des Originals in der deutschen Bearbeitung nur noch er- 
höht worden ist. Jedenfalls verdient der Bearbeiter den Dank des deutschen 
Publikums für die Gründlichkeit und Umsicht, mit welcher er sich der Auf- 
gabe unterzogen hat, das Buch zu einer möglichst vollständigen und gründ- 
lichen Einführung in die gegenwärtige wissenschaftliche Situation der ana- 
lytischen Geometrie zu gestalten. Es kann das Werk in der vorliegenden 
Form der aufmerksamen Beachtung aller Studirenden der Mathematik em- 
pfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den Re- 
sultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geo- 
metrie erlangen wollen; dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, 
abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Verfassers, welche in der 
deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig 
durchgeführten Aufgaben. 

Die Ausstattung des Buches ist eine vorzügliche; die zahlreichen (139) 
in den Text eingedruckten Holzschnitte haben den Vergleich mit den eng- 
lischen nicht zu scheuen. O. Four. 
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3. Transformation des propriétés des figures. Faure, N. ann. math. XIX, 189. [Vergl. 
Bd. V, No. 256.] j 
4 


. Mémoire sur j poluires inclinées. Dewulf. N. ann. math. XIX, 175. [Vergl. Bd. V, 
No. 252. 

5. On a subject connected to tangential coordinates. Tait. Quart. Journ. Math. IT, 365. 

6. Zur Theorie paralleler Curven. Cantor. Zeitschr. Math. Phys. V, 219. 

7. Ueber F Wetzig. Zeitschr. Math. Phys. V, 1,81. [Vergl. Bd. IV, 
319. , | 

8. Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre d'une circonférence sur les 
tangentes à lu développunte de cette circonférence est une spirale d Archimède. 
Laquière. N. ann. math. XIX, 186. 

9. Sur les courbes à plusieurs points d'arrêt. Laurent. N. ann. math, XIX, 210. 

10. Courbe logocyclique. Booth. N. ann. math. XIX, 28. | 

ll. On a geometrical theorem of Mr. Steiner. Ferrers. Quart. Journ. Math. IV, 92. 

12. Sur une courbe du troisième ordre. Mention. Bull. Acad. Petersb. I, 233. 

13. Lieu géométrique. Lenglier. N. ann. math. XIX, 123. 

Vergl. Brennlinien 32, Doppeltangenten, Ellipse, Epicycloiden, Hyperbel, Ke- 

gelschnitte, Mechanik 163. 


Analytische Geometrie des Raumes. 
14. Ueber krummlinige Coordinaten. Böklen. Grun. Archiv XXXIV, 26, 308. 
15. Mémoire sur l'emploi d'un nouveau systeme de variables dans l'étude des propriétés des 
surfaces courbes. Ossian Bonnet. Journ. Mathém. XXV, 153. 
16. Ueber die Wendungsberührebenen der Raumeurven. Bischoff. Crelle LVIII, 179. 
17, Einige neue Sitze über Fusspunktflächen. Bacaloglo. Zeitschr. Math. Phys. 
V, 67. 
18. Elementarer Beweis des völler'schen Satzes und Uebertragung desselben auf 


räumliche Verhältnisse. Matthiessen. Zeitschr. Math. Phys. V, 146. 
[Vergl. Bd. IV, 366.) 


19. Note sur quelques courbes d double courbure. Aelt. N. ann, math, XIX, 100. 
Vergl. Geodätische Linien, Isutherme Linien, Krystallographie 148. 
| Astronomie. 


20. Sw le développement en séries des coordonnées d'une planète et de lu fonction perturbu- 


trice. Puiseux. Compt. rend. L, III, 151, 365, 490. — Journ. Mathém. XXV. 
65, 105. ' , 
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21. Note sur le développement en séries des coordonnées d'une planète. Bourget Compt. 
rend. L, 319. 

22. Sur la determination théorique du coefficient de Péquation séculaire de la lune. De 
Pontecoulant Compt rend. L, 734. 

23. Ueber die Gestalt des Mondes. Gussew. Bull. Acad. Petersb. I, 276. 

24. Audeutungen über astronomisché Beobachtungen bei totalen Sonnenfinsternissen. 
Littrow. Grun. Archiv XXXIV, 475. 

25. Ueber Berichtigung des Aeqnatorinls. Steinheil. Astr. Nachr. LII, 129. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 89, 90, 98, 99, 107. 


Attraction. 
26. On the analytical theory of the attractiun of solids bounded by surfaces of a class in- 
cluding the ellipsoid. Donkin. Phil. Mag. XIX. 397. 
27. Ueber ein Attractionsproblem. Joachimsthal. Crelle LVIII, 135. 


Bestimmte Integrale. 
28. De integralibus quibusdam definitis. Lindman. Grun. Archiv XXXIV, 17. | 
«29. Ueber einige von ihren Bearbeitern für neu gebaltene bestimmte Integrale. Lind- 
man. Grun. Archiv XXXIV, 118. 
30. Ueber eine Zurückführung bestimmter Integrale zwischen den Grenzen 0 und œ 
auf andere zwischen denselben Grenzen. Zehfuss. Grun. Archiv 
XXXIV, 486. . 
31. Sur une faute dans les Exercises de Mathématiques par Canchy. Seconde année 1827 
p 141 seg Claussen. Bull. Acad Petersb I. 145. 
Vergl. Discontinuirliche Functionen, Elliptische Functionen, Functionen 67. 
Gammafunctionen, Productenfolge. 
: Binomialcoefficienten. 
Vergl. Reihen 189. 
Brennlinien. 


32. On a geometrical method of constructing caustic by reflection. Puller. Quart Journ. 


Math. 111, 312. 
33. On the conical refraction of a straight line. Clifton. Quart. Journ, Math. III, 360. 


C. 


| Combinatorik. 
84. Coefticienten und independente Formeln zur Berechnung der combinatorischen 
Producte. Wasmund. Grun. Archiv XXXIV, 440. 
35. Ueber die Entwickelung von cos (S O. .. 4 0, -1), sin(Q4+0,4+..4+ On —1) 
und iiber einen damit verwandten Satz aus der Theorie der Zahlen. Unfer- 
/ dinger. Grun Archiv XXXIV, 72. 
Vergl. Functionen 68. 
TE _ Cubatur. 
36. Sur im certain volume de rotation. Françoise. N. ann. math. XIX, II. De la 
Brière. ibid. 52. — De Charodon. ibid. 52, 188. — Drouard. ibid. ai — 
Hazan. ibid. 158. — Puech. ibid 160. 
37. Cubatur des Fusspunktenkörpers eines Ellipsoides. Magener. Grun. Archiv 
XXXIV, 450. 
Vergl. Figurirte Zahlen. 


Determinanten. 


88. Sur 1m théorème de M. Sylvester relatif d la transformation du produit de déterminants 
du même ordre. De Sperling. Journ. Mathém. XXV, 121, SR 
39. Valeur d'un déterminant. Brioschi et Cremona.. N. ann. math. XIX, 151. 
40. Valeur d'un déterminant. Baehr. N. ann. math. XIX, 170. 
41. Valeur symbolique d'un déterminant. N. ann. math, XIX, 181. 
Vergl. Functionen 71, Geschichte der Mathematik 97, Homogene Functivnen, 
Trägheitsmoment 203. 


45. 
46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 
54. 
55. 


56. 
57. 


58. 


59. 


60. 
61 


e 


62. 
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Determinanten in geemetrischer Anwendung. 


2. Application de la nouvelle analyse auc surfaces du second ordre, Painvin. N. ann. 


math, XIX, 144. [Vergl. Bd. V, No. 289.) 
Détermination du degré de l'équation de certaines surfaces enveloppes. Mo utard. 
N. ann. math, XIX, 58. 
Vergl. Doppeltangenten 18, Kegelschnitte 140, Oberflächen 164. 


Differentialgleichung. 


. Integration der partiellen Differentialgleichung 


h+(2))=zil' dz d 

da? dy} 17 dy? + 45 

Fuchs. Crelle LVIII, 80. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 6, Hydrodynamik. 
Differentialquotient. 


Formulae of successive differentiation. Scott. Quart. Journ. Math. IV, 71. 
On fractional differentiation, Greer. Quart. Journ. Muth. III, 327. 370. 


Discontinuirliche Functionen. 
Bemerkung iiber discontinuirliche Functionen. Schlömilch. Zeitschr. Math. 
Phys. V, 55. 
Doppeltangenten. 


On the determination of the points of contact of double tangents to an algebraic curve. 
Salmon. Qurt Journ. Math. III. 317. | N $ 
On double tangents. Holditch. Quart. Journ. Math. III, 289, IV, 28. 


K. 
Elasticitat. 


Sur les divers genres d'homogénéité mécanique des corps solides élastiques. Barréde 
Saint-Venant. Compt. rend. L, 930. 


Vergl. Oberflächen 166. 
Elektrodynamik. 

Sopra alcune proprietà della propugazione dellu corrente eleitrica nei fili telegrafici. 
Keller. Annali mat. II, 351. 

Allgemeine Berechnung der Stromstärken in Galvanometern. Matzka. Grun. 
Archiv XXXIV, 34. 

Quaternion investigations connected with electrodynamics and magnetism. Tait. Quart. 
Journ. Math. III, 331. 

Beiträge zur Theorie der Vertheilung der statischen und der dynamischen Elek- 
tricität in leitenden Körpern. Lipschitz. Crelle LVIII, I. i 

Ueber die Vertheilung der statischen Elektricität in einem kreisförmig begren?- 
ten Segment einer Kugelfläche. Lipschitz. Crelle LVIII, 152. 

Ellipse. 

Théoremes'sur ellipse. Prat. N. ann. math. XIX, 235. 

Construction des axes d'une ellipse au moyen d’un systéme de diametres ronjugués sans 
tracer la courbe. Somoff. N. ann. math. XIX, 122. 

Par un foyer d'une ellipse on mene une corde AB; pur le point de rencontre des deux 
normules en A et B on mene une parallele au grand axe; ceite purallele pusse par 
le milieu de AB. Larousse. N. ann. math. XIX, 85. — Muillot. ibid. 88. — 
Vollant ibid. 93. . 

Die Ellipse und Hyperbel als einhiillende Curven eines Systems von Kreissehnen. 
Unferdinger. Grun. Archiv XXXIV, 406. 

Vergl. Functionen 70, Hyperbel. 
Elliptische Functionen. 

Sur la theorie des fonctions elliptiques et son application à la théorie des nombres. Jou- 
bert. Compt. rend. L, 774, 832, 907, 940, 1040, 1015, 1145. 

Note sur les fonctions elliptiques. & trebor. N. unn. math. XIX, 185. 

Vergl. Zahlentheorie 218. 

Epicycloiden. 

Note sur les epicycloides. Dieu. N. ann. math, XIX, 129. 
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F. 
Figurirte Zahlen. 


63. Sur la limite vers laquelle tend le rapport du vide au plein dans une pile de boulets, 


lorsque le nombre des boulets augmente indéfiniment. Fleury. N. ann. math. 


XIX, 9. 
Foucault’scher Pendelversuch. 
64. Ueber 0 Richtungsänderung der Verticale Bacaloglo. Zeitschr. Math. Phys. 
Kee Functionalgleichung. 
65. An optical theorem. Tait, Quart. Journ. Math. III, 364, 
Functionen. 
66. Fondamenti di una teorica generale delle funzioni di una variabile. Riemann. Annuli 


77, 


82. 


mat 11, 337. 


| Sur le déveluppement des fonctions à une seule variable. Tchebychef. Bull. Acad. 


Petersh. I, 193. 


. Sur le nombre de valeurs que peul acquérir une fonction. Mathieu. Journ. Mathem. 


XXV, 9. [Vergl. Bd. V, No. 63.] 


. Wiederholung, Interpolation und Inversion einer Function unter gemeinschaft- 


licher Form. Hoppe. Zeitschr. Math. Phys. V, 136. 


. Ueber ein gewisses mathematisches Princip. Zehfuss. Zeitschr. Math. Phy:. 


V, 210. 


. On some symmetric functions of the roots of algebraic equations. M. Roberts. Quart. 


Jown. Math. IV, 57. 


2. 1.2.8...n > (Vn)®. Schlömilch. Zeitschr. Math. Phys. V, 228. 
. Neuer Vorschlag zur Aufsuchung des Luftwiderstandsgesetzes. Brenner. Gran. 


Archiv XXXIV, 274. 
Vergl. Sturm's Functionen. 


. Sur la formule de Stirling. Ossian Bonnet. Compt. rend. L, 862. 


Geodäsie, 


. Sur l'influence des attractions locales dans les aperatiuns géodésiques et particulièrement 


dans Care Scandinavo-llusse. De Schubert. Astr. Nachr. LII, 321. 


.Der Distanzmesser des Genie -Oberlieutenants Biagio de Benedictis in Neapel. 


Zetzsche. Zeitschr. Math. Phys. V, 225. 


Allgemeine Bestimmung der Länge von Nonien an Maassstäben. Matzka. Gran. 
Archiv XXXIV, 334. 


Geodätische Linie. 


Sur ıme forme de Céquation de la ligne yeodesique. ellipsoidale et de ses usages pow 
trouver les propriétés communes aux tiynes ellipsoidales et à des courbes planes 
correspondantes. Aoust. Compt. rend. L, 484. 


Geometrie (descriptive). 


. Eine Ebene zu legen, welche die in einem gegebenen Kegel zweiten Grades einer 


gegebenen Geraden parallel gezogene Gerade halbirt. Bacaloglo. Zeit 
schr. Math. Phys. V, 59. 


. Sur une question de géométrie descriptive. Gros. N. ann. math. XIX, 29. 


Geometrie (höhere). 


. Ueber die Erzeugung geometrischer Cnrven. Haertenberger. Crelle LVIII, 54. 


Sur quelques pruprietés des lignes yauches de troisième ordre el classe. Cremons. 
Crelle LVIII, 138 


. Théorèmes de géométrie segmentaire Hermes. N. ann. math. XIX, 26. 
. Homographie. Poudra. N. ann. math. XIX, 108. 


. Application de la transformation par ru ıyons vecteurs réciproques à l'étude de la surface 


enveloppe d'une sphère tungente à trois sphères données. Mannheim. N.um. 
math. XIX, 67. 

Propositions segmentaires sur la parabole hyperbole équilatère el propriété du cercle 
principal de l'ellipse. Lescaze. N. aun. math. XIX, 225. 
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87. Etant donné une conique et une courbe A, de tous les points de A on mène deux taugen 
tes d la conique et par les points de contact les deux normales; trouver le lieu B 
des intersections de ces normales. Desloves. N. ann. math. XIX, 47. [Vergl. 
Bd. V, No. 332.] 


Vergl. Geschichte der Mathematik 102, Kegelschnitte 136. 


Geschichte der Mathematik. ° 


88. Question des Porismes. Breton (de Champ). Compt. rend. L, 938, 995. — Chasles. 
ibid. VAU, 997, 1007. 


89. Ueber die Auf- und Untergänge der Sterne und Geh Se bei den Alten. Encke. 
Berl. Akad. Ber. 1860, 122. 
90. Berechnung der Mondfinsternisse des Almagest mittelst der Hansen’schen Sonnen- 
und Mondtafeln. Hartwig. Astr. Nachr. LU, 257. 
91. Procédés de multiplication usités au moyen age en Italie. T erquem. N, ann. math. 
XIX. Bulletin de bibl. 13. 
92. Sur la méthode de Fermat pour la détermination des maxima et minima et son applica- 
tiun au problème des tangentes et des centres de gravité. Duhamel. Compt. rend. 
L, 14l. — Breton (de Champ). ibid. 866. 
93. Sur un passage des oeuvres inédites de Descartes. Prouhet. Compt. rend. L, 179. 
94. Ein kritischer Nachtrag zur Geschichte der 8988 der Logarithmen. Matz ka. 
Grun. Archiv XXXIV, 341. 
95. Moyen hydrodynamique de Maurolycus pour trouver l'aire dun cercle. 
N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 47. 
06. Note sur un ouvrage de Jeun Ceva. Genocchi. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 45. 
97. Origine premiere des déterminants. Ter que n. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 27. 
93. Ueber die Hypothesen zur Erklärung der Kometenschweife. Pape. Astr. Nachr. 
LII, 145. Faye ibid. 241. 
90. Sur la figure des comeles et l'accélération de leurs mouvements. Faye. 
L, 352. 
10). Le centre spontané de rotution signalé par Jean Bernoulli. Ter guem. N. unn. math. 
XIX. Bulletin de bibl. 46. 
101. La stéréotomie des abeilles. Terquem. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 1. 
102. Zur Geschichte des Dualismus in der Geometrie. J. H. F. Miiller. Grun. Archiv 
XXXIV, I. 
103. Biographie de Sophie Germain. Terquem. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 9, 
104. Extrait d'une lettre de Fourier. Fournerat. N. ann. math, XIX. Bulletin de bibl, 14. 
105. Zur Biographie Bessel's. Wichmann. Grun. Archiv XXXIV, 368. 
106. Ueber Alexander v. Humboldt’s wissenschaftliche Thatigkeit und Verdienste um 
die Geographie Amerikas. Encke. Astr. Nachr. LII, 113. [Vergl. Bd. V, 
No. 317.] 
107. Privatleistungen auf astronomischem Gebiete. Littrew. Grun. Archiv XXXIV, 
249. 
108. Zur Geschichte der Fortschritte in der elektrischen Telegraphie. 
Zeitschr. Math. Phys. V, 39. 


Terquem. 


Compt. rend. 


Zetzsche. 


Gleichungen. 
100. On the possibility of finding a root real or imaginary of every equation. Challis, 
Phil. Mag. XIX, 46. 
110. Ueber den Cartesischen Satz bezüglich der Anzahl der positiven und negativen 
Wurzeln einer Gleichung. Zehfuss. Grun. Archiv XXXIV, 400. 
111. Notes on the higher algebra. Cockle. Quart. Journ. Math. IV, 49. 
112. Sur quelques questions d’algebra. Michael Roberts. N. ann. math. XIX, 23. 
113. Zur Theorie der Gleichungen. Becker. Grun. Archiv XXXIV, 288. 


114. Trouver le nombre de racines réelles qu'admet l'équation x = A.sinx+B. Bour- 
genis. N. mn. math. XIX, 130. 

115. Note sur l'équation de differences pour une équation donnée de dere quelconque. Cay - 
ley. Annali mat. 11, 365. 

116. Note on the equation for the squared differences of the roots of u cubic equation. Cay- 

1 ley. Quart. Journ. Math, III, 307. 


Equation du quatrième degré. Macario. N. ann math. XIX, 14. [Vergl. Bd. IV, 
No. 358. 


118. Discussion der Gleichungen vom vierten Grade in Bezug auf den Sturm'schen 
Batz, König. Grun. Archiv XXXIV, 101. 
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119. 
120. 


125. 
126. 


127 


128. 


139. 


131. 


132. 


133. 
131. 


135. 
136. 


137. 
138. 


139. 
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Sur l'équation aux carrés des differences des racines de l'équation du quatrième degré. 
Demulfet Martelli. N ann. math. XIX, 195. 

Observations on the theory of equations of the fifth degree. Cockle, Phil. Mag. XIX, 
197, 331. — Jerrard. ibid. 272. [Vergl. Bd. V, No. 361.] 

On the theory of quintics. Harley. Quart. Journ. Math. III, 343. 

On the resolution of quintics. Cockle. Quart, Journ. Math. IV, 5. 

Ueber einige Buchstabengleichungen. Unferdinger. Grun. Archiv XXXIV, 362. 

Sur les fonctions syinétriques des racines communes à deux équations. Dewulf. 
N. ann. math, XIX, 18. 

Vergl. Functionen 70, 71, Sturm’s Functionen. 


|: 
Homogene Functionen. 
Ueber eine Transformation der homogenen Functionen dritter Ordnung mit vier 
Veränderlichen. Clebsch. Crelle LVIII, 109. 


Sur la décomposition en facteurs linéaires des fonctions homogènes d'im nombre quel- 
conque de variables. Painvin. Compt rend. L, 84. 


Hyärodyaanık. 
Sur l'expérience de M. Perrot. Braschmann. Bull. Acad. Petersb. 1, 571. 
Vergl. Functionen 73, 
Hyperbel. 


Propriétés de hyperbole et de l'ellipse. Rabeau et Kessler. N. ann. math. 
XIX, 154. 
Vergl. Ellipse 59, Trisection des Winkels 206. 


Hypergéometrisehe Reihe. 
Vergl. Kettenbrüche. 


I. 
Imaginkres. 


. Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. Marie. Journ Mathém. 


XXV. 43. [Vergl. Bd. V, No. „68 
Vergl. Zahlentheorie. 


Irrationalgrössen. 
Ueber das Rationalmacheu des Nenners in Brüchen. Zehfuss. Grun. Archiv 
XXXIV, 120. — Unferdinger ibid. 365. [Vergl. Bd. V, No. 269.) 


Isotherme Linien. 


Mémoire sur les systèmes isothermes algébriques. Halon de la Goupilliere 
Compt. rend. L, 307. 


K. 
Katoptrik. 


Einige Bemerkungen über die Bedeutung der Fusspunktcurven und Fusspunkt- 
tlächen in der Katoptrik. Melde. Zeitschr. Math. Phys. V, 223. 

On the obliquity of a ray in a biazal crystal. Wullon. Quart. Journ. Math. JV, I. 

Interessante Abiinderung des Ausspruchs des Gesetzes der gewöhnlichen Licht- 
brechung. Matzka. Grun. Archiv XXXIV, 316. 


, Kegelschnitte. 

Beitrag zur Theorie der Tangenten an die krummen Linien der zweiten Ordnung. 
Steczkowski. Grun. Archiv XXXIV, 302. 

Sur le lieu du point d intersection des diagonales d'un quadrilatère variable. Kess- 
ler. N. ann. math. XIX, 80. 

Théorémes sur les coniques. N. ann. math. XIX, 206. 

Quelle est l'enveloppe de lu droite dont la somme des carrés des distances d deux pobus 
fixes est donnée. Brault. N. ann. math. XIX, III. 

Solution d'une question posée par Abel Transm. De Jolivette. N. unn. math. 
XIX, 5. — Kessler. ibid. 83. — Siacci. ibid.-216. 


140. 


141. 


112. 
143. 
144. 


145. 
146. 
147. 


148. 


149. 
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Ueber eine neue Eigenschhft der Steiner'schen Gegenpunkte des Pascal’schen 
Sechsecks. Grossmann. Crelle LVIII, 174. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 12, Ellipse, Geometrie (höhere) 86, 
Hyperbel, Kreis, Oberflächen zweiten Grades 171, 172, Sphärik 194, 195, 
Verwandtschaft 209. 

Kettenbrüche, . 


Ueber Zähler und Nenner der Näherungswerthe von Kettenbrüchen. Christof- 
fel. Crelle LVIII, 90. [Vergl. Bd. V, No. 373.] 
Vergl. Functionen 67. 
Kreis. 
Sur l'enveloppe du cercle circonscrit d un triangle variable. Bellavitis N. ann. 
math. XIX, 115. 
Propriétés d'un point de la circonférence d'un cercle et d’un point du diamètre. Kess- 
ler. N. ann. muth. XIX, 162. 
Die gemeinschaftliche Tangente zweier Kreise zu suchen. Stammer. Grun. 
Archiv XXXIV, 484. 
Krümmungskreis. 
Théorème sur les cuurbures des lignes. Boeklen. N. unn. math. XIX, 136. 
Sur la courbure des surfuces. Ostrogradski. Bull. Acad. Petersb. I, 345. 
On the curvature of a plane curve at u double point, und on the curvature of surfaces. 
Cayley. Quart. Journ. Math. III, 322. 
Vergl. Oberflächen zweiten Grades 171. 


Krystallographis. 


Die allgemeinsten Gesetze der Krystallographie, gegründet auf eine von nenen 
Gesichtspunkten ausgehende Theorie der geraden Linie im Raume und der 
Ebene für beliebige schief- oder rechtwinklige Coordinatensysteme. Gru- 
nert. Grun. Archiv XXXIV, 121. 

Crystallographic notices. W. H. Miller. Phil. Mag. XIX, 325. 


L. 
Logarithmen. 


. Logarithmes des 40 premiers nombres de Bernoulli. Thoman. Compt. rend. L, 905. 


151. Fehler in Schrén’s siebenstelligen Logarithmentafeln. Grun. Archiv XXXIV, 368. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 10, Geschichte der Mathemayik 94. 
M. 
Maxima und Minima. 
152. Aufgaben fiber Maxima und Minima. Strehlke. Grun. Archiv XXXIV, 115. 
153. Sur un maximum urithmologique.' Derbès. N, ann. math. XIX, 117. 
Vergl. Analytische Geometrie des Raumes 19, Geschichte der Mathematik 92. 
Mechanik. 
154. Sur la proposition relutive au transport des couples. Tessan. Compt rend. L, 717. — 
Duhamel. ibid. 740. 
155. Sur lu rotation des corps pesunts. Tournaire. Compt. rend L, 476. > 
186. Observations sur les formules de Lagrange relatives au mouvement du boulet dans l'in- 
terieur du canon. Piobert. Compt. rend. L, 255, 339. 
157. Ueber die Festigkeit einer am Rande aufgelötheten kreisförmigen Platte. Zeh- 


fuss. Zeitschr. Math. Phys. V, 14. 


Sur la loi des petites oscillations du pendule simple duns un milieu résistant. Resal. 


N. ann. math. XIX, 165. 
A theory of molecular forces. Challis. »Phil. Mag. XIX, 88. 


. Sur la loi de dilatation de corps. Tessan, Compt. rend. L. 20. 


Notes on rigid dynamics. Slesser. Quurt. Journ. Math, LV, 65. 


2. Note sur la double réfraction. D’Estocguvis. Compt. rend. L. 092. 
. Die logarithmische Linie als Curve der rückwirkenden Festigkeit nachgewiesen 


im Anlauf des Pfeilers, der Säule und des Pyramidalkörpers mit quadra- 
tischem Querschnitt. Stokar. Grun. Archiv XXXIV, 431. 
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Recensionen. 


Lehrbuch der ebenen Trigonometrie zum Gebrauche an héheren Lehr- 
anstalten und beim Selbststudium. Von Dr. CARL Spitz, Lehrer 
am Polytechnicum in Karlsruhe. Leipzig und Heidelberg, C. F. 
Winter’sche Verlagshandlung. 1859. 8. S. 83. 

Das vorliegende Lehrbuch schliesst sich den Lehrbiichern der ebenen 
Geometrie und Stereometrie desselben Verfassers an und ist wie diese zum 
Schulgebrauche, insbesondere auch deswegen zu empfehlen, weil es eine 
grössere Anzahl recht gut gewählter Uebungsaufgaben enthält. Die Resul- . 
tate und Andeutungen zur Auflösung dieser Aufgaben sind in einem An- 
hange zum Lehrbuche besonders abgedruckt. Was nun das Buch selbst 
betrifft, so unterscheidet es sich nicht wesentlich von schon vorhandenen 
Schulbüchern über denselben Gegenstand, und hat z. B. mit dem bekann- 
ten Lehrbuch der ebenen Trigonometrie von Wiegand eine nicht zu ver- 
kennende Familienähnlichkeit. Wir würden aus diesem Grunde uns mit 
Besprechung des vorliegenden Buches kurz fassen können, wenn sich uns 
beim Durchlesen desselben nicht eine Bemerkung aufdrängte, welche die 
Behandlung betrifft, die der Goniometrie noch sehr häufig zu Theil wird. 
Die Goniometrie fängt meistens mit der Bemerkung an, dass in einem recht- 
winkligen Dreiecke die Winkel schon durch die Quotienten zweier Seiten 
bestimmt sind. Dieser Gedanke, so nahe er liegt, eignet sich aber in die- 
ser Fassung weniger zu einem Princip, als er zunächst nur auf Functionen 
spitzer Winkel führt. Zu einem weit fruchtbareren Gedanken, durch wel- 
chen die Lehre von den Winkelfunctionen nicht nur an Kürze und Klar- 
heit gewinnt, sondern durch welchen gleich vom Anfang an die grösste 
Allgemeinheit in die Betrachtung eingeführt ist, gelangt man aber auf fol- 
gende Weise. Die Einsicht, dass die Beziehungen zwischen den Seiten 
und Winkeln eines Dreiecks nicht einfacher Natur sind, sobald man die 
Winkel durch Kreisbögen bestimmt, führt zu der Frage, ob Winkel 
noch eine andere Bestimmung zulassen. Nun ist aber die Rich 
einem Punkte O zu einem anderen Punkte P nicht blos durch de 
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| oder die Drehungsgrösse ꝙ bestimmt, welchen O P mit einer anderen festen 
Richtung 0X macht, sondern offenbar auch durch die Angabe der recht- 
winkligen Coordinaten x und y des Punktes P in Bezug auf ein Coordinaten- 
system, dessen Abscissenachse O X ist. Da aber die Richtung von O nach 
P von der Länge OP==r unabhängig ist, so genügt zur Bestimmung der 
Richtung von 0 P schon die Kenntniss je zweier der drei Verhältnisse 


z 
—, I und . 
: r or 4 
Verbindet man. hiermit — die Lagenbestimmung eines Punktes P durch 
seine Coordinaten x und y als bekannt vorausgesetzt, — die Betrachtung, 


dass der Winkel als Drehungsgrösse vieldeutig ist und die Drehung in 
zweifachem Sinne genommen werden kann, so gewinnt dadurch die Theo- 
rie der Verhältnisse 


2.92% 
rr e 
und ihrer umgekehrten Werthe 
r r x 
uũ— y’ y 


eine Grundlage von der grössten Allgemeinheit. Stellt man ausserdem 
die genannten Functionen durch die ihnen proportionalen goniometrischen 
Linien dar, was für alle Fälle in einer einzigen Figur geschehen kann, so 
bleibt für die Anschaulichkeit der Werth - und Zeichenänderung der gonio- 
metrischen Functionen beliebiger Winkel nichts zu wünschen übrig. 

Die reciproken Werthe des Cosinus und Sinus, d. h. die Secante-und 
Cosecante bei Seite zu lassen, wie es der Herr Verfasser des vorliegenden 
Buches gethan hat, halten wir nicht für gerathen, da sie bei Transforma- 
tionen oft grossen Nutzen gewähren und die Gruppe von Gleichungen 

cos sec ꝙ = 1, sin ef + cos ꝙ =1, 

sing cosecp=1, sec g* — tang ꝙ l, 

tang ꝙ cotang p = 1, cosec ef — cotang ꝙ = 1, 
sich dem Gedächtnisse leicht einprägen. 

Was die weitere Entwickelung der Lehre von den Winkelfanctionen 
betrifft, so ist es zunächst gleichgiltig, welche Formel man zu Grunde legt, 
sobald nur die allgemeine Giltigkeit derselben sich leicht darthun lässt. 
Verwerflich, weil unelegant und ermüdend, bleibt immer die Nachweisung 
der allgemeinen Giltigkeit einer Formel durch Einzelbeweise. Zudem giebt 
es Beweise der allgemeinen Giltigkeit der goniometrischen Grundformeln, ` 
denen man wahrhaftig den elementaren Charakter nicht absprechen kann. 
Sind z. B. OP, und OP, zwei Richtungen und die Winkel derselben, in 
ihrer Allgemeinheit aufgefasst, mit der festen Richtung O X, p, und g,, 80 
ist 9, — 9, immer einer der Winkel, den OP, mit OP, einschliesst oder um 
den sich OP, drehen muss, um mit OP, zusanınenzufallen. Bezeichnet 
man nun die Längen von 0, OP, und P. P, mit ri, r. und d, die recht- 
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winkligen Coordinaten von P, und P, in Bezug auf 0X als Abscissenachse 
mit di, Yı und Ze, ., 80 hat man für d? die zwei Ausdrücke 
d? == (x,— 24)? + (Y; — Y)’ 
und 
d == r, + 2r, r, cos (pi — 9); 

die weiter nichts sind, als bekannte Sätze der Planimetrie, nur unter an- 
derer Form. Setzt man diese Ausdrücke einander gleich und verbindet 
damit die Beziehungen 
LÈ T5 ri, 4 T =, 
so findet man | 

D Te COS (Q, —Pe) = Li Le + Ya Ya 
und hieraus 


ical à Yı Ye d 
cos (pi — Gx) = rs KEE 

welche Gleichung unmittelbar zu der Formel 

cos Lë — Pa) == COS Pi COS Pa + sin Q, Sin Pa 
führt. Driickt man den Inhalt des Dreiecks 0 P, P, einmal durch die recht- 
winkligen, das andere Mal durch die Polarcoordinaten der Punkte P, und 
P, aus, so gelangt man mit gleicher Leichtigkeit zn der Formel 

sin (Pı — ) == Sin di COS Ps — COS P, SiN Pr 
Noch ma als die beiden genannten Formeln dürfte sich die Formel für 
cos 9, + cos y, als Grundformel empfehlen, da sie ausser der Definition des 
Cosinus nur die Kenntniss einiger einfachen Sätze über die Lage von Punk- 
ten in einer Geraden oder im Umfange eines Kreises voraussetzt, Sätze, 
deren Erwähnung nicht umgangen werden kann, wenn die geometrische 
Bedeutung der positiven und negativen Grössen in helles Licht gesetzt 
werden soll. Die Goniometrie ist schliesslich nichts weiter, als die Theorie 
des algebraischen Ausdrucks einer oder mehrerer Richtungen, und man 
sollte sich daran gewöhnen, sie unter diesem Gesichtspunkte aufzufassen. 

In dem §. von der Umformung unlogarithmischer Ausdrücke in loga- 
rithmische wire folgende Bemerkung, die auch sonst ihren Nutzen hat, am 
Platze gewesen. Bei den genannten Umformungen kommt es in letzter 
Instanz darauf hinaus, ein zweigliedriges Aggregat x+y in ein Product 
zu verwandeln. Von zwei beliebigen Grössen æ und y lässt sich aber die 
eine proportional einem Cosinus, die andere proportional einem Sinus 
setzen, oder man hat immer die beiden Gleichungen 

L=rcosyp, y==rsing, 
welche r und ꝙ unzweideutig bestimmen. Hierdurch ist ein allgemeines 
Verfahren angedcutet, Hilfswinkel in die Rechnung einzuführen. 

Was den zweiten Abschnitt des vorliegenden Buches, der die ebene 
Trigonometrie behandelt, betrifft, so finden wir hier an der Stelle eines 
einfachen Gedankenganges eine Zersplitternng in.eine Menge einzelner 
Sätze. Fasst man die Aufgabe der Trigonometrie erst allgemeiner und 
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sucht zunächst nur Beziehungen zwischen Winkeln und Seiten eines Drei- 
ecks auf, so findet man diese offenbar am leichtesten, wenn man von der 


Relation 
_ b e 
sin A sinB sin C 

ausgeht und unter Anwendung der arithmetischen Sätze: 
aa ` __atata't+... 

D F 
d a’ a d Ta“ a 
D da T ba T +...’ 


e E. =+ E 
Dp Jr a DH PTE TL 


andere, Relationen daraus ableitet. Geht man dann zur 1 Aufgabe 
der Trigonometrie über, so erscheint hier als erste Forderung die Zusam- 
menstellung von Gleichungen zwischen je vier Stiicken. Auf diese Zu- 
sammenstellung können dann die einzelnen Aufgaben folgen und die zweck- 
mässigsten Formeln zur Berechnung der gesuchten Stücke gegeben wer- 
den. Unter den trigonometrischen Formeln hätten die beiden 

c sin y (A— B) = (a —b) cos 4 C 

c ers § (A— B) == (a + b) sin à C 
wohl nicht fehlen sollen, auf welche Mollweide zuerst mit Recht auf- 
merksam gemacht hat. Auch bei der Berechnung der drei Winkel aus den 
drei Seiten hätten sonst schon bekannte Formeln gegeben werden können. 
Bezeichnet man nämlich den halben Umfang des Dreiecks mit s und setzt 

(s — a) (s— b) (s— ei — 


8 


CG 


so erhält man 


tang} A== , tang à B == Se tang à c= 
und für den Inhalt 
d= sq. 

Wir schliessen die Besprechung des vorliegenden Lehrbuches der 
ebenen Trigonometrie mit der Bemerkung, dass wir es zur ersten Ein- 
führung in die Wissenschaft im Ganzen für zweckmässig und nützlich hal- 
ten. Die Ausstattung des Buches ist recht nett; nur sind uns leider in den 
Resultaten eine nicht geringe Anzahl Druckfehler aufgestossen, was bei 
der Benutzung derselben zur Vorsicht mahnen ınag. 


Dresden. Dr. RupoLr HOFFMANN. 


Lehrbuch der algebraischen Analysis. Von M. A. STERN. Leipzig und 
Heidelberg, Winter'sche Verlagshandlung. 1860. 
Der Charakter des vorliegenden Werkes lässt sich mit den zwei Wor- 
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ten bezeichnen: Thibaul redivivus. In der That fängt die Uebereinstimmung 
des Verfassers mit seinem Vorgänger bereits auf Seite 5 an, wo die Rech- 
nung mit Ausdrücken von der Form 
a+bz+terx'+dx +... 

als das Geschäft der algebraischen Analysis bezeichnet wird. Bei Thibaut 
liess sich das allenfalls hören und es findet sich auch in dessen Allgemeiner 
Arithmetik nichts weiter; wie aber der Verfasser periodische Reihen, un- 
endliche Producte und Kettenbrüche (Cap. 10, 11 und 12) mit seiner Defini- 
tion vereinigen will, ist nicht wohl einzusehen. Referent zweifelt über- 
haupt an der ganzen wissenschaftlichen Berechtigung der sogenannten alge- 
braischen Analysis*) und glaubt darin auch den Grund zu sehen, warum 
eine stichhaltige Definition dieses Theiles der Mathematik ihre Schwierig- 
keiten hat; findet man es aber hier wie in anderen Gebieten des Wissens 
nicht unpassend, eine Parzelle auszusondern und diese mit besonderem 
Fleisse zu cultiviren, so darf man wohl sagen, „die algebraische Analysis 
ist die elementare Theorie der sogenannten einfachen Functionen“ (2, 
a’, log x, cos x, sin x, etc., arcsin r, arctang x, etc.). Diese Definition hat 
auch noch den Vortheil, dass sie nicht die zufälligen Mittel der Bearbei- 
tung oder die Form, in welcher das Resultat erscheint (wie z. B. a+ bx 
+cz*+etc.), sondern ein ganz bestimmtes Object als Eintheilungsgrund 
benutzt. 

Bei dem Rechnen mit der Form a+ bx + cx*+ etc. ist dem Verfasser 
die Schwierigkeit nicht entgangen, welche aus der etwaigen Divergenz der 
Reihe entspringt; über diesen Knoten kommt der Verfasser auf eine selt- 
same Weise hinweg, wozu vielleicht Referent die unschuldige Veranlassung 
gegeben hat. Vor längerer Zeit, als es noch Leute gab, welche die ana- 
lytische Summe (erzeugende Function) einer Reihe von deren arithmeti- 
scher Summe unterscheiden wollten, machte Referent (in Grunert’s Archiv) 
den gewiss plausiblen Vorschlag, jene esoterische und exoterische Bedeu- 
tung der Reihen durch verschiedene Zeichen aus einander zu halten; der 
Verfasser scheint sich dies gemerkt zu haben, denn er sagt auf Seite 29: 
Wenn aus den Reihen 


*) Der Verf. erklärt es (Vorrede VI) für praktisch bedenklich, unmittelbar 
auf die Arithmetik die Differentialrechnung folgen zu lassen; dagegen ist Referent 
durch vieljährige Erfahrung zu dem Ergebnisse gekommen, dass jene Aufeinander- 
folge gar keine Schwierigkeiten hat, wenn die Schüler etwas analytische Geometrie 
verstehen. Hält man die Beweise der Formeln 


d (am d (at 

nei, Ae) = uf la, etc. 
frei von den gewöhnlichen aber überflüssigen R'ihenentwickelungen (vergl. des Re- 
ferenten „Compendium der höheren Analysis“, zweite, völlig nmgearbeitete Auf- 
lage, wovon die 1. Lieferung erschienen ist), so gewinnen die Anfangsgründe der 
Ditferentialrechnuug sogar noch den Vorzug, viel einfacher und verständlicher zu sein, 
als die immer etwas peniblen Betrachtungen der algebraischen Analysis. 
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a ＋ a c ＋ a +... 
bo Tr ＋ „ +... 
die neue Reihe 
(ab + bo) + (atb) & + (a, L:) & + 
gebildet wird, so soll letztere die der Addition entsprechende 
Summe sein, oder symbolisch ausgedrückt: 
Zar ær + Sb a ꝙ E (a, I be) ær; 
„das Zeichen £ soll das Zeichen des Entsprechens heissen.“ In 
diesen wenigen Worten steckt eine doppelte Unklarheit. Zwischen drei 
unendlichen Operationen irgend eine Beziehung — mag sie nun durch 
== oder < oder > etc. bezeichnet sein — aufstellen, hat so lange gar kei- 
nen vernünftigen Sinn, als nicht nachgewiesen ist, dass bei jenen Opera- 
tionen eine angebbare und darum mit anderen vergleichbare Grösse her- 
auskommt; wer z. B. hinschreibt: sin 00 ＋ cos oao == lang oc, wird schwer- 
lich um diese Weisheit beneidet werden, muss sich aber auch gefallen las- 
sen, dass ein Anderer das Zeichen = durch < ersetzt und gleichfalls Recht 
zu haben behauptet. Eben deswegen lässt sich schon einer Gleichung 
von der Form 
Za,z + Eb, x? == E (a, ＋ b.) x" 
gar keine fassbare Bedeutung unterlegen, wenn nicht beide Reihen con- 
vergiren; noch viel unklarer aber wird die Sache, wenn der Verfasser statt 
des Gleichheitszeichens ein neues Zeichen einführt, ohne eine Defini- 
tion desselben zugeben. Oder meint der Verfasser wirklich, in dem 
blossen „Entsprechen“ liege etwas bestimmtes? Man braucht doch nur an 
die geometrischen Verwandtschaften zu denken, um sich zu erinnern, dass 
2. B. einer Geraden sowohl ein Punkt, als eine Gerade und überhaupt 
alles Mögliche, ja sogar Unmögliches (Imaginäres) entsprechen kann. — 
Später freilich hört diese Unbestimmtheit wieder auf, denn der Verfasser 
ist da, wo es auf sichere Resultate ankommt, klug genug, nur convergi- 
rende Reihen zu benutzen und $ in = zu verwandeln. Nahe liegt da die 
Frage: cui bono? wozu überhaupt die curiose Theorie des Entsprechens, 
wenn sie nicht wieder gebraucht wird und wenn sich der Verfasser nicht 
getraut, mit ihr allein etwas Ordentliches anfangen zu können ? 
Nachdem in Cap. V das Resultat 


j 

, (+z)}" Ek 2" | 
gewonnen worden ist, wobei der Verfasser ganz wie Thibaut rechuet und 
bezeichnet, folgt die Lehre von der Convergenz der Reihen (Cap. VI) jeden- 
falls nur, um = statt + setzen zu dürfen, und daran schliessen sich in 
Cap. VII die Reihen für Exponentialgrössen und Logarithmen. Zu einiger 
Ueberraschung unbefangener Leser kommt jetzt die SE dass auch‘ 
Reihen von der Form 


dy + a, (u+ oy — 1) + a, (u + 0y —a} + 
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betrachtet werden müssen, und, nachdem das Nöthige hierüber gesagt wor- 
den ist, definirt der Verfasser e Vi als Summe der Reihe 


1 + “ET PI 4 CHI yo y 


und bleibt seinem Vorbilde Thibaut auch darin getreu, dass er cos z und 
sin x nur im analytischen Sinne, nämlich als Summen der bekannten Rei- 
hen nimmt. Dieser bekannte Gedankengang enthält zwar keine Unrichtig- 
keit, leidet aber an einigen auffallenden methodischen Fehlern und Un- 
bequemlichkeiten, die vielleicht e aus einander gesetzt zu werden 
verdienen. 

Wenn erstens der Gedanke, b Variabele in die vorher dage- 
wesenen Reihen einzufübren, mehr als ein scurriler Einfall, wenn er ein 
Princip sein soll, warum fängt man denn nicht gleich bei der Binomialreihe 
an und nennt den rellen Theil von 


E (u+ iv) + 1 D) (u + iv) + 


etwa den Tr Cosinus und Ma Ss von i den binomischen Sinus? 
Gleichwol hütet sich Jeder vor soleher Consequenz und zwar aus dem ein- 
fachen Grunde, weil sie auf complicirte Functionen zweier Variabelen 
führt. Damit wird das Princip von Hause aus verletzt, man folgt ihm nur, 
soweit es bequem ist. — Der zweite methodische Fehler besteht darin, 
dass man ganz unnützer Weise die Theorie des Imaginären von der Theorie 
der unendlichen Reihen abhängig macht. Die Quelle des Imaginären liegt 
in der Algebra, ebendaher kommt auch die Potenz, und so ist es doch nicht 
mehr als naturgemäss, die Frage nach der Bedeutung von (u + iv)“ mittelst 
der niederen Mathematik zu beantworten, wenn dies irgend geschehen 
kann. Zu welchen Monstrositäten jener Thibaut’sche Weg fiihrt, sieht 
man am deutlichsten bei dem einfachen Theoreme, dass immer 
1) x + iy =r (cos 8 + i sin 8) 

gesetzt werden darf. Hier ist geometrisch die Sache unmittelbar einleuch: 
tend, der Analytiker aber braucht hierzu 1) die Lehre von der Convergeuz 
der Reihen, 2) den binomischen Satz, 3) die Ex ponentialreihe, 4) die Zer- 
fällung derselben bei complexen Exponenten, 5) den Nachweis, dass der 
analytische Cosinus und Sinus identisch sind mit dem trigonometrischen 
Cosinus und Sinus. Wenn dies keine Umwege sind, so giebt es keine. 
Viel einfacher wird die ganze Theorie, wenn man von der Gleichung 1) 
ausgeht und cos und sin im goniometrischen Sinne nimmt. Man erhält zu- 
nächst > 

r (cos 9 ＋ i sin 0). r (cos 0 + i sin ) = rr [cos (9+9) ＋ i sin (8 1 80) 
und durch mehrmalige Anwendung dieser Formel gelangt man zu dem 
Moivre'schen Satz und überhaupt zur Bedeutung der Potenz 


D g 
r Hei. 
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Die Definition der Exponentialgrösse mit complexen Exponenten bietet für 
den ersten Anblick eine kleine Schwierigkeit, welche Referent seit langer 
Zeit überwunden hat, indem er zeigte, wie die identische Gleichung 


an — n 
eb -T . tie? 
ad 


e 1 = H Li L e 
vollkommen ausreicht, um zu beweisen, dass 0 + +) gleichzeitig mit 
/ 


m wächst, aber kleiner als 4 bleibt und sich daher einer bestimmten end- 
lichen Grenze nähert, welche e genannt wird. Daran knüpft sich leicht 
die allgemeinere Gleichung 


9 lte ln 


der zu Folge die Exponentialgrösse als Grenzwerth einer gewissen Potenz 
augesehen werden kann. Da nach dem Vorigen die Bedeutung der Potenz 
für jede complexe Basis gesichert ist und m als ganze und positive Zahl 
genommen werden kann, so lässt sich auch e“ ie genau definiren, indem 
man sagt, es sei ' 
eie — Lim | (1 + “et. 
m 
Die Ausfübrung des angedeuteten Grenzenüberganges liefert die Gleichung 
ex+iv — e" (cosy + i sin v), 

und von hier an bleibt der Gedankengang der gewühnliche. Durch diese 
Darstellung gewinnt die Theorie des Imaginären eine solche Unabhängig- 
keit, dass sie an jeder beliebigen Stelle der algebraischen Analysis einge- 
schaltet, ja sogar gleich zu Anfang vorgenommen werden kann. Ferner 
erspart man sich die langweilige Untersuchung über die Periodicität des 
analytischen Cosinus und Sinus, den umständlichen Beweis, dass es eine 
Zahl (4x) giebt, deren analytischer Sinus = 1 ist; endlich fällt der Nach- 
weis der Identität des analytischen und des goniometrischen Sinus ganz 
von selber weg. 

Der Verfasser beschliesst sein Werk mit zwölf Noten, welche gerade 
ein Drittheil des Ganzen ausmachen und manche hübsche Entwickelung 
enthalten namentlich in Beziehung auf Reihen, Kettenbrüche und Zahlen- 
theorie; diese Anhänge sind überhaupt das Beste am Buche. 

Damit man übrigens dem Referenten nicht nachsage, dass Tadeln 
leichter sei, als Bessermachen, so erlaubt sich derselbe hiermit auf sein : 
Handbuch deralgebraischen Analysis zu verweisen, dessen dritte 
verbesserte und vermehrte Auflage in wenigen Wochen die Presse ver- 


lassen wird. SCHLÖMILCH. 
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Lehrbücher der Arithmetik und Algebra. 


Lehrbuch der Algebra für Ober-Gymnasien und Ober- Realschulen. Von 
Avaust DECKER, Lehrer der Mathematik und Physik am k. k. 
Ober-Gymnasium in Troppau. Troppau 1859, Otto Schiiler’s 
Buchhandlung. 8. 218 S. 

Das vorliegende Lehrbuch, dessen Inhalt die allgemeine Arithmetik 
und die Grundiebren der Algebra bilden, ist den Bedürfnissen des mathe- 
matischen Unterrichts in den höheren Klassen der Gymnasien und Real- 
schulen angepasst. In acht Abschnitten handelt es von den arithmetischen 
Operationen, von den Brtichen (incl. Kettenbrüchen), von den Potenz- und 
Wurzelgrössen, von den Verhältnissen und Proportionen, von den Loga- 
rithmen, von den Gleichungen (Gleichungen des ersten und zweiten Gra- 
des, unbestimmte Gleichungen des ersten Grades), von den Progressionen, 
von der Combinationslehre oder Syntaktik. Die einzelnen Lehren sind mit 
ziemlicher Ausführlichkeit vorgetragen und durch Beispiele erläutert. 
Das Buch ist mit anerkennungswerthem Fleisse geschrieben und bekundet 
überall ein Streben nach wissenschaftlicher Strenge, so dass es in den Krei- 
sen, für welche es bestimmt ist, gewiss mit Nutzen von Lehrern und Schü- 
lern gebraucht werden kann. Die äussere Ausstattung verdient ganz be- 
sonders auch gelobt zu werden. 


PPP. 
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Die Elemente der Mathematik. Ein Leitfaden für den mathematischen 
Unterricht an höheren Lehranstalten. Von WILH. GALLENKAMP, 
Director der Realschule in Mühlheim an der Ruhr. Zweite ver- 
besserte und vermehrte Auflage. 1. Theil. Der Arithmetik und 
Algebra erste Abtheilung und die Planimetrie. Mit einer Figuren- 

tafel. Iserlohn, Verlag von Julius Bädecker. 1860. 8. 148 8. 
Ein durch gedrängte Kürze und klare und übersichtliche Darstellung 
sehr empfehlenswerthes Buch. Es enthält auf 72 Seiten die erste Abthei- 
lung der Arithmetik und Algebra, nämlich die Grundrechnungsarten in 
ganzen Zahlen, die Grundrechnungsarten in Brüchen, die Grundrechnungs- 
arten in algebraischen Zahlen, die Lehre von den Potenzen (nıit ganzen 
und gebrochenen, positiven und negativen Exponenten), Anwendung der 
Potenzlehre auf Zahlensysteme mit beliebiger Grundzahl, die Gleichungen 
des ersten Grades mit einer Unbekannten. Der zweite Theil des Buches 
enthält auf 76 Seiten die. Planimetrie, und es handeln die sechs Capitel 
von der geraden Linie und der Lage gerader Linien gegen einander, vom 
Dreieck, vom Viereck und dem Vieleck, von der Grössenvergleichung der 
geradlinigen geschlossenen Figuren, von der Formvergleichung gerad- 
liniger Figuren, vom Kreise (Aehnlichkeit, Polarität und Potenzialität der 
Kreise, Kreisberührungen). In einem Punkte können wir uns mit dem 
Verfasser nicht ganz einverstanden erklären und dieser betrifit die Auf- 
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stellung zu allgemeinen Definitionen am Anfange der einzelnen Lehren der 
Arithmetik. Jedenfalls wird dadurch die Einsicht in die Bedeutung der 
einzelnen Rechnungsoperationen nicht gefördert. Wenn der Verfasser 
3. B. zu Anfang der Potenzlehre die Erklärung aufstellt, eine Potenz ist 
eine Zahl, welche so durch Multiplication aus einer gegebenen Zahl, der 
Grundgrösse, entsteht, wie eine andere gegebene Zahl, der Exponent, 
durch Addition aus 1 entstanden ist, so wird durch eine solche oder ähn- 
liche Erklärungen nicht nur die Grundbedeutung der Potenz als eines Pro- 
ductes gleicher Factoren verdunkelt, sondern es wird auch die symbolische 
Bedeutung der Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten da- 
durch nicht in das rechte Licht gestellt und die Erklärung bekommt einen 
Anschein von Willkür, den sie doch nicht haben soll. Ebenso will es uns 
in der Geometrie nicht recht gefallen, den Winkel zweier Geraden gleich 
anfänglich als Drehungsgrösse aufzufassen; wissenschaftlicher ist es jeden- 
falls, den Winkel zu definiren als das Stück der unbegrenzten Ebene, 
welches zwischen zwei von einem Punkt ausgehenden Geraden liegt. Die 
Vergleichung der Winkol riicksichtlich ihrer Grösse wird dadurch gewiss 
nicht erschwert, sobald man einmal erklärt hat, was man unter zwei glei- 
chen Winkeln versteht. Sehen wir von diesen Einwürfen ab, so bleibt 
dem Verfasser das Verdienst einer gewandten Darstellung, die ein nicht 
geringer Vorzug des sehr hübsch ausgestatteten Buches ist. 


Lehrbuch der Mathematik für Gymnasien und höhere Lehranstalten. Von 
Dr. Jonann RORBRRT Borman, Oberlehrer am Gymnasium zu 
Coblenz. Dritter Theil: Arithmetik. Cöln und Neuss, 
L. Schwann’sche Verlagshandlung. 1861. 8. 224 8. 

Das vorliegende Buch nimmt besonders Rücksicht auf Heis“ Samm- 
lung von Beispielen und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik und 
Algebra und kann derselben als Commentar dienen. Nur die Gleichungen, 
welche den dritten Grad überschreiten, sowie die transcendenten Glei- 
chungen sind unberücksichtigt geblieben. In dem Streben, von vornherein 
alle Sätze und Formeln durch Beweise zu stützen und folgerichtig zu be- 
gründen, ist der Verfasser jedenfalls über das Erlaubte hinausgegangen, 
indem er von Formeln Beweise giebt, in denen eine Erklärung enthalten 
ist. Es nimmt sich in der That komisch aus, für die Formeln, wie 
+ 
Beweise zu finden. Dass man in den Lehrbiichern, die auf Erweckung 
und Belebung eines wissenschaftlichen Sinnes gerichtet sind, immer noch 
den Begriff der Null und den des Unendlichkleinen zusammenwirft und 
dadurch unvermeidliche Widersprüche hervorruft, ist gewiss im Interesse 
der Wissenschaft zu beklagen. Sonst enthält das Buch bei einer sauberen 
Ausstattung (Druckfehler abgerechnet) manches Gute und wird denen, 


1 
(a—b) + b =a, a—a=0 . b =a, dei, art -7 ete. 
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welche bei ihrem Unterrichte die Sammlung von Heis zu Grunde legen, 
immerhin von Nutzen sein können. 


Leitfaden der allgemeinen Arithmetik und Algebra für Gymnasien, höhere 
Bürger- und Gewerbeschulen, besonders auch als Commentar zu 
der Sammlung von Beispielen aus der allgemeinen Arithmetik 
und Algebra, herausgegeben von E. Heis, zu gebrauchen, einfach 
und leicht fasslich dargestellt von Davip Girraorn, Lehrer der 
Mathematik am Obergymnasium zu Braunschweig. Braunschweig, 
Verlag der Schulbuchhandlung. 1861. 8. 220 8. 

Dieser Leitfaden, dessen Titel seine Bestimmung hinlänglich bekun- 
det, behandelt die Lehren der allgemeinen Arithmetik und Algebra in der 
berkömmlichen Weise. Kettenbrüche, die Combinationslehre, die Glei- 
chungen des dritten und höherer Grade sind nicht berücksichtigt. Dem 
Buche sind Tabellen zur Vergleichung verschiedener Maass- und Gewichts- 
einheiten beigefügt. Die Ausstattung des Buches ist recht gut. 


Lehrbuch der Arithmetik mit Einschluss der Algebra und der niederen 
Analysis. Zum Gebrauch bei den Vorträgen an der vereinigten 
Artillerie- und Ingenieurschule und zum Selbstunterrichte be- 
arbeitet von Dr. K. H. M. AschEN BORN, Professor am Berliner 
Cadettenhause, Lehrer und Mitglied der Studiencommission der 
vereinigten Artillerie- und Ingenieurschule. Berlin 1859, Verlag 
der königl. geheimen Ober-Hofbuchdruckerei (R. Decker). 8. 4588. 

Ist das vorliegende Lehrbuch zunächst zum Gebrauch bei den Vor- 

trägen an der königlichen vereinigten Artillerie- und Ingenieurschule be- 
stimmt und dieser Zweck für Umfang, Inhalt und Methode massgebend 
gewesen, so wird dieses Buch doch auch für andere Fachschulen, in denen 
der mathematische Unterricht ein wesentliches Moment bildet, mit grossem 
Nutzen gebraucht werden können. Klarheit der Darstellung, Strenge der 
Beweisführung, hinreichend viele und passend gewählte Uebungsbeispiele, 
Reichhaltigkeit des Inbalts und glückliche Auswahl aus dem reichen Ma- 
teriale der allgemeinen Arithmetik und der niederen Analysis machen das 
Buch zu einer erfreulichen Erscheinung auf dem so überreich angebauten 
Gebiete der mathematischen Schulliteratur. Obgleich dieses Buch zunächst 
für eine Fachschule geschrieben und daher die Anwendung der Mathematik 
vorzugsweise mit berücksichtigt worden ist, so enthält dasselbe doch auch 
manche Hinweisungen auf Theile der höheren Analysis, so dass es auch 
solchen Lesern empfohlen werden kann, die sich dem Studium der Mathe- 
matik speciell widmen wollen. 


Lehrbuch der Arithmetik. Verfasst von Dr. GEORG ZEHFUSS. Oppenheim 
am Rhein, Verlag und Eigenthum von Ernst Korn. 1857. 8. 144 8. 
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Die Grundzüge der Algebra. Zum Gebrauche bei Vorlesungen, für höhere 
Lehranstalten und zum Selbststudium dargestellt von Dr. G Eora 
ZEHFUSS. Oppenheim a. Rh. und Darmstadt, Verlag und Eigen- 
thum von Ernst Korn. 1860. 8. 200 8. 

Beide Bücher zeichnen sich durch theilweise neue Behandlung des 
Stoffes, durch grösste wissenschaftliche Strenge, durch Kürze und Reich- 
haltigkeit vor anderen Schriften über denselben Gegenstand vortheilhaft 
aus. Wir machen nur aufmerksam auf die Untersuchung der Multiplication 
und Division der gebrocheuen Zahlen, auf die Lehre von den positiven 
und negativen Grössen und die Lehre von den Potenzen mit negativen und 
gebrochenen Exponenten, auf die Rechnung mit imaginären Grössen, auf 
die Behandlung der Gleichungen des ersten Grades. Wie in dem Lehrbuch 
der Arithmetik die für das Studium der Zahlentlieorie so wichtige Lehre 
von der Congruenz, so weit sie in das Gebiet der Elemente gehört, so ist 
in der Algebra die für die gesammte höhere Analysis so wichtige Determi- 
nantenlehre, das Nöthigste über die höheren Gleichungen und die unbe- 
stimmte Analysis (höhere Congruenzen, unbestimmte Gleichungen des zwei- 
ten Grades) aufgenommen. Das Lehrbuch der Arithmetik enthält übrigens 
auch die praktischen Rechnungsarten (Reductionsrechnungen, Zinsrechnun- 
gen, kaufmännische Rechnungen). Beide Bücher des Verfassers sind so 
anregend geschrieben, dass wir nur wünschen können, es mögen dieselben 
in recht viele Hände gelangen; der Nutzen für den Leser wird nicht aus- 
bleiben. 


Lehrbuch der Elementar- Mathematik von Dr. TREODOR WITTSTEIR, Pro- 
fessor und Lehrer an der königl. Cadettenaustalt, der königl. Mi- 

: litärakademie und der städtischen Handelsschule zu Hannover. 
1. Band: Arithmetik und Planimetrie. Hannover, Hahn’sche Hof- 
buchhandlung. 1856. 8. 398 S. 

Ein Buch, was nur die wichtigsten Lehren der Arithmetik und Plani- 
metrie enthält, diese aber bis in die kleinsten Einzelnheiten ausgearbeitet 
dem Schüler gtt, Der Verfasser hat Schulen im Auge gehabt, bei 
denen die Mathematik hauptsächlich nur als Bildungsmittel des Verstandes 
betrachtet wird und fiir solche wird es gewiss in Bezug auf die Auswahl 
und Behandlung des Stoffes als zweckmässig befunden werden. 

Dr. RupoLr HOFFMANN. 


Neue Elemente der Mechanik. Von K. H. SchzLLRHACH, Professor am 
Friedrich - Wilhelms - Gymnasium und an der Kriegsakademie zu 
Berlin. Dargestellt und bearbeitet von G. ARENDT, ordentlicher 
Lehrer am Französischen Gymnasium zu Berlin. Berlin, Reimer. 
1860. 
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Ueber die Entstehung des vorliegenden Buches theilt Herr Professor 
Schellbach in der Vorrede, durch welche er dasselbe einleitet, mit, dass 
es aus den Lehrstunden hervorgegangen sei, welche er seit einer längeren 
Reihe von Jahren unter Theilnahme einiger jtingeren Lehrer der Mathe- 
matik und Physik in der ersten Classe des Friedrich-Wilhelms-Gymnasiums 
zu Berlin gehalten hat. Der Zweck dieses Unterrichts war hauptsächlich, 
die Vorstellungen, welche sich die Schüler bereits über mechanische Vor- 
gänge gebildet hatten, zu grösserer Klarheit zu entwickeln, die Auffassung 
dieser Processe auf möglichst einfache Grundbegriffe zurückzuführen und 
letztere durch vielfache Uebung gehörig zu befestigen. Das aus diesen 
Lehrstunden hervorgegangene Lehrbuch hat daher weniger den ersten An- 
finger, als vielmehr solche Leser im Auge, welche ihre mechanischen 
Kenntnisse durch zweckdienliche mathematische Uebungen fester begrün- 
den wollen. In der Art seiner Entstehung, sowie in der mathematischen 
Behandlung des Stoffes zeigt das Buch mehrfache Verwandtschaft mit den 
im fünften Jahrgange der Literaturzeitung S. 66 besprochenen ,,mathema- 
tischen Lehrstunden“ desselben Verfassers, denen es auch in Beziehung 
auf die reiche Fülle des behandelten Materials würdig zur Seite tritt. Für 
die Leser dieser Blätter, denen das neue Werk noch nicht zu Gesicht ge- 
kommen sein sollte, wird es daher jedenfalls von Interesse sein, mit sei- 
nem Inhalte näher bekannt gemacht zu werden. | 

Nach Feststellung der Begriffe: Atom, Trägheit, gleichförmige Be- 
wegung und gegenseitige Anziehung der Atome und Atomgruppen (Mole- 
cüle) wendet sich das erste, von der geradlinigen Bewegung handelnde 
Capitel zunächst zu der gleichförmig beschleunigten Bewegung, welche 
hier als eine Bewegung des Atoms auftritt, das von einem anderen an- 
gezogen wird, während die gegenseitige Entfernung beider Atome unver- 
ändert bleibt. Die entwickelten Gesetze werden auf den freien Fall und 
den verticalen Wurf der Körper angewendet, woran sich ein Excurs über 
das Newton’sche Gravitationsgesetz und die Einwirkung der Himmels- 
körper auf die Fallerscheinungen an der Erdoberfläche schliesst. Die Be- 
wegung von Atomsystemen, welche über eine gerade Linie vertheilt in un- 
veriinderlichen Entfernungen gehalten werden, während sie einer in der 
Richtung dieser Geraden wirkenden Anziehung ausgesetzt sind, führt zu 
dem Begriffe der Spannung zwischen den einzelnen Atomgruppen; an die 
Bewegung freier Atomgruppen auf derselben Geraden reihen sich zum 
Schlusse des Capitels die Gesetze des Stosses. 

Das zweite Capitel führt die Ueberschrift: Das Parallelogramm der 
Kräfte, die schiefe Ebene, parabolische Bewegung. Von dem Bewegungs- 
parallelogramm ausgehend behandelt hier der Verfasser die Bewegung auf 
der schiefen Ebene, sowohl unter alleiniger Wirkung der Schwerkraft, als 
mit Rücksichtnahme auf die Reibung, sowie die Bewegung fest verbunde- 
ner Atomgruppen auf zwei zusammengestellten schiefen Ebenen., An die 
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Untersuchung der Wurflinie sind mehrfache interessante mathematische 
Aufgaben geknüpft, z. B. über die Umhüllende der bei gegebenem Aus- 
gangspunkte und gegebener Anfangsgeschwindigkeit in derselben Vertical- 
ebene möglicher Wurflinien. 

Die im dritten Capitel enthaltene Theorie der Schwungkraft wird 
durch die Untersuchung derjenigen discontinuirlich wirkenden Kraft ein- 
geleitet, durch welche ein materieller Punkt genöthigt wird, den Umfang 
eines einem Kreise eingeschriebenen regelmässigen Polygons zu durch- 
laufen. Das hieraus gewonnene Gesetz der Schwungkraft findet seine Er- 
läuterung in vielfachen Uebungsbeispielen aus dem Gebiete der Astronomie 
und Physik, 3. B. in der Berechnung der Massen und der Dichtigkeit der 
Himmelskörper, in der Begründung des dritten Kepler'schen Gesetzes bei 
Voraussetzung einer kreisförmigen Planetenbahn, in der Untersuchung der 
Zusammensetzung von Schwerkraft und Centrifugalkraft an der Erdober- 
fläche, in der Theorie des conischen Kreispendels u. s. f. 

Das vierte Capitel enthält die Theorie der Attraction von festen Atom- 
systemen in einer Vollständigkeit, wie der Attractionscalcül unter Voraus- 
setzung elementarer mathematischer Hilfsmittel nur in wenigen Lehr- 
büchern durchgeführt sein dürfte. Vorausgeschickt sind einige Betrach- 
tungen über die Construction der Körper, in denen sich der Verfasser zu 
der bekannten atomistischen Naturansicht bekennt, ohne jedoch in seinen 
Rechnungen, welche streng genommen einen continuirlich mit Materie er- 
füllten Raum voraussetzen, von dieser Ansicht weiteren Gebrauch zu ma- 
chen. Untersucht werden die Anziehung einer homogenen Kreisfläche auf 
ein in ihrer Achse gelegenes Atom, sowie einer Kugelschicht und einer 
homogenen Kugel, sowohl auf einen äusseren, als einen inneren Punkt, 
nicht, allein unter Voraussetzung des Newton’schen Attractionsgesetzes, 
sondern auch eines solchen, wo die Anziehung irgend einer Potenz der 
Entfernung proportional ist. Mit Beschränkung auf das Newton'sche Ge- 
setz behandelt der Verfasser die Attraction einer homogenen materiellen 
Geraden, die Wirkung eines linearen Magneten auf ein in ausserordent- 
licher Entfernung befindliches einfach magnetisches Element und einige 
leichteren Fälle der Attraction zwischen zwei Atomsystemen. 

Im fünften Capitel wird die Bewegung eines Atoms unter der Wir- 
kung einer der Entfernung proportionalen Centralkraft aus der Parallel- 
projection einer gleichförmigen Bewegung im Kreise abgeleitet und durch 
die folgenden Beispiele erläutert: Bewegungen der in ihrem Gleichgewichte 
gestörten Atome elastischer Flüssigkeiten (Fundamente der Undulations- 
theorie), Bewegungen eines Körpers in einem diametral durch die ganze 
Erde gegrabenen Schachte (unter Voraussetzung eines homogenen Erd- 
körpers), Longitudinalschwingungen einer Spiralfeder. 

Für die Bewegung eines Atoms unter dem Einflusse einer Centralkraft 
in Verein mit anderen Kräften, welche den Gegenstand des sechsten Ca- 
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pitels bildet, stellt der Verfasser nur die ersten Grundlagen fest, ohne 
jedoch, da dieselben streng genommen auf eine Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung hinauslaufen, die Aufgabe in ihrer allgemeiuen Form weiter- 
zuführen. Die gewonnenen Resultate werden daher nur in zwei Beispielen 
weiter verfolgt, in der Theorie des Pendels und der Lehre von der Be- 
wegung eines Atoms auf einer rotirenden Geraden. An die Theorie des 
Pendels reihen sich die Anwendung desselben zur Bestimmung der Erd- 
schwere, zu Höhenmessungen, zur Bestimmung der mittleren Dichtigkeit 
der Erde, sowie eine elementare Erläuterung des Foucault’schen Pendel- 
versuchs. | 

Der Inhalt des siebenten Capitels ist den Kepler’schen Gesetzen ge- 
widmet, wobei unter Anderem die im dritten Capitel dem dritten Kepler“ 
schen Gesetze auferlegte Beschränkung auf eine kreisförmige Bahn wieder 
aufgehoben wird. Eine Anwendung des ersten Kepler’schen Gesetzes bil- 
‘det die Untersuchung der Abweichung frei fallender Körper von der Ver- 
ticalen. 

Das Schlusscapitel handelt von der Bewegung eines Systems, das aus 
zwei mit einander fest verbundenen Atomgruppen besteht. Das Gesetz 
der aus fortschreitender Bewegung des Schwerpunktes und Rotation um 
eine durch den Schwerpunkt gehende Achse zusammengesetzten Bewegung 
wird hier für den einfachen Fall entwickelt, wo sie von zwei Impulsen 
herrührt, welche im Anfange der Bewegung den beiden Atomgruppen in 
beliebiger Richtung ertheilt wurden. 

Was die mathematische Behandlung des Stoffes betrifft, so ist die- 
selbe, wie es bei einem Werke, welches den Nanıen des Herrn Professor 
Schellbach an der Spitze trägt, nicht anders erwartet werden konnte, eine 
durchgängig strenge und correcte. Der Umfang dea mathematischen Wis- 
sens, welchen der Gebrauch des Buches voraussetzt, beschränkt sich auf 
die Elementarmathematik mit Einschluss der Anfangsgründe der analyti- 
schen Geometrie der Ebene, sowie des allgemeinen Binomialtheorems und 
der hieraus abgeleiteten Reihenentwickelung für die Exponentialgrösse. 
Welche seltene Virtuosität Herr Prof. Schellbach besitzt, mit so wenigen 
Hilfsmitteln Aufgaben zu behandeln, welche ausserhalb des Gebietes der 
Elementarmathematik zu liegen scheinen, ist bereits bei Besprechung der 
mathematischen Lehrstunden rühmend erwähnt worden; das vorliegende 
Buch liefert hierfür fast auf allen Seiten sprechende Beweise. Es kann 
daher dasselbe nicht allein den Studirenden der Mathematik bestens eni- 
pfohlen werden, für welche es gleichzeitig durch die Eigenthümlichkeit 
seiner Methoden eine gute Einleitung in das Studium der höheren Mathe- 
matik bildet; auch der Lehrer wird es im Interesse des Unterrichts nicht 
unbefriedigt aus der Hand legen. O. Forr. 
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Die Eriosson’sche calorische Maschine. Von H. Borrıus, Civilingenieur. 
2. Auflage. Hamburg, O. Meissner. 

Die so rasche Folge einer zweiten Auflage der genannten Schrift 
deutet auf ein Interesse für dieselbe hin, welches eine kurze Beurtheilung 
den Lesern der Zeitschrift gegenüber rechtfertigen dürfte. 

Die theoretischen Untersuchungen des Verfassers sollen klarere Ein- 
sicht in die Wirkungsweise der motorischen Wärme in ihrer Vereinigung 
mit atmosphärischer Luft und hierdurch Handhaben liefern, welche das 
Streben nach Ausbildung und Vervollkommnung der calorischen Maschinen 
‘verwenden können. Sie sollen ferner nähere Aufschlüsse über die Wir- 
kungsweise der Ericsson’schen Maschine und dadurch Rechnungsunter- 
lagen geben, mit denen der Nachweis über den industriellen Werth dieser 
Maschine geführt werden könne. Die ersten dieser Untersuchungen sind 
bereits von Redtenbacher in dessen „Die calorische Maschine, Mann- 
heim 1853“, an welche Schrift der Verfasser sich anlehnt, ungleich umfas- 
sender und einsichtsvoller durchgeführt, die zweiten nur höchst lückenhaft 
und unzureichend angestellt worden. 

Eine industrielle Werthbestimmung pflegt durch Vergleich mit der 
Dampfmaschine in Bezug auf Leistung, Betriebsaufwand und Anlage- 
kosten vorgenommen zu werden. Die beiden ersten Punkte fertigt man 
in der Regel mit Berechnung des pro Zeiteinheit und Leistungseinheit ver- 
brauchten Brennmaterialquantums ab. Dieses Brennmaterialquantum ist 
von dem Wärmeerzeugungs-, Wärmeübertragungs- und Wärmenutzungs- 
apparate der Maschine abhängig. Bei Betrachtung der Ericsson’schen 
Maschine findet sich, dass gerade die beiden ersten sehr stiefmütterlich 
bedacht sind, also den Brennmaterialverbrauch vorwiegend beeinflussen 
werden. Der Verfasser betrachtet trotzdem nur den dritten und setzt für 
die ersten ohne Weiteres willkürlich abgeschätzte Wirkungsgrade in seine 
Rechnung; ja er behandelt sogar auch den letzten nur höchst unvollstin- 
dig; er bestimmt blos die sogenannte theoretische Leistung desselben, 
während an der beredeten Maschine gerade die Reibungswiderstände in dem 
‚allerdings höchst ingenieusen, aber gleichwohl sehr complicirten Hebel- 
mechanismus, die Wärmeverluste an der bedeutenden Abkühlungsfläche 
des Cylinders und die Luftverluste an dem in dieser Beziehung unzweck- 
mässig construirten Steuerkolben den Totaleffect auffällig deprimiren. In- 
dem er für diese Effectverluste, wie für die Wirkungsgrade des Feuer- 
raumes und der Heizfliche Werthe einsetzt, die mit sanguinischer Vorliebe 
für die calorische Maschine gewählt sind, gelangt er zu Resultaten, die 
die ökonomische Vortrefflichkeit dieser Maschine ausser Zweifel zu setzen 
scheinen. Er findet, dass eine einpferdige Ericsson - Maschine mit einem 
Coaksquantum von 4 bis 5 Pfund pro Stunde ausreicht, während eine 
Dampfmaschine deren 10 erfahrungsmässig nöthig hat. 

In der That hat sich durch Messung mit Dynamometer und Waage 
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ergeben (Dingler’s polytechn. Journal CLIX, Heft 6), dass die Ericsson- 
Maschine fiir oben gedachte Leistung und Zeit 30 Pfund Holz- oder 
15 Pfund Steinkohle oder Coaks beansprucht, ausserdem aber noch Unter- 
haltungskosten erfordert, welche eine Dampfmaschine selbst unter den 
ungünstigsten Umständen nicht nöthig macht. 

Nach diesen Erörterungen kann die theoretische Untersuchung des 
Verfassers nur als ein Rechenexempel erscheinen, welches eine mässige 
Illustration für ein paar Theoreme der Thermodynamik vorführt. 

Dresden. Dr. Weiss. 


Die Fluorescenz des Lichtes. Vorgetragen von F. J. Pısko. Wien, Verlag 
von Carl Gerold’s Sohn. 1861. 

Dieses kleine Schriftehen enthält eine recht vollständige Zusammen- 

stellung alles dessen, was tiber die Fluorescenz bekannt ist, und empfiehlt 


sich ganz besonders zum Studium aller hierher gehörigen Erscheinungen. 


Die ersten 63 Seiten füllen die Grundversuche mit Sonnenlicht, künst- 
lichem Licht, sowie mit einfachem Licht, und die Untersuchung mittels far- 
biger Zwischenmittel, desgleichen eine geschichtliche Rückschau über den 
Gegenstand aus. Seite 63—93 beschreibt der Verfasser die wissenschaft- 
lichen Untersuchungsmethoden und ihre Ergebnisse, Seite 93—100 die ver- 
schiedenen Erklärungsmethoden der Fluorescenz und Seite 101—107 die 
Anwendung der Fluorescenz auf Prüfung der Durchlässigkeit der Körper 
für ultraviolette Strahlen, auf Photographie und Mikroskopie etc. Der 
klare und deutliche Vortrag, der durch in den Text aufgenommene Holz- 
schnitte unterstützt wird, die Vollständigkeit des Berichtes über die ex- 
perimentellen Untersuchungsmethoden, sowie der am Schlusse angefiigte 
literarische Nachweis empfehlen das Schriftchen sehr fiir das Studium der 
Fluorescenzerscheinungen. Dr. KARL. 


Notiz. 


Als ich ehedem mit der Bearbeitung meiner Tafeln bestimmter Inte- 
grale beschäftigt war, habe ich an das mathematische Publicum die Bitte 
gerichtet, mir zur Erreichung möglichst grosser Vollständigkeit die hier 
und da erschienenen Monographieen über diese Functionen zusenden zu 
wollen; einige Journale haben diese Aufforderung damals aufgenommen. 
Vor der Herausgabe der Tafeln ist mir nichts zugekommen. Denjenigen 
aber, die mir später ihre werthvollen Abhandlungen zusendeten, statte 
ich hier nochmals meinen verbindlichsten Dank ab, sowie auch denen, die 
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mir die Recensionen der genannten Arbeit zukommen zu lassen die Güte 
hatten. Da ich nun durch den meine Erwartungen iibertreffenden Absatz 
der „Tables d'integrales définies (publié par l'Académie Royal des sciences. 
Amsterdam)“, wodurch die Auflage fast erschöpft worden ist, zu einer 


neuen, gänzlich umgearbeiteten Ausgabe schreiten muss, wozu von der. 


ersten Auflage noch einiges Material vorhanden ist, so rufe ich noch ein- 
mal die freundliche Hilfe der Sachverständigen zu doppeltem Zwecke an 
und bitte dieselben | ; 
1) um die betreffenden Abhandlungen, insoweit sie in den „Tables etc.“ 
S. 21 und 22 nicht citirt und also nicht benutzt worden sind; 
2) um die erschienenen Recensionen, insofern die Herren Referenten 
sie mir zu übersenden noch nicht die Güte batten. 

Das grosse Interesse, welches meinem Unternehmen zu Theil gewor- 
den, und die — ich darf wohl sagen — überaus günstige Aufnahme von 
Seiten der Akademien und der wissenschaftlichen Journale ermuthigen 
mich sowohl zu diesem Schritte, als auch zu der nicht geringen Mühe 
einer Umarbeitung des genannten Werkes. 


Deventer (Niederlande). 
Dr. BIERENS DE Haan. 
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Greifswald, Akademische Buchhandlung in Comm. 2% Thir. 


80 Literaturzeitung. 


Angewandte Mathematik. 


HoLrzwmann, C., Lehrbuch der theoretischen Mechanik. Stutt- 
gart, Metzler. 2 Thir. 6 Ngr. 
Brununs, C., Die astronomische Strahlenbrechung in ihrer 
historischen Entwickelung dargestellt. Leipzig, Voigt & 
Günther. 1% Thlr. 
Mäpter, J. H., Die Fixsternwelt. 2. Auflage des Werkes über die 
Fixsterne im Allgemeinen und die Doppelsterne insbesondere. Berlin, 
Heymann. % Thlr. 
ALLÉ, M., De methodis variis perturbationes speciales compu- 
tan di. Diss. inaug. Kiel, Akadem. Buchh. in Comm. 8 Ngr. 
Hoek, M., Recherches astronomiques de l'observatoire d'Utrecht. 
Haag, Nijhoff. 1% Thlr. 
Sturm, Cours de Mécanique de l’école polytechnique: publié par 
E. Prounet. Tome I. Paris, Mallet- Bachelier. Les deux volumes 12 frcs. 


Physik. 
Riess, P., Ueber elektrische Ringfiguren. (Akad.) Berlin, Diimm- 
ler in Comm. 12 Ngr. 
SPILLER, Pu., Neue Theorie der Elektricitätund des Magnetis- 
mus in ihren Beziehungen auf Schall, Licht und Wärme. 
3. Aufl. Berlin, Mittler & Sohn. 14 Thlr. 
Repertorium der Meteorologie, EEE OR von der kaiserl. 
geographischen Gesellschaft zu Petersburg; redigirt von Käurz. 
2. Bd. 1. Heft. Dorpat und Leipzig, Köhler. pro compl. 7 Thlr. 


Literaturzeitung. 


Recensionen. 
Studien über die Methoden und die Benutzung hypsometrischer Arbeiter, 


nachgewiesen an den Niveauverhältnissen der Umgebung von 
Prag. Ein neuer Beitrag zur Geodäsie und zur Orographie von 
Cart Kokıstka, Professor der Geodäsie am polytechnischen 
Institute zu Prag etc. Mit zwei Niveaukarten und mehreren 
Holzschnitten. Gotha, Justus Perthes, 1858. 

Der Nutzen, den hypsometrische Bestimmungen im Allgemeinen ge- 
währen, ist so vielseitig, dass nicht allein eine Vermehrung und Verein- 
fachung der Hilfsmittel zur Ausführung solcher Messungen höchst wün- 
schenswerth erscheint, sondern auch alle Diejenigen, welche derartige 
Messungen unternehmen, sich den Dank des wissenschaftlichen Publicums 
in hohem Grade erwerben. 

Durch die Erfindung des Barometers wurde ein sehr einfaches Mittel 
entdeckt, Höhen ohne grossen Zeit- und Kostenaufwand zu bestimmen, 
und die meisten Höhenmessungen datiren von dem Zeitpunkte an, in wel- 
chem die Vervollkommnung des Barometers so weit vorgeschritten war, 
dass dasselbe mit mehr Zuverlässigkeit, als ursprünglich, zu derartigen 
Bestimmungen verwendet werden konnte. 

Das im Jahre 1829 in Gehler’s physikalischem Wörterbuche (5. Bd., 
S. 339 u. f.) aufgestellte Verzeichniss der Meereshéhen von verschiedenen 
Punkten der alten und neuen Welt weist 4550 solcher Bestimmungen nach, 
von denen nur verhältnissmässig sehr wenige auf trigonometrischem Wege, 
die meisten mittelst des Barometers ausgeführt sind. | 

Insbesondere ist es A. v. Humboldt, welcher zu Anfang des gegen- 
wärtigen Jahrhunderts durch seine ausnehmend zahlreichen barometri- 
schen Beobachtungen in Amerika die regste Thitigkeit auf diesem Gebiete 
hervorrief. | 

Hinsichtlich der Genauigkeit bleibt aber die barometrische Methode 
wesentlich hinter der trigonometrischen zuriick, weshalb man auch in 
neuerer Zeit die erstere nur da anwendet, wo man ohne bedeutenden Zeit- 
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und Kostenaufwand die letztere nicht benutzen kann und wo es. Zwecken 
gilt, welche durch die Ungenauigkeit der Methode nicht beeinträchtigt 
werden. 

Die barometrischen Bestimmungen sind aber auch in den letzten De- 
cennien hauptsächlich in solchen Ländern in den Hintergrund gedrängt 
worden, in welchen bei Gelegenheit der trigonometrischen Landesvermes- 
sungen trigonometrische Höhenbestimmungen mit ausgeführt werden konn- 
ten, an welche sich nun weitere hypsometrische Arbeiten entweder eben- 
falls auf trigonometrischem Wege oder durch Nivelliren im engeren Sinne 
leicht anschliessen lassen. 

Der Verfasser des oben annoncirten, schätzenswerthen, sehr reichlich 
mit literarischen Citaten versehenen Werkes, welcher sich bereits seit 
dem Jahre 1850 alljährlich mit Höhenmessungen in den österreichischen 
Alpen, auf dem böhmisch- mährischen Hochplateau, in den Sudeten und 
dem westlichen Ausläufer der Karpathen beschäftigte, hat im Auftrage der 
naturwissenschaftlichen Section des böhmischen Landesmuseums in der 
Umgegend von Prag 1042 Höhenbestimmungen zum Theil durch das Baro- 
meter, zum Theil durch Nivelliren, hauptsächlich aber auf trigonometri- 
schem Wege in der verhältnissmässig kurzen Zeit von 30 Tagen, mit wenig 
Kostenaufwand und mit einer für ihren Zweck vollkommen ausreichenden 
Genauigkeit ausgeführt, deren Resultate er in obigem Werke dem wissen- 
schaftlichen Publicum tibergiebt. | 

Hierbei hat derselbe zugleich Gelegenheit genommen, seine gesam- 
melten reichen, praktischen Erfahrungen über Höhenbestimmungen zu- 
sammenzustellen, „um dadurch — wie derselbe in der Einleitung sagt — 
jenen Geodäten und Naturforschern, welche derartige Messungen in einem 
grösseren Gebiete in möglichst grosser Zahl ohne viele Kosten und doch 
mit hinlänglicher Genauigkeit ausführen wollen, manche unnöthige, zeit- 
raubende und kostspielige Arbeit zu ersparen.“ 

Sodann hat aber auch derselbe an einem bestimmten Beispiele die Be- 
ziehungen nachzuweisen gesucht, in welchen derartige Messungen mit 
wichtigen Fragen der Orographie, Geologie, Pflanzengeographie und der 
gesammten Landescultur stehen. 

Referent glaubt seinem Beifalle, welchen er diesem ausgezeichneten 
Werke zu Theil werden lässt, am besten dadurch Ausdruck zu geben, in- 
dem er in Folgendem auf den Inhalt desselben etwas näher eingeht. 

Das ganze Material ist in zwei Hanptabschnitte gesondert. In dem 
ersten werden die geodätischen Operationen und die Berechnungsmethoden 
beschrieben und die Messungsresultate zusammengestellt, im zweiten ist 
alsdann gezeigt, wie sich solche Messungsresultate zur Construction von 
Niveaukarten benutzen lassen und wie diese Karten zur Beantwortung von 
Fragen der Orographie, Hydrographie, Geologie u. s. w. zu verwenden 
sind. — 
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Nachdem der Verfasser im §. 1 eine kurze Geschichte der früheren 
Messungen, insbesondere in der Gegend von Prags und der Bemühungen, 
die Seehöhe der Prager Sternwarte zu bestimmen, gegeben, berührt er im 
S. 2 die von ihm hauptsächlich angewendeten und oben schon berührten 
drei Methoden der Höhenbestimmung und geht in den folgenden Paragra- 
phen zunächst auf die trigonometrische Höhenmessung näher ein. Im §. 3 
behandelt er die Messung der Höhenwinkel, zeigt die Benutzung der 
Schraube nach Hogreve und Stampfer für kleine Winkel, beschreibt das 
hierbei nicht ohne grossen Vortheil angewendete, bis dahin aber noch nir- 
gends erwähnte, von Starke in Wien mit Höhenkreis und Mikrometer- 
schraube construirte Nivellirinstrument und untersucht den nicht unbe- 
deutenden Genauigkeitsgrad desselben. 

Der S. 4 zeigt die Bestinmung der zur trigonometrischen Höhen- 
messung nöthigen Distanz nach irgend einer vorhandenen guten topogra- 
phischen Specialkarte, handelt von den bei diesen Bestimmungen auf- 
tretenden Fehlerquellen und dem Einflusse derselben auf die Höhenbe- 
stimmungen, geht dann auf die Unterlagen näher ein, welche der Verfasser 
für seine Distanzbestimmungen in der Umgegend von Prag benutzt hat, 
wodurch derselbe zu dem Schlusse geführt wird, dass die durch die Un- 
sicherheit der Distanzen entstandenen Fehler in seinen Hühenbestimmun- 
gen wohl nie mehr als 0,4 Klaftern betragen und dass mit Hinzurechnung 
des Fehlers in dem Höhenwinkel die Fehlergrenze in den Höbenbestim- 
mungen 0,5 Klaftern oder 3 Wiener Fuss wohl überschreiten dürfte. 

Mit Bedauern hat aber Referent eine Mittheilung der Erfahrungen des 
Herrn Verfassers in Bezug auf die von ihm im S. 3 angezogene Methode 
des trigonometrischen Nivellirens des Prof. Stampfer in Wien vermisst, da 
dieselbe doch in neuerer Zeit sehr häufig und zwar im gebirgigen Terrain 
mit grossem Vortheil in Anwendung gebracht wird. 

Der S. 5 enthält die Berechnungsmethoden und zwar aus correspon- 
direnden und aus einfachen Höhenwinkeln, selbstverständlich unter Be- 
rücksichtigung des Einflusses der Refraction und der Krümmung der Erde. 
Insbesondere geht derselbe auf den Einfluss der terrestrischen Refraction 
näher ein, erwähnt die hauptsächlichsten Resultate, welche Sabler durch 
seine höchst scharfsinnigen Untersuchungen bei Gelegenheit des Nivelle- 
ments zwischen dem Schwarzen und dem Caspischen Meere festgestellt 
hat, führt die eigenen Erfahrungen des Verfassers in dieser Beziehung an, 
daraus den zweckmässigsten Zeitpunkt für das Vorherrschen der norma- 
len Refraction im mittlern Böhmen und Mähren ableitend. 

Hierauf entwickelt der Verfasser die Formel zur Berechnung des 
Höhenunterschiedes aus dem einfachen Höhenwinkel w und gelangt zu der 
für seine Bestimmungen angewendeten abgekürzten Formel 
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welche 133 Klaftern nicht überschreitende Höhenunterschiede H für hori- 
zontale Entfernungen D, die kleiner als 24050 Klaftern sind, bis auf zwei 
Decimalen sicher geben. Am Schlusse dieses Paragraphen werden noch 
die Formeln aufgefiihrt, welche die bertihmtesten Geometer fiir die trigo- 
nometrischen Höhenbestimmungen gegeben haben. 

Nachdem der Verfasser im $. 6 die Wahl der Stand- und Fixpunkte 
für seine trigonometrischen Messungen im Allgemeinen besprochen und die 
Ortsbeschreibung der letzteren gegeben, macht er im $. 7 zunächst einige 
Mittheilungen über die Genauigkeit der Seehöhen der Triangulirungs- 
punkte der österreichischen Landesvermessung, sucht dann Gewichtszahlen 
für die Genauigkeit seiner Messungen auf, wobei er insbesondere nach 
Sabler den Grad der Unruhe des Bildes im Fernrohre während der Be- 
obachtung des Höhenwinkels mit berücksichtigt und stellt endlich unter 
Benutzung dieser Gewichtszahlen die Formeln auf, nach welchen seine 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe für die definitiven Seehöhen 
der Standpunkte etc. erfolgte, deren Resultate nicht nur, sondern auch die 
Beobachtungsgrössen, aus denen sie hervorgegangen sind, in übersicht- 
licher Weise in den §§. 8 und 9 tabellarisch zusammengestellt sind. 

§. 10 handelt von der nivellirenden Methode und ihrer Genauigkeit mit 
besonderer Rücksicht auf das in der Stadt Prag ausgeführte Detailnivelle- 
ment und bespricht die Genauigkeit der gewöhnlichen Eisenbahnnivelle- 
ments etc., sowie die Vorsicht, mit welcher solche zur Bestimmung von 
Seehöhen verschiedener Landestheile anzuwenden sind, in sehr treffender 
Weise. 

§. 11 zeigt die Art und Weise des Anschlusses des Nivellements der 
Stadt Prag an trigonometrisch bestimmte Höhenpunkte zum Behuf der Be- 
stimmung der Seehöhen der nivellirten Punkte, sowie der Berechnung des 
durchschnittlichen Fehlers der angegebenen Seehthen der Triangulirungs- 
punkte, worauf dann im $. 12 die Resultate dieses Nivellements und im $. 13 
die einiger in der nächsten Umgebung von Prag ausgeführten Nivellements 
folgen, welche letztere wiederum zur Prüfung der Genauigkeit der ausge- 
führten trigonometrischen Höhenbestimmungen benutzt werden. 

In dem die barometrische Methode und ihre Genauigkeit 
behandelnden $. 14 bespricht der Herr Verfasser die Fälle, in welchen 
barometrische Messungen überhaupt „brauchbare“, d. h. solche Höhen- 
untersehiede liefern, „deren Unsicherheiten sich innerhalb solcher Grenzen 
bewegen, dass der Werth der letzteren noch keinen Einfluss auf die 
Schlüsse übt, zu deren Zweck man die Messung unternommen hat," und 
geht nach einigen Bemerkungen über die Veränderung der Barometer nach 
Kreil's Erfahrungen zu der Art und Weise seiner Messung und Berechnung 
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über, welche letzere er noch nach den von Gauss im Jahre 1818 bekannt 
gemachten Tafeln ausführt. Da die gewichtigen Bedenken, welche Ohm, 
Zech und Peters gegen die Correction wegen der Veränderung der Schwer- 
kraft mit Veränderung der Meereshöhe erhoben haben, nach einer grösse- 
ren Arbeit Frisiani’s noch nicht als abgethan zu betrachten sind, überdiess 
aber auch die Correction einen nur sehr geringen Einfluss auf den berech- 
neten Höhenunterschied ausübt. Aus dem letzteren Grunde berücksichtigt 
der Verfasser auch die von Bessel eingeführte Correction der Höhenformel 
wegen der Luftfeuchtigkeit nicht, was umsomehr gerechtfertigt erscheint, 
als ohnediess durch die neueren Untersuchungen Lamont’s diese Correction 
einer wesentlichen Veränderung unterworfen werden dürfte. Gewiss nicht 
mit Unrecht legt der Verfasser auf eine möglichst schnelle und möglichst 
einfache Berechnungsmethode einen grossen Accent und zieht dieselben 
selbstverständlich mit Rücksicht auf den zu erzielenden Zweck den weit- 
läufigen Berechnungen problematischer Correctionen so lange vor, als die 
überwiegende Hauptursache der Unsicherheit der Barometermessungen, 
nämlich die nicht horizontale Lage der Luftschichten von gleicher Dichtig- 
keit und — wie noch hinzuzufügen sein dürfte — das Gesetz der Ab- 
nahme der Lufttemperatur mit der zunehmenden Höhe nicht zu erkennen 
und zu berechnen ist. 

Nachdem er in diesem Paragraph noch die Bestimmung der Seehöhe 
des Prager Sternwarte - Barometers über dem Adriatischen Meere be- 
sprochen, führt er im $. 15 seine im den Jahren 1855 und 1856, sowie die 
früher von einigen anderen Herren ausgeführten Barometermessungen der 
Umgebung von Prag auf und schliesst den ersten Abschnitt mit der Ver- 
gleichung einiger Seehöhen, welche sowohl trigonometrisch, als barome- 
trisch bestimmt worden sind, und mit daraus folgenden beachtenswerthen 
Bemerkungen über den Zusammenhang des Fehlers der barometrischen 
Messung und der horizontalen Entfernung. | 

Mit der Ueberschrift: „die orographischen Resultate‘ beginnt der 
zweite Abschnitt, welcher, wie schon bemerkt wurde, die Verarbeitung 
der im ersten Abschnitte aufgestellten Messungsresultate zeigt. 

Derselbe wird im $. 16 durch Aufstellung der Art und Weise einge- 
leitet, nach der die hypsometrischen Messungen dem Hauptzwecke der- 
selben, der möglichsten Erkenntniss der Unebenheiten des Terrains, dienst- 
bar zu machen sind, herorhebend, dass dies am übersichtlichsten durch 
graphische Darstellung der Resultate in einer Niveau- oder hypsome- 
trischen Karte erfolgen kann. | 

Nach einer kurzen Erwähnung der verschiedenen Versuche, die 
Terraindarstellung durch künstliche Reliefe zu bewirken, giebt der Herr 
Verfasser im $. 17 einige geschichtliche Notizen der einzelnen Darstellungs- 
methoden der Hôhenverhältnisse, welche sich hauptsächlich nach zwei 
Methoden sondern lassen: der alt-franzüsischen oder italienischen — auch 
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hier und da die Triel’sche Methode genannt — und der deutschen oder 
Lehmann’schen. 

Nach diesen beiden Methoden, hauptsächlich aber nach der letzteren, 
welche später auch von den Franzosen theilweise angenommen wurde, 
sind sämmtliche in den letzten 50 bis 60 Jahren namentlich in Europa vor- 
genommenen officiellen und privaten Terrainaufnahmen ausgeführt und 
doch sind alle die auf diese Weise entstandenen Blätter, so werthvoll für 
die Bodenplastik sie auch sind, zu einer deutlichen und zugleich auch über- 
sichtlichen Erkenntniss der Höhenverhältnisse wenig oder gar nicht ge- 
eignet, weil in denselben die sogenannten äquidistanten Horizontalen, auch 
Niveau- oder Schichtenlinien genannt, wie dieselben von der Triel’schen 
Methode eigentlich gefordert werden, nicht mit eingezeichnet, sondern 
meist bei den Originalaufnahmen nur in idealer Weise zur Herstellung der 
Bergschraffur benutzt wurden. 

Erst in den letzten Decennien hat das praktische Bedürfniss des Tech- 
nikers bei Projectirung von Eisenbahn -, Strassen- und Canalanlagen Ver- 
anlassung zur weiteren Ausbildung der Terraindarstellung nach der Triel’- 
schen Idee geführt, nämlich zu der Herstellung der sogenannten Niveau- 
karten. Werden nämlich die Niveaulinien, d..h. die Curven, in 
welchen die Oberfläche des natürlichen Bodens von Horizontalflächen, die 
in gleichweiten (äqnidistanten) Abständen als durch die feste Masse der 
Erdoberfläche gelegt gedacht sind, geschnitten werden, auf geometrischem 
Wege mit méglichster Genauigkeit ermittelt und ihre Horizontalprojectio- 
nen in die betreflende Karte eingetragen, so gewähren dieselben nicht 
allein ein vollständiges Bild des Terrains, sondern auch einen vollkommen 
bestimmten Begriff von der Gestalt desselben, ein graphisches Relief, wel- 
ches in der vollständigsten Weise alle Höhenverhältnisse repräsentirt. 

Der Nutzen, den solche Niveaukarten, insbesondere für Tracirungen 
von Eisenbahn-, Strassen- und Canalanlagen gewähren, ist in mehrfacher 
Beziehung ausserordentlich; denn nicht nur werden die nöthigen Vorunter- 
suchungen in viel kürzerer Zeit bewirkt, sondern es lässt sich auch mit 
Hilfe derselben dem Terrain ein Project abgewinnen, welches als das tech- 
nisch vollkommenste, mithin als das allein richtige sich darstellt. 

Leider sind wir aber noch keineswegs im Besitz vieler derartiger Kar- 
ten von entsprechender Genauigkeit. Die genauere Darstellung datirt 
erst seit der Zeit, wo dieselben zu den erwähnten technischen Zwecken 
gebraucht wurden, so dass man genöthigt war, da, wo sich das Bedürfniss 
herausstellte, derartige Aufnahmen zu bewirken, was namentlich zunächst 
in Baiern erfolgte. 

Immer werden aber solche genaue Darstellungen nur localer Natur 
sein können und da, wie der Verfasser sagt; es nicht wahrscheinlich ist, 
dass die Europäischen Staaten eine halbhundertjährige, bereits sehr weit 
vorgerückte Arbeit wieder von vorn beginnen lassen werden und da, selbst 
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wenn dies der Fall wäre, die ungeheuern Kosten eines Detailnivellements 
in keinem Verhältniss stehen würden zu den kleinen Landestheilen, bei 
denen voraussichtlich oder möglicher Weise dasselbe künftighin zu tech- 
nischen oder anderen Zwecken benutzt werden könnte, so liegt die Frage 
nahe, ob man nicht, bei dem grossen Bedürfnisse einer übersichtlichen 
graphischen Darstellung der allgemeinen Niveauverhältnisse, die bereits 
vorhandenen guten Terrainaufnahmen in Verbindung mit einer zweck- 
mässig vertheilten grösseren Anzahl von Höhenmessungen für eine solche 
Darstellung nutzbar machen und daraus jene Niveaukarten construiren 
könnte, welche vorhin als besonders geeignet bezeichnet wurden, die 
Höhenverhältnisse eines Gebiets besonders zu veranschaulichen.“ 

Indem der Verfasser diese Frage bejaht, zeigt er im $. 18 seine an- 
gewendete Methode der Construction von Niveaulinien auf einer als Grund- 
lage dienenden, nach der Lehmann’schen Manier ausgeführten Karte, Be- 
zug nehmend auf die in den Text gedruckten Figuren sowohl, als auf die 
dem Werke beigegebenen beiden in Farbendruck ausgeführten Niveau- 
karten von Prag und Umgegend, deren correcte Ausführung dem Verfasser 
sowohl, als dem Verleger zum grössten Ruhme gereicht. 

Am Schlusse des genannten Paragraphen berührt er noch das zur 
grüsseren Uebersichtlichkeit der Hühenverhältnisse nothwendige Colorit 
der verschiedenen Schichtungen und bezeichnet es als wünschenswerth, 
gerade jetzt, wo man den Schichtenkarten eine grössere Aufmerksamkeit 
schenkt, eine Einigung hierüber und insbesondere über die verschiedenen 
Töne für tiefer und höher gelegene Schichten zu erzielen. 

Mit den entwickelten Gründen, der tiefsten Schicht das grösste Licht 
und den höheren Regionen dunklere Farbenschattirungen zu geben, kann 
man sich nur ganz einverstanden erklären und es hat dieses Princip be- 
reits anderweit praktische Anwendung gefunden, indem dasselbe nicht 
allein Director Dr. Vogel in der Farbenwahl seiner Wachstuchwandkarten 
und in seinem Schulatlas, sondern auch in neuerer Zeit Dr. Henry Lange 
bei seiner Höhenschichtenkarte von Sachsen *) in Anwendung brachte. 

Der $. 19 zeigt die Art und Weise der Benutzung derartiger Niveau- 
karten zur Beantwortung von Fragen, die sich auf die verticale Gliederung 
des Bodens beziehen, welche sich entweder unmittelbar aus der Karte er- 
giebt oder mittelbar unter Zuhilfenahme bekannter Gesetze der Meteorolo- 
gie, Geologie, Pflanzengeographie etc. ermöglicht wird. Namentlich macht 
der Verfasser in Bezug auf die beigegebenen Niveaukarten und zwar hin- 
sichtlich der Ausdehnung und Begrenzung der einzelnen Schichten über 
den Flächeninhalt derselben, über die grössten Höhen und Tiefen, über 
das Volumen des über die tiefste im Gebiete vorkommende Schichte er- 


*) Henry Lange’s Atlas von Sachsen. Ein geographisch - physikalisch - statisti- 
sches Gemälde des Königreichs Sachsen. In 12 Karten mit erläuterndem Texte. 
Leipzig, F. A. Brockhaus, 1860. 
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hobenen Bodens, über die mittlere Erhebung des Bodens, über die mittlere 
Temperatur eines Orts, sowie über die Bonität des Bodens und die Vege- 
tation desselben höchst interessante und beachtenswerthe Bemerkungen, 
wodurch er darthut, dass er der Verarbeitung des so reiflich gebetenen 
Stoffes naclı allen Richtungen hin vollständig Meister ist. 

Nicht minder beachtenswerth sind die Bemerkungen des $. 20 über die 
allgemeinen Neigungsverhältnisse des Bodens, namentlich über die mitt- 
lere Neigung einzelner Terrainabschnitte, über diejenige der Thäler und- 
über die Tiefenlinien derselben. Nur kann Referent sich mit dem Seite 98 
aufgeführten Verfahren der Bestimmung der mittleren Neigung jeder ein- 
zelnen Schicht nicht ganz einverstanden erklären. 

Da nämlich der mittlere Neigungswinkel einer Schicht als das arith- 
metische Mittel aus den sämmtlichen in derselben vorkommenden unend- 
lich vielen Neigungswinkeln zu betrachten ist, so kommt man dieser De- 
finition jedenfalls sehr nahe, wenn man sich die Horizontalprojection dieser 
Schicht im Allgemeinen durch den Ausschnitt eines Kreisringes ersetzt 
denkt, welcher mit der Schicht sowohl hinsichtlich des horizontalen Flä- 
cheninhalts, als hinsichtlich der mittleren horizontalen Länge überein- 
stimmt. Die als Quotient aus Flächeninhalt und mittlerer Länge hervor- 
geliende Breite des Ringstücks ist als Projection der zwischen den beiden 
kreisförmigen Schichtenlinien gezogenen Neigungslinie zu betrachten und 
es kann mit Hilfe derselben und der Schichthöhe der dazu gehörende Nei- 
gungswinkel, d. i. die gesuchte mittlere Neigung berechnet werden. Der 
Herr Verfasser weicht von dieser Bestimmungsweise insofern ab, als er 
sich die Horizontalprojection der Schicht nicht durch den Ausschnitt eines 
Kreisringes, sondern durch einen vollen Kreisring ersetzt denkt und — 
worin der wesentliche Unterschied besteht — zur Bestimmung von dessen 
Breite ausser seinem Flächeninhalte nicht die mittlere Länge desselben, 
sondern den Flächeninhalt des inneren Kreises wählt, welchen er mit dem 
Inhalte der von der die betreffende Schicht begrenzenden inneren Horizon- 
talen einschliessenden Fläche annimmt. Hierdurch wird aber die Grösse 
des mittleren Neigungswinkels von der Zufälligkeit des letztgenannten 
Flächeninhalts abhängig gemacht, dessen Unzulässigkeit hierbei umsomehr 
in die Augen springt, wenn man es mit Schichten zu thun hat, die auf der 
betreffenden Karte nicht in sich zurückkehren, sondern nur theilweise auf 
dem dargestellten Terrain sich befinden. Der Inhalt der von der inneren 
Horizontalen begrenzten Fläche kann dann nur bis zur Sectionslinie ge- 
nommen werden und ist grösser oder kleiner, je nachdem diese Sections- 
linie entfernter oder näher der inneren Schichtenlinie liegt. Durch diese 
Zufälligkeiten kann es nothwendig kommen, dass für zwei Schichten, deren 
inittlere Neigungswinkel gleich sind, ganz verschiedene Werthe derselben 
gefunden werden, 'was nicht der Fall ist, wenn ausser den Flächeninhalten 
derselben die mittleren Längen mit in Betracht gezogen werden. 
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Endlich deutet der Herr Verfasser im $. 21 seine Ansichten über Auf- 
stellung einer neuen und zwar einer nach geometrischen Grundsätzen be- 
handelten Terminologie des Terrains an, welche verdienen, dass sie wei- 
ter Berücksichtigung finden. Hiernach kommen zunächst die Terrain- 
elemente in Betracht, welches Flächenelemente sind, deren Natur durch 
die Krümmung zweier unmittelbar über einander befindlicher Schichten- 
linien bestimmt wird. Jede dieser Schichteulinien kann entweder gerade, 
convex oder concav sein und es würden hiernach, je nachdem entweder 
zwei gerade, oder zwei convexe, oder zwei concave, oder eine convexe 
und eine concave Schichtenlinie das Element begrenzen, ebene und wind- 
schiefe, convexe, concave oder endlich convex -concave Terrainelemente 
geben. 

Die Vereinigung mehrerer Flächen- oder Terrainelemente zu einer 
Figur, welche sich als solche unterscheidbar von dem Angrenzenden ab- 
hebt, nennt der Verfasser ein Terrainglied und hängen mehrere solcher 
Glieder so mit einander zusammen, dass sie alle von einem gemeinschaft- 
lichen Punkte oder von einer gemeinschaftlichen Linie auszugehen schei- 
nen, so entsteht ein weit höherer Grad der Zusammensetzung, welcher mit 
dem Namen Terraingebiet zu bezeichnen sein möchte. 

„Eine Terminologie — fährt der Verfasser fort — nach ähnlichen 
Grundsätzen entworfen, würde keiner-praktischen Anwendung oder Be- 
nutzung im Wege sein, wenn sie auch nicht für einen besonderen Zweck 
geschaffen wurde. Sie würde weder Geologen bei der Aufsuchung der 
Uebereinstimmung des inneren Schichtenbaues mit der äusseren Oberfläche, 
noch dem Militär bei der Auffindung von Angriffspunkten und Vertheidi- 
gungslinien, noch dem-Civilingenieur bei Entwerfung seiner Projecte für 
Communication und Bodenmelioration hinderlich sein, sondern im Gegen- 
theile die Arbeiten derselben mächtig unterstützen. Hinderlich sein würde 
sie blos hohlen Speculationen und Hypothesen, denen die nackte Wahr- 
heit der natürlichen Beschaffenheit der Oberfläche des Bodens einen 
fortwährenden stillen, aber entschiedenen Widerspruch entgegenstellen 
würde.“ | 

Der Leser wird aus dem Mitgetheilten ersehen, dass sich auf diesem 
Felde wohl selten noch die Wissenschaft so eng mit der Praxis verbunden 
hat, dass sich gewiss beide Theile völlig befriedigt fühlen dürfen. Refe- 
rent steht nicht im geringsten an, dem Verfasser für die glückliche Durch- 
führung seiner so manches Neue enthaltenden Arbeit in dieser nur noch 
wenig verfolgten Richtung, sowie dem Herrn Verleger für die vorzügliche 
Ausstattung des Werkes und insbesondere auch der beiden beigegebenen 
Karten, seinen Dank und seine walırhafte Hochachtung darzubringen. 

A. NAGEL. 


90 Literaturzeitung. 


Die Elemente der ebenen Trigonometrie. Bearbeitet von Dr. Epuarp 
ZETZSsCRHR, Lehrer an der königl. Gewerbeschule zu Chemnitz. 
Altenburg, Verlagsbuchhandlung H. A. Pierer. 1861. 8. 108 S. 

Wenn die Elemente der Goniometrie und Trigonometrie der Einfach- 
heit und scharfen Umgrenzung des Gegenstandes wegen vorzugsweise eine 
knappe und elegante Darstellung gestatten und eine solche oft schon ge- 
funden haben, so muss es umsomehr befremden, wenn man an einem neuen 

Buche über Trigonometrie gerade diese Eigenschaften nicht entdecken 

kann. Der Verfasser des vorliegenden Werkes hat, was Weitschweifigkeit 

und Schwerfülligkeit anlangt, das Möglichste geleistet. Er beginnt die 

Goniometrie mit dem Sinusversus. Demselben sind fünf Seiten gewidmet. 

Es folgen dann auf drei Seiten die Erklärung des Cosinus, Betrachtungen 

über seine Grösse und sein Vorzeichen, sowie über die Wiederkehr der- 

selben absoluten Werthe desselben. Auf gleiche Weise ist auf den vier 
folgenden Seiten der Sinus behandelt. Um zu erklären, was ein Sinus ist, 
braucht der Verfasser allein zwei Seiten, und damit der Leser ja nicht zu 
schnell zu den übrigen Functionen gelange, ist die Darstellung durch einen 

Paragraphen unterbrochen, in welchem Sätze, wie die folgenden, demon- 

strirt werden: „Der Sinus eines Peripheriewinkels ist die Hälfte der zu 

ihm gehörigen Sehne in einem Kreise vom Halbmesser 1; jede Sehne ir- 
gend eines Kreises ist das Product aus dem Durchmesser des Kreises und 
dem Sinus des über ihr stehenden Peripherie winkels; der Sinus und der 

Cosinus wachsen und nehmen durchaus nicht etwa proportional mit dem 

Winkel ab, u. s. w. Nach dieser Abschweifung erfährt man auf den fol- 

genden zehn Seiten, was der Cosinusversus, die Secante, die Cosecante, 

die Tangente und die Cotangente sind. In dem Bisherigen sind zwar die 

Functionen gelegentlich an einem Kreise vom Halbmesser 1 geometrisch 

dargestellt worden, aber nicht genug damit werden auf S. 35 die trigono- 

metrischen Linien als etwas Neues aufgeführt; bei ihrer Darstellung näm- 
lich muss der Halbmesser des Kreises gleich r sein! Auf S. 37 erfährt der 

Schüler endlich, dass die trigonometrischen Functionen Verhältnisse zwi- 

schen den Seiten des rechtwinkligen Dreiecks sind, und damit er sogleich 

eine Frucht dieser neuen Erkenntniss brechen kann, ist an dieser Stelle 
die Berechnung der Seiten des rechtwinkligen Dreieeks eingeschaltet. Wie 
hier die Goniometrie durch ein Stück Trigonometrie unterbrochen ist, so 
befindet sich auch in dem Anhange der Goniometrie eine Herleitung der 

‘Fundamentalsätze für die Dreiecksberechnung, wohin sie doch offenbar 

nicht gehört. Den zweiten Abschnitt des Buches bildet die eigentliche 

Trigonometrie. Wir vermissen hier unter Anderem die Mollweide’schen 

Gleichungen 

esiny (4— B) = (a —b) cos à C 
c cos j (A— B) = (a+b) sin 4C, 
die bei der so häufig vorkommenden Aufgabe, wo aus zwei Seiten a, b und 
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dem eingeschlossenen Winkel C die übrigen Stücke 4, B, c zu berechnen 
sind, fiiglich nicht entbehrt werden können. Dem Buche sind drei Tafeln 
beigegeben, die oft mit Nutzen zu gebrauchen sind, nämlich eine Tafel 
fir die Linge eines Bogens vom Halbmesser 1, eine Tafel der trigonome- 
trischen Functionen von 10 zu 10 Minuten und eine Tafel der Quadrate der 
Zahlen von 1 bis 999. Der Druck der Formeln, namentlich die Anordnung 
derselben, lässt, was Uebersichtlichkeit anlangt, manches zu wünschen 
übrig ; sonst ist die Ausstattung des Buches recht leidlich. 
Dr. RupoLr HOFFMANN. 


a 


Das Prismatoid. Eine Erweiterung der elementaren Stereometrie von 
THEODOR WITTSTEIN, Dr. phil. und Professor. Hannover, Hahn'- 
sche Hofbuchhandlung. 1860. 4. 24 8. 

Wie das Prisma und die Pyramide der Stereometrie dem Paral- 
lelogramm und dem Dreieck der Planimetrie entspricht, so ist das 
Prismatoid das Analogon des Trapezes. Das Prismatoid nun ist 
ein Polyeder, welches von zwei parallelen Polygonen, die ausserdem voll- 
kommen unabhängig von einander sind, als Grundflächen, und im All- 
gemeinen von Dreiecken als Seitenflächen begrenzt wird, welche mit 
je einer Grundfläche eine Seite und mit der anderen einen Eckpunkt ge- 
mein haben. Der Koppe’sche Obelisk ist hiernach ein besonderer Fall 
des Prismatoids. Versteht man unter der mittleren Durchschnitts- 
fläche des Prismatoids die Fläche der Figur, welche ein in halber Höhe 
parallel den beiden Grundflächen gelegter ebener Schnitt hervorbringt, so 
wird in vorliegender Abhandlung folgender Lehrsatz bewiesen: „Jedes 
Prismatoid ist der Summe dreier Pyramiden gleich, von denen eine das 
arithmetische Mittel der beiden Grundflächen und jede der beiden anderen 
die mittlere Durchschnittsfläche des Prismatoids zur Grundfläche hat und 
deren Höhe gleich der Höhe des Prismatoids ist.“ Oder: Wenn man mit 
G, g die beiden Grundflächen, mit D die mittlere Durchschnittsfläche und 
mit A die Höhe des Prismatoids bezeichnet, so findet man allgemein den 
Inhalt I desselben durch die Formel 


deg? C +20), 


oder wenn man das arithmetische Mittel der beiden Grundflächen, eae 
mit M bezeichnet 


+ (M+2D). 


Was die Folgerungen Së die der Verfasser aus diesem Satze 
zieht, so müssen wir auf die Abhandlung selbst verweisen. Sie beziehen 
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sich nicht nur auf die Inhaltsbestimmungen specieller Formen des Prisma- 
toids, sondern auch auf die Inhalte von Körpern, die von Regelflächen 
begrenzt sind, auf die Inhalte von beliebigen Polyedern und anf die 
angenäherte Inhaltsbestimmung von körperlichen Räumen, welche von 
einer beliebigen krummen Oberfläche begrenzt werden. Man findet 
bei dieser Gelegenheit die Giltigkeit der für planimetrische Inhaltsbe- 
stimmungen unter dem Namen der Simpson’schen Formel bekannten 
Regel auch für räumliche Figuren nachgewiesen. Es ist wohl kaum nöthig, 
zu bemerken, dass die Abhandlung des bekannten Herrn Verfassers von 
Seiten der Geometer alle Beachtung verdient und diese neue Erweiterung 
der elementaren Stereometrie nur mit Freuden begrüsst werden kann. Die 
äussere Ausstattung der Schrift ist vortrefflich. 
Dr. RupoLr HorrxAxx. 


(Verspätet.) 


Mathematischer Supplementband zum Grundriss der Physik und Moteo- 
rologie. Von Dr. Jou. MÜLLER, Professor der Physik und Tech- 
nologie an der Universität zu Freiburg im Breisgau. Mit 179 in 
den Text eingedruckten Holzschnitten. Nebst besonders gedruck- 
ten Auflösungen. Braunschweig, Druck und Verlag von Frie- 
drich Vieweg und Sohn, 1860. 

Dem Studirenden der technischen Wissenschaften, der sich nach 
einem vorbereitenden Cursus in der Experimentalphysik die Aufgabe stellt, 
tiefer in das Gebiet der Physik einzudringen, ist jedenfalls, wenn er auch 
in den mathematischen Wissenschaften gehörig vorbereitet ist, eine Samm- 
lung von Aufgaben erwünscht, die überhaupt zu den lösbaren und häufiger 
vorkommenden gehören und bei denen er zugleich die experimentellen 
Grundlagen mitgetheilt erhält, auf welchen die Auflösung basirt. Das 
vorliegende Werkchen ist als eine mathematische Ergänzung des bekann- 
ten „Grundrisses der Physik und Meteorologie“ von demselben Verfasser 
zu betrachten, es giebt, ohne sich tief in die Herleitung einzulassen, die 
bekannteren mathematisch- physikalischen Gesetze an, wobei jedem Ge- 
setze einige Rechnungsaufgaben beigefügt sind, deren Auflösungen in den 
besonders abgedruckten Auflösungen, die den zweiten Theil des Werkes 
bilden, zu finden sind. Es sind nicht nur alle Capitel der Physik, unter 
Anderem auch die Achromasie und die mechanische Wärmetheorie gehörig 
berücksichtigt worden, sondern auch, was besonders lobend anerkannt 
werden muss, die Ausgleichung der Beobachtungsfebler am Schlusse kurz 
und deutlich, von vielen Beispielen begleitet, aufgenommen worden. Die 
Zahl der Aufgaben, deren Auflösungen besonders abgedruckt sind, beträgt 
gegen 400, so dass Demjenigen, der das Buch benutzt, hinreichende Ge- 
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legenheit gegeben ist, sich durch Beispiele Kenntniss der physikalischen 
Gesetze zu erwerben. Seiner Einrichtung nach empfiehlt sich das vor- 
liegende Werkchen, aus der geschäftigen Feder eines rühmlichst bekann- 
ten Verfassers hervorgegangen, ganz besonders zum Selbststudium der 
Physik, nachdem vorher eine tüchtige Grundlage in der Experimental- 
physik gelegt worden ist. Die äussere Ausstattung ist, wie ähnliche im 
Verlage von Friedrich Vieweg und Sohn erschienene Werke, elegant und 


lässt nichts zu wünschen übrig. 
Dr. KAL. 
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Literaturzeitung. 


Recensionen. 


Anfangsgründe der beschreibenden Geometrie, der analytischen Geometrie, 
der Kegelschnitte und der einfachen Reihen. Von Dr. Ep. Fas- 
BENDER, Professor am königl. preussischen Gymnasium zu Thorn. 
Essen, Bädeker. 1860. 

Die vorliegende Schrift soll dem Unterrichte auf Realschulen zur 
Grundlage dienen und eine Ergänzung zu Prof. Koppe’s mathematischen 
Lehrbüchern bilden, da letztere seit dem Erscheinen der preussischen 
Unterrichtsordnung für Realschulen (d. d. 6. October 1859) nicht mehr aus- 
reichen. Diesem Zwecke gemäss wird man begreiflicher Weise an die 
kleine Schrift von 209 Seiten nicht den Anspruch der Vollständigkeit 
machen, wohl aber kann man verlangen, dass das Gegebene mit richtigem 
pädagogischen Takte ausgewählt und begrenzt, und dass die Darstellung 
wissenschaftlich genau sei. Wie wenig der Verfasser selbst diesen be- 
scheidenen Forderungen genügt hat, wird das Folgende zeigen. 

In der descriptiven Geometrie beschränkt sich der Verfasser auf die 
geradlinigen Gebilde; er hört gerade da auf, wo die Sache interessant und 
für die Praxis wichtig zu werden anfängt. So wenig man den Realschulen 
zumuthen wird, die descriptive Darstellung von complicirten krummen 
Flächen und deren Durchschnitten vorzunehmen, so gewiss ist dagegen die 
Forderung berechtigt, dass die Schüler wenigstens die in der Stereometrie 
abgehandelten drei krummen Flächen und deren Durchschnitte mit Ebenen 
zu construiren verstehen müssen. Nur unter dieser Minimalbedingung er- 
scheint die descriptive Geometrie als das, was sie sein soll, nämlich als 
Schwester der Stereometrie; im vorliegenden Buche spielt sie nur die 
untergeordnete Rolle einer Halbschwestereoder eines Aschenbrödels. Es 
scheint dem Verfasser ganz entgangen zu sein, welchen sonderbaren Ein- 
druck es machen muss, wenn einer seiner Schüler beim Eintritt in eine 
polytechnische Schule sagt: „ich habe bei Herrn Professor Fasbender de- 
scriptive Geometrie und Kegelschnitte gehabt, aber die Fundamentalauf- 
gabe der Kegelschnittslehre (nämlich aus dem charakteristischen Dreieck 
des Kegels und der gegebenen Lage der schneidenden Ebene den Schnitt 
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zu construiren) kann ich nicht lösen.“ — Freilich wird dieser Fall selten 
vorkommen, weil der Verfasser nicht Reallehrer, sondern Gymnasiallehrer 
ist, aber ebendeswegen hätte er es unterlassen sollen, für Realschulen 
überhaupt und speciell über descriptive Geometrie zu schreiben. Sowie 
sich selbst der gelehrte Patholog hüten wird, ein Lehrbuch der operativen 
Chirurgie herauszugeben, so sollte auch der Mathematiker nur dann ein 
Schulbuch über descriptive Geometrie schreiben, wenn er als guter Zeich- 
ner völlig mit ihr vertraut ist und darin Unterricht ertheilt hat. Ganz be- 
sonders aber in Beziehung auf die Realschulen begeht man, den Erfahrun- 
gen des Verfassers zu Folge, einen grossen Fehler, wenn man meint, es 
liesse sich da die descriptive Geometrie im Sinne von Monge, Ha- 
chette, Gugler etc. so ohne Weiteres tractiren. Dieser pädagogische 
Missgriff ist ein so verbreiteter, dass er einer genaueren Auseinander- 
setzung bedarf. Jedermann wird zugeben, dass die Vorstellungen von 
begrenzten Geraden, begrenzten Ebenen etc. anschaulicher und für einen 
jugendlichen Verstand fasslicher sind, als die Vorstellungen von unbe- 
grenzten Geraden, unbegrenzten Ebenen etc.; in der That müssen die letz- 
teren Vorstellungen erst durch Abstraction, nämlich durch Negation der 
Grenzen erworben werden. Was für die Vorstellung dieser verschiedenen 
Gebilde gilt, bleibt auch richtig für deren graphische Darstellung (die 
ohne jene doch nichts werth wäre), und wer demnach die alte gute Regel, 
vom Leichten zum Schweren fortzuschreiten, festhalten will, der muss 
seinen Unterricht in der darstellenden Geometrie mit der Zeichnung be- 
grenzter Gebilde anfangen. Hierdurch entstehen zwei Curse des geome- 
trischen Zeichnens; der erste, den man kurzweg Projectionslehre 
nennen kann, hat die Aufgabe, „jeden begrenzten Körper in jeder belie- 
bigen Lage graphisch darzustellen;“ der zweite Cursus beschäftigt sich 
mit der Darstellung unbegrenzter Gebilde und ist die descriptive Geome- 
trie in dem oben angeführten Sinne. Ob sich diese Eintheilung wissen- 
schaftlich rechtfertigen lässt, ist vielleicht fraglich; ohne Zweifel aber ist 
sie pädagogisch zweckmiissig, endlich ist sie auch praktisch, denn im 
Leben handelt es sich immer um begrenzte Körper, und in der That wüsste 
Referent weder in der Baukunst, noch in der Maschinenlehre einen Fall, 
bei welchem man nicht mit einer guten Projectionslehre auskäme. Ge- 
legentlich sei hier bemerkt, dass der verdienstvolle C. T. Anger durch sein 
kleines Schriftchen: „ Elemente der Projeetionslehre, Danzig 1858“ bereits 
eine sehr nette, wenn auch fiir Realschulen nicht hinreichende Darstellung 
der Projectionslehre gegeben hat; eine weitere Ausarbeitung der vier 
ersten Abschnitte dieses Werkchens (mit Hinzufügung der Schnitte von 
Körpern und etwa der einfacheren Schattenconstructionen) würde für die 
Zwecke der Realschule recht gut passen, während des Verfassers dürftiger 
Auszug aus der deseriptiven Geometrie zu gar nichts zu gebrauchen ist. 
Der zweite Abschnitt führt den Titel: „Analytische Geometrie“, der 
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dritte ist überschrieben: „Die Kegelschnitte“; hiernach sollte man denken, 
dass der dritte Abschnitt ebenso wesentlich vom zweiten verschieden sei, 
wie dieser vom ersten („beschreibende Geometrie“), dies ist aber keines- 
wegs der Fall, denn die Kegelschnitte werden fast durchgängig rein ana- 
lytisch behandelt! Warum der Kreis zu Abschnitt II, die Ellipse dagegen 
zu Abschnitt III gehört, hat Referent nicht ergründen können; es kommt 
allerdings auf solche Kleinigkeiten nicht viel an, bei Schulbüchern aber 
soll man selbst in den Eintheilungen genau sein, um die Logik nicht zu 
verderben. Von den Abschnitten II und III lässt sich im Ganzen sagen, 
dass zwar viel und richtig gerechnet wird, jedoch mit wenig Geschick und 
Eleganz. Die Gleichungen der Geraden im Raume z. B. schreibt der 
Verfasser 
| 4 S dq +b, y=c:+d, 
und denkt sich dabei die Ebene zy horizontal liegend. Hiergegen ist 
zweierlei zu erinnern. Die Coeffieienten a und c bestimmen die Richtung 
der Geraden und sind absolute Zahlen; dagegen bedeuten b und d Längen- 
zahlen, nämlich die Coordinaten der Horizontalspur der Geraden. So ver- 
schiedenartige Grössen pflegt Jeder, der auf zweckmässige Bezeichnung 
hält, verschiedenartig zu bezeichnen, und daher hätte der Verfasser besser 
gethan, der französischen Schreibweise 
zr=Arta, y=Bz+b 

zu folgen, wodurch auch die Formeln für den Durchschnitt von Gerade 
und Ebene, Neigungswinkel etc. eine symmetrische, leicht zu merkende 
Gestalt bekommen haben würden. Die zweite Erinnerung ist wieder pä- 
dagogischer Natur. Wenn ein guter Lehrer erst descriptive und nachher 
analytische Geometrie vorzutragen hat, so wird er gewiss nicht versäumen, 
die oft vorhandene Concordanz beider Betrachtungsweisen hervorzuheben; 
dass die analytische Geometrie bei vielen Aufgaben dieselben Grössen be- 
rechnet, welche die beschreibende Geometrie construirt, und dass sich 
beide Wissenschaften gegenseitig wesentliche Dienste leisten können, das 
ist gerade für den Unterricht eine sehr fruchtbare Wahrheit. Um sie zu 
erkennen, muss man natürlicher Weise eine gleichförmige Anschauung be- 
nutzen, und eben deswegen ist es ein didactischer Missgriff, wenn der 
Verfasser in der descriptiven Geometrie die Gerade durch Horizontal- und 
Verticalprojection bestimmt, während er sie in der analytischen Geometrie 
auf die beiden Verticalebenen projicirt. 

Der letzte Abschnitt, welcher „die einfachen Reihen“ behandelt, ent- 
hält so viele Fehler, dass Referent nur einige der gröbsten rügen kann. 
Auf S. 193 wird die Allgemeingültigkeit der Relation 

(me + (m) (n) + (neo (n) : T.. . = (m + „) | 
ans dem Umstande geschlossen, dass diese Gleichung für alle ganzen po- 
sitiven m und n richtig bleibt; wenn dagegen Jemand behauptete, die 


Summe jener Reihe sei nicht (m + n)4, sondern 
o? 
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(m+n), (1 — sin mn n) 
oder eine ähnliche Function, die bei ganzen positiven mund n mit (m+n), 
zusammenfällt, so möchte es dem Verfasser schwer werden, sein Räsonne- 
ment aufrecht zu erhalten. Allerdings lässt sich dieses Räsonnement durch 
eine strenge Schlussweise ersetzen, aber dann muss vorher bewiesen sein, 
dass zwei ganze rationale Functionen gleichhohen Grades identisch sind, 
wenn die Anzahl der Werthe, worin sie übereinstimmen, mehr beträgt 
als der Grad der Functionen. — In S. 198 wird a” mittelst der Methode der 


unbestimmten Coefficienten in eine Reihe verwandelt; kürzer und strenger. 


wäre die Anwendung des Satzes 


Lim 06 + =), — à 


gewesen. Derselbe Tadel trifft die Entwickelungen der logarithmischen 
Reihe in §. 199 und der Reihen für cos x und sin x in §. 201. Der nächste 
Paragraph enthält wieder zwei Unrichtigkeiten. Erst wird die Exponen- 
tialreihe, deren Giltigkeit nur für reelle z nachgewiesen war, auf imagi- 
näre x ausgedehnt, ohne dass von c'* irgend eine Definition gegeben 
würde, und dann benutzt der Verfasser auch die Formel e“. er er für 
imaginäre u und v, obschon deren algebraischer Beweis sich immer nur 
auf reelle u und v bezieht. Ebenso geht es in S. 203, wo plötzlich die loga- 
rithmischen Reihen mit imaginären Variabelen genommen werden. — Der 
Verfasser gesteht zwar auf Seite 1 der Vorrede, dass man vielleicht eine 
streng wissenschaftliche Darstellung im letzten Abschnitte vermissen werde, 
aber dies ist keine Entschuldigung, da es nicht an Methoden fehlt, um die 
wenigen Reihen, welche der Verfasser entwickeln wollte, vollkommen ge- 
nau zu erhalten, Dagegen macht der ganze letzte Abschnitt den Eindruck, 
als sei er aus einem alten Hefte mühselig genug zusammengestoppelt. 
Nach diesen Erörterungen würde es Referent nur bedauern, wenn irgend 
eine Realschule das vorliegende Werk einführen wollte. 
SCHLÖMILCH. 


Nene Theorie der Elektricität und des Magnetismus in ihren Beziehun- 
gen auf Schall, Licht und Wärme. Von Pa. SPILLRR. Berlin 1861. 

Das vorstehend genannte, der Redaction dieser Zeitschrift zur Be- 
sprechung übersendete Werkchen ist von seinem Verfasser selbst als eine 
dritte, erweiterte Auflage des 1855 unter dem Titel: „Gemeinschaftliche 
Principien für die Erscheinungen des Schalles, des Lichtes, der Wärme, 
des Magnetismus und der Elektricität“ und 1858 unter dem Titel: „Das 
Phantom der Imponderabilien in der Physik“ erschienenen Schriftchens 
bezeichnet worden. Das letztere wurde bereits im vierten Jahrgange die- 
ser Zeitschrift (1859) und zwar Seite 89 ff. der zugehörigen Literaturzeitung 
„ausführlich besprochen. Mit dem geänderten Titel ändert sich natürlich 
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auch der Standpunkt, von welchem das Schriftchen zu betrachten ist; für 
die Beleuchtung der dritten Auflage drängt sieh daher gewiss vor Allem 
die Frage in den Vordergrund: Ist die Erweiterung eine solche, dass das 
Ganze jetzt fiiglich mit dem Namen einer Theorie der Elektricität 
und des Magnetismus belegt werden kann? Um die Antwort auf diese 
Frage zu finden, habe ich den Inhalt der neuen Auflage mit dem Inhalte 
des „Phantoms“ gewissenhaft verglichen und gebe im Folgenden zunächst 
einen kurzen, theilweise in der früheren Besprechung des „Phantoms“ ge- 
wissermaassen seine Ergänzung findenden Ueberblick über den Inhalt, um 
dabei alle wesentlichen Erweiterungen hervorzuheben und besonders zu 
beleuchten. 

Seite 1—6 zeigen sich in unverändertem Wortlaute; Zweck des Schrift- 
chens ist: das Wesen des Magnetismus und der Elektricität zu 
ergründen; der Weg dazu aber ist die Forschung nach gemein- 
schaftlichen Principien, damit dadurch der Zusammenhang der unter 
sich verbundenen Thatsachen klar hervortrete. 

Auf Seite 6—11 folgen die Zweifel an der Materialität der 
Wärme, des Magnetismus und der Elektricität. Zu den in der 
früheren Auflage schon enthaltenen wurden noch zwei hinzugefügt: es 
wird hingewiesen auf das Auftreten von Wärme, wenn Eis an Eis gerieben 
wird, und auf die gewaltige Kraft, mft welcher sich die Körper bekanntlich 
beim Erkalten zusammenziehen, wovon die Ursache „absolut unmöglich“ 
in einem imponderabeln Stoffe liegen könne, „und gewiss am allerwenig- 
sten, wenn seine Menge abnimmt.“ Wenn man auch die letzte Behaup- 
tung nicht ohne Weiteres gelten zu lassen geneigt ist, so muss man doch 
jedenfalls zugeben, dass die Zweifel an der Materialität der Imponderabi- 
lien ganz gerechtfertigt sind (vergl. auch Jahrgang III dieser Zeitschrift 
S. 366 — 368). Auf Licht und Wärme ist die Undulationstheorie bis jetzt 
im weitesten Umfange angewendet worden, und die dadurch erzielten Er- 
folge sind so überraschend, dass man unbedenklich die stoffliche Auffas- 
sung verlassen und Licht und Wärme als blose Bewegungszustände be- 
zeichnen kann ja muss, nachdem beim Licht und bei der gestrahlten 
Wärme selbst Aufschlüsse über die Art der schwingenden Be- 
wegung erlangt worden sind und sich selbst bei der geleiteten Wärme 
die Folgerungen der „mechanischen Theorie“ im schönsten Einklange mit 
der Wirklichkeit gezeigt haben. Es bleiben daher eigentlich nur zwei 
Imponderabilien übrig, nämlich Magnetismus und Elektricität. Von den 
Zweifeln aber, welche Herr Spiller in Bezug auf diese beiden aufführt, 
lassen sich mehrere ganz leicht selbst dann beseitigen, wenn man die 
positive und negative Elektricität als zwei imponderabele Materien be- 
trachtet, dabei aber festhält, dass diese Materien durch Reiben etc. nicht 
erzeugt, sondern blos von einander geschieden werden; die That- 
sachen, auf welche sich diese Zweifel stützen, sprechen also keineswegs 
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gegen die dualistische Theorie und wären daher in der neuen Auflage 
besser ganz unberücksichtigt geblieben. Ganz zweckmässig hätte der da- 
durch gewonnene Raum zu einer scharfen und klaren Fassung und Be- 
gründung des Satzes auf Seite 9 verwendet werden konnen: „Wenn nun 
Bewegung am Ruhenden den Zustand ändert, ohne eine fortschreitende 
Bewegung am Ganzen“) zu erzeugen, so kann er nur ein Bewegungs- 
zustand der Molekel sein, den wir freilich wegen der geringen Elonga- 
tion und der kurzen Dauer jeder Phase sinnlich nicht wahrnehmen können; 
es ist keine Vernichtung, sondern eine Umwandlung der Bewegungsart.“ 
So viel Wahres von Gewicht nämlich in diesem Satze zu liegen scheint, 
so unbestimmt ist gleichwohl, was eigentlich darin liegt oder liegen soll, 
was damit gesagt sein soll. Das Wort „Zustand“ im Vordersatze hat doch 
offenbar eine weit allgemeinere, umfassendere Bedeutung, als das Wort 
„Bewegungszustand“ im Nachsatze; eine Aenderung des Zustandes kann 
auch eine Aenderung des Glanzes, der Durchsichtigkeit, der Farbe, der 
Structur, namentlich der Dichte, Härte, Elasticität und Festigkeit sein; 
letztere ändern sich oft durch Bewegung einzelner Theilchen (? Molekel) 
des Körpers, z. B. Glanz und Dichte beim Poliren, oder beim Ritzen der 
Oberfläche u. s. w.; demnach wären Glanz, Dichte etc. ebenfalls Be- 
wegungszustände der Molekel? denn das Ganze hat ja keine fortschrei- 
tende Bewegung erhalten? Wie aber; wenn das Ganze eine drehende Be- 
wegung erhält? Trotzdem kann es im Vordersatze nicht gut „Bewegungs- 
zustand“ heissen; denn dadurch verlöre der ganze (überdies nur einseitige) 
Satz jeden Gehalt und alle Beweiskraft dafür, dass die Ursache der elek- 
trischen und magnetischen Erscheinungen in Molekularbewegungen zu su- 
chen ist, weil der Nachweis fehlt, dass der elektrische und magnetische 
„Zustand“ ein „Bewegungszustand“ ist. 


Eine längere Erweiterung enthalten Seite 11—16, nämlich: einige 
Elementarbegriffe über Bewegungsarten und die sie bewir- 
kenden Kräfte. An den Inhalt dieser Seiten ist ein strenger Maass- 
stab zu legen, sofern es hier nicht galt, etwas Nenes zu schaffen, sondern 
Bekanntes klar und bestimmt wiederzugeben. Von diesem Gesichtspunkte 
erscheint aber die betreffende neu hinzugekommene Stelle zum Theil ziem- 
lich unvollkommen. Vor Allem sollten und dürfen in einer Schrift, in 
welcher „für die ganze Physik mit allen ihren Erscheinungen eine rein dy- 
namische Grundlage“ gesucht wird, die Erklärungen und Eintheilungen 
nicht so ungenügend sein, wie hier z. B. auf Seite 11 die Eintheilung der 
Bewegung der Art nach in: 


„1) fortschreitende, bei welcher alle Punkte ihren Ort verlassen 
„und entweder in offenen oder geschlossenen Bahnen sich be- 


*) Die Worte „am Ganzen“ fehlen in der zweiten Auflage. 
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„wegen, ohne auf demselben Wege zurückzukehren (geradlinige, 
„krummlinige, circulirende Bewegung); 
„2) rotirende um eine dureh den Körper gehende gerade Linie, 
„von welcher alle seine Punkte in derselben Entfernung bleiben; 
»3) oscillirende, wobei er in abwechselndem Hin- und Rück- 
„gange innerhalb gewisser Grenzen stets dieselbe Bahn zurück- 
„legt.“ 

Ein Zusammenwerfen ferner der gleichförmigen und der periodischen 
Bewegung, eine Verwechselung von „Geschwindigkeit“ mit „Bewegung“, 
von „reflectiren“ mit „brechen“ (S. 34), von „Beharrungszustand“ mit 
„Beharrungsvermögen“ (S. 43) und dergleichen zeugt nicht eben von starkem 
Vertrautsein mit der Dynamik. An ähnlichen Schwächen leiden noch 
mehrere Stellen dieses Abschnittes, namentlich auf Seite 15; ebenso auf 
Seite 37 und 39. 

Hierauf folgen auf Seite 16— 39 die Beweise für die innige Ver- 
wandtschaft zwischen Schall, Wärme, Licht, Elektricität und Magne- 
tismus. Für diese Verwandtschaft werden einige Belege mehr aufgeführt, 
als in der zweiten Auflage. Die Verwandtschaft lässt sich nicht hinweg- 
leugnen, sie ist in vielen Stücken augenscheinlich vorhanden*); eine deut- 
lich ausgeprägte Aehnlichkeit in allen Stücken dagegen, oder eine voll- 
kommene Uebereinstimmung lässt sich bis jetzt weder nachweisen, 
noch auch erwarten. Aus der vorhandenen Verwandtschaft zwischen 
Schall, Wärme, Licht, Elektricität und Magnetismus lässt sich vermuthen, 
„dass in ihnen allen etwas Gemeinsames existirt;‘ für diese Ver- 
ınuthung spricht ferner der Umstand, dass sie alle gleiche oder doch ähn- 
liche Entstehungsursachen haben, dass sie sich förmlich in einander ver- 
wandeln lassen; daher müssen denn auch Elektricität und Magnetismus, 
wie Schall, Licht und Wärme, Molecularbewegungs- Erscheinungen sein, 
und zwar sind sie einfache oder zusammengesetzte oscillatori- 
sche Erscheinungen; ihre äusseren Unterschiede aber sind nur [?] 


*) Verfehlt jedoch acheint es mir, wenn man die durchsichtigen Körper mit 
den Leitern der Elektricitiit zusammenstellt; ich möchte vielmehr jetzt noch wie 
früher (vergl. S. 372 Jahrg. III und S. 132 Jahrg. IV dieser Zeitschr.) und besonders, 
nachdem ich gesehen, dass auch von Anderen dic Influenzerscheinungen ebenfalls als ` 
Strahlung bezeichnet wurden (vergl. u. A. Poggendorf's Annalen Bd. 84, S. 273; 
auch Fortschritte der Physik im Jahre 1849, Berlin 1853, S. 14), auch für die Elektri- 
eität den Unterschied zwischen Leitung und Strahlung festhalten, welchen Herr Spiller 
(S. 34) für diese Erscheinungen bei der Wärme aufstellt, nämlich: Strahlung = Fort- 
ptlanzung der Wellenbewegung im Aether, Leitung = Fortpflanzung derselben in der 
Materie. Dann sind aber die elektrischen Leiter mit den undurchsichtigen Körpern 
zusammenzuhalten; bekanntlich sind nun aber auch in der That die undurchsichtigen, 
die Elektricität dagegen gut leitenden Metalle zwar gute Wiirmeleiter, dagegen nicht 
geschickt. die gestrahlte Wärme in sich fortzupflanzen. Dann braucht man auch nicht 
in den schlechten Leitern „stehende“, in den guten „fortschreitende“ Bewegungen 
vorauszusetzen. Ebenso ist die Phosphorescenz wohl besser mit der clektrostatischen 
Ladung auf gleiche Stufe zu stellen. 
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durch die Natur der Körper bedingt, welche die Uebertragung vermitteln 
(S. 37), und zwar sind (nach Seite 26 und 34): 

die Töne Schwingungen der kleinsten Massentheilchen eines Kör- 
pers; 

Licht ohne Wärme Aetherschwingungen; 

Licht mit Wärme vereinte Schwingungen des Aethers und der 
von ihm durchdrungenen Körper (? Körpertheilchen); 

Wärme ohne Licht Schwingungen der Molekel irdischer Körper 
mit einer für Licht noch unzureichenden Schwingungszahl des 
durchdringenden Aethers.“ 

„Wird also Licht durch dunkle Körper absorbirt und in Wärme ver- 
wandelt, so will dies nichts weiter sagen, als dass ohne Aenderung 
des Bewegungsmomentes die äusserst raschen Schwingungen des 
Aethers verwandelt werden in langsamere der irdischen massenreichen 
Körper.“ „Da es keinen Körper giebt, welcher fäbig wäre, die Wärme 
abzuschliessen, so muss alles Materielle als solches entweder unmittelbar 
zu Wärmeschwingungen angeregt werden können, oder alles Materielle 
wird, weil es von dem raumerfüllenden Aether durchdrungen ist, in 
seine Bewegungen hineingezogen. Die Lichtschwingungen sprechen für 
die zweite Alternative [wie so?], woraus sich auch, weil die Aetherschwin- 
gungen in den Körpern einen Widerstand finden, der sein [wessen?] an 
sich geringes Bewegungsmoment fort und fort summirt [weshalb?], der be- 
deutende mechanische Erfolg der Wärmeschwingungen in den irdischen 
Körpern erklären lässt. Die blosen Aetherschwingungen an sich können 
ein solches mechanisches Moment nicht haben.“ Aber doch war das Be- 
wegungsmoment nicht geändert worden, und doch dehnen sich die von 
Wärmestrahlen getroffenen Körper ebenso gut und ebenso kräftig aus, 
als die durch Leitung erwärmten; da nun bei der Strahlung die Bewegung 
eben nur im Aether fortgepflanzt wird, so muss doch das Bewegungs- 
moment schon vollständig in den Aetherschwingungen enthalten gewesen 
sein. Besonders hervorzuheben wäre an dieser Stelle noch gewesen, dass 
sich auch umgekehrt Wärme in Licht umsetzen kann, denn glühende Kör- 
per, z. B. auch glühender Kohlenstoff in den Flammen, leuchten, und zwar 
wird das Eisen früher roth- als weiss glühend, auch folgen die Anlauf- 
farben beim Stahl mit zunehmender Hitze nahezu auf einander, wie die 
farbigen Lichtstrahlen bezüglich ihrer Schwingungszahlen. Dass überhaupt 
Aetherschwingungen die materiellen Körpertheilchen beeinflussen, zur Be-. 
wegung hinreissen können, zeigt ausser der chemischen Wirkung der 
Lichtstrahlen auch die Phosphorescenz gewisser Stoffe nach dem Aufhören 
der von aussen kommenden Beleuchtung; dass umgekehrt die Körpertheil- 
chen auch von Einfluss auf die Schwingungen des Aethers sind, beweist 
unter Anderem die Fluorescenz oder das unsichtbare Licht von Stokes. 
So kann auch gestrahlte Wärme, in einem guten Leiter angelangt, in 
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diesem weiter geleitet werden, aber es ist zu betonen, dass die Wärme 
zwar im Aether und auch in materiellen Körpern fortgepflanzt werden 
kann, dass aber die irdische Materie nicht jedes Mal bei der Fortpflan- 
zung betheiligt sein muss. 


Vergebens sucht man neben den obigen Unterschieden zwischen Schall, 
Licht und Wärme eine Andeutung über Elektricität und Magnetismus; es 
sind weder an den angezogenen Stellen, noch sonst wo die Erklärungen 
aller fünf hierher gehörigen Bewegungsformen scharf und bündig zusam- 
men gestellt und daraus die Unterschiede zwischen Schall, Wärme, Licht 
und Elektricität bestimmt und klar hervorgehoben, ja es findet sich sogar 
nirgends eine erschöpfende und ausführliche Erklärung der Wärmeschwin- 
gungen oder der elektrischen und magnetischen Schwingungen. Bei die- 
sem schon früher (S. 93 der Literaturzeitung des Jahrg. IV dieser Zeitschr.) 
gerügten Uebelstande bleibt wiederum nichts übrig, als den Versuch zu 
machen, aus den an verschiedenen Stellen zerstreuten Andeutungen die 
nöthigen Erklärungen zusammenzustellen oder die früher gegebenen unter 
Benutzung der in der neuen Auflage angebrachten Verbesserungen umzu- 
gestalten. 


1. Die Wärme (S. 39 - 51). 


Herr Spiller erklärt sich (mit Gründen, die ich nicht stichhaltig nen- 
nen kann) zunächst wiederum gegen die bekannte, namentlich auch von 
Clausius und Redtenbacher festgehaltene Ansicht, dass die Atome der 
Körper von Aethertheilchen eingehüllt sein, welche allein oder mit den 
Körpertheilchen zugleich in rotirenden oder radialen Schwingungen be- 
griffen sind und nimmt an, „dass die Wärme aus Schwingungen 
der irdischen Körper besteht, wobei die Gleichgewichts- 
punkte der Molekel selbst nach jenseits und diesseits der 
Gleichgewichtslage in allen beliebigen Ebenen schwingen. 
Dass sich die Atome nicht um, sondern mit ihren Gleichgewichtspunkten 
fortschreitend [?] bewegen müssen, ist schon aus dem bedeutenden mecha- 
nischen Aequivalente klar [wie s0?]. Da bei der geleiteten Wärme nicht 
Würme-Interferenz- Erscheinungen entstehen, so ist dies ebenfalls ein Zei- 
chen, dass die Leitung der Wärme durch die Bewegung der Körpertheile 
selbst in der Art stattfindet, dass nicht Verdichtungs- und Verdünnungs- 
wellen entstehen, sondern dass nur nach der Wärmequelle hin die Ge- 
schwindigkeit und Amplitude der schwingenden Theile nach und nach bis 
zu einer gewissen Grenze wächst.“ 


Abermals werden unter Anderem die Erscheinungen am Termophon 
als directer Beweis dafür geltend gemacht; zwei neue Beweise sind in der 
neuen Auflage hinzugefügt: „ein recht reiner Wassertropfen auf einem 
erwärmten Platinbleche gestaltet sich bei der allmäligen Abkühlung stern- 
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förmig, bildet eine Wärmefigur‘ und „ein Tropfen auf einer Metall- 
schiene zieht sich von einer erwärmten Stelle nach einer weniger war- 
men“; auch diese Beweise sind, wie die anderen, wenigstens durchaus 
nicht entscheidend, denn ebenso leicht lassen sich die angeführten Er- 
scheinungen aus der stossenden Rückwirkung der an den heissesten Stellen 
reichlicher verdampfenden und kräftig expandirenden Flüssigkeitstheile 
erklären. Die somit in ihrer Begründung misslungene Erklärung der 
Wärmeschwingungen ist ferner wenigstens insofern unbestimmt und unge- 
nügend, als über die Art der offenbar einfachen Schwingungen [Quer- 
oder Längsschwingungen?] und über die Gestalt der Schwingungsbahnen 
nichts gesagt ist, Dass unter den Gleichgewichtspunkten der Molekel die 
Schwerpunkte derselben zu verstehen sind, zeigen mehrere, in der 
neuen Auflage veränderte Stellen, z. B. S. 41, 57, 72, 83. Dadurch ist aber 
doch auch der Unterschied zwischen Wärmeschwingungen und tönenden 
Schwingungen aufgehoben, beide sind anscheinend gleichbedeutend. Wenn 
nun endlich die Wärmeschwingungen blos Schwingungen der materiellen 
Molekel sind, wie kann dann (S.43) der „kosmische Aether bei der Wärme- 
strahlung das Fortpflanzungsmittel für die Wärmeschwingungen sein? 

In dem nun folgenden Versuche, die vorstehenden Annahmen zur Er- 
klärung der Wärmeerscheinungen zu verwenden, herrscht zum Theil die 
alte Unklarheit, .éeblt es selbst nicht an Widersprüchen. Mit der Tem- 
peratur soll die Amplitude der Wärmeschwingungen wachsen, d. h. „den 
Körper ausdehnen“, und doch fehlt der Nachweis, dass die Grösse der 
Amplitude der Schwingungen der Theilchen mit dem Volumen des gan- 
zen Körpers etwas zu schaffen hat. Und daneben soll, wenn zugeführte 
Wärme nicht im Stande ist, die Schwingungsweise, also die Ausdeh- 
nung zu ändern, ihr Einfluss die Schwingungszahl oder Temperatur, 
d. i. die lebendige Kraft der Molekel betreffen, und bei plötzlicher Zu- 
sammendrückung soll mit der Raumverminderung die Amplitude sich ver- 
mindern, das Bewegungsmoment jedes Molekels durch das der näher ge- 
rückten Nachbarn unterstützt, daher die Schwingungszahl vermehrt und so 
Wärme frei werden. Die Wirkungen der zugeführten Wärme sind be- 
kanntlich Temperaturerhöhung und Veränderungen in der inneren Anord- 
nung der Theilchen (Clausius: innere Arbeit) und Ausdehnung (Clausius: 
äussere Arbeit); das zugeführte Schwingungsmoment vertheilt sich also 
in zwei Posten, und Herr Spiller hätte hier in Zahlen zeigen sollen, wie 
viel von dem zugeführten Schwingungsmomente in dem oder jenem Falle 
zu der einen und zu der anderen Wirkung verwendet wird. Die Erklärung 
der gebundenen Wärme und der Wärmecapacität fällt zusammen; 
„dass die Wärmecapacität verschiedener Körper verschieden ist, aber die 
Atome der verschiedenen [?aller] einfachen Stoffe dieselbe Capacität be- 
sitzen“, hätte nicht als Thatsache hingestellt, sondern als Folgerung abge- 
leitet werden sollen. — Was anderentheils die nueu hinzugekommenen Er- 
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klärungen für Verdampfung, Destillation und Sublimation anlangt, so sind 
dieselben ziemlich gezwungen *), ja kaum begreiflich. 


2. Der elektrische Strom (S. 51 —57). 


Auch in diesem Abschnitte ist keine wesentliche Verbesserung zu er- 
kennen, doch lassen einige kleine Abänderungen die Ansicht Herrn Spil- 
ler's deutlicher hervortreten. Die „zusammengesetzten‘ Schwingun- 
gen des elektrischen Stromes unterscheiden sich von den einfachen 
Wärmeschwingungen lediglich dadurch, dass bei letzteren die „Atom- 
gruppen der Molekel!“ nur mit ihren Schwer- oder Gleichgewichts- 
punkteu, im letzteren Falle aber nur um diese Punkte schwingen, und 
zwar liegen diese Punkte in diesem Falle ausserhalb, d. h. theils dies- 
seits, theils jenseits der natürlichen Gleichgewichtslage. Wenn 
nun aber die Gleichgewichtspunkte in dieser einmal angenommenen Lage 
verharren (was man annehmen möchte, da unter Anderem auf Seite 62 eine 
einzelne Schwingung ausserhalb der Gleichgewichtslage als ein momen- 
taner Strom bezeichnet wird), so sind offenbar keine zusammengesetzten, 
sondern nur einfache Schwingungen, nämlich die als Nebenschwingun- 
gen bezeichneten Schwingungen um die Gleichgewichtspunkte vorhanden. 
Will man dagegen (nach S. 64, aber gegen S. 72, 57 und 83) noch die Zu- 
rücklegung einer „einseitigen (2) Oscillation der Hauptschwin- 
gung‘, d.h. die Bewegung des Gleichgewichtspunktes aus der natürlichen 
Gleichgewichtslage in eine andere (Spannungs-) Lage als zum Wesen 
des elektrischen Stromes gehörig und nothwendig ansehen, so hat man 
zwar zusammengesetzte Schwingungen, allein die Annahme von Molekülen, 
welche wiederum aus Gruppen in der angegebenen Weise um die Schwer- 
punkte der Gruppe schwingender Atome bestehen, bleibt immerhin gekün- 
stelt und deshalb die Sache selbst verdächtig, wenn auch nicht geradezu 
unmöglich. Was bedeuten denn ferner die Nebenschwingungen um den 
Gleichgewichtspunkt, nachdem dieser in der Spannungslage fix irt ist? 
Wie ist jene Fixirung der Hauptschwingung überhaupt möglich, da doch 
jeder Körper stets eine gewisse Temperatur hat, stets bis zu irgend einem 
Grade erwärmt ist. Wenn endlich (S. 73 uhd 79) der dauernde elek- 
trische Strom als eine ununterbrochene Ladung und Entladung bezeich- 
net wird, „indem alle Molekel gleichzeitig dieselbe Elongation in der 
Hauptschwingung und dieselbe Amplitude in der Nebenschwingung haben“, 
so geht aus der auf Seite 52 gegebenen Erklärung von Ladung und Ent- 
ladung hervor, dass im elektrischen Strome nur die Nebenschwingungen, 
also nar einfache Schwingungen vorhanden sind. 

Bemerkt sei hier noch, dass das telegraphische Gegensprechen nicht 


*) Natürlicher nimmt sich die von Clausius gegebene, verwandte Erklärung der 
Verdampfung aus. Vergl. Poggendorff's Annalen, Bd. 100, S. 361. 
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als Beweis für die Richtigkeit der Vibrationstheorie hätte aufgeführt wer- 
den sollen; wer die Einrichtung der dabei verwendeten Apparate kennt, 
weiss, dass sich das Gegensprechen auch nach der dualistischen Theorie 
ohne Schwierigkeit erklären lässt, selbst wenn man in dem Leitungsdrathe 
gar keinen Strom voraussetzt. Ferner kann ich, so lange ich nicht durch 
einen entscheidenden Versuch. dazu genöthigt werde, nicht glauben, dass 
„ein submarines Telegraphentau in einer bedeutenden Tiefe in Folge der 
Compression durch den Wasserdruck seine Dienste versagen 
muss“; auch widerspricht diese Behauptung der Erfahrung, dass die Tem- 
peraturabnahme bei festen Leitern den Leitungswiderstand vermindert. 
„Die Elektricität im Grossen zum Betriebe von Maschinen anzuwenden“, 
ist aber nicht unmöglich, sondern unpraktisch. 


3. Der Magnetismus (S. 57—66) 


ist wieder als vorübergehend (Elektro- oder Thermo - Magnetismus) 
oder dauernd (gewöhnlicher Magnetismus) fixirte Schwingung er- 
klärt, wobei nach Seite 78 das „Diesseits und das Jenseits der Gleichge- 
wichtslage entgegengesetzte Magnetismen“ giebt. „Die Intensität des 
Magnetismus beruht auf der Weite der Elongation“; natürlich ist hier die 
Rede von der Elongation der nach Vollendung der zum Magnetismus nö- 
thigen Vierteloscillation“ fixirten Hauptschwingung; denn Nebenschwin- 
gungen können nach Seite 82 nicht vorhanden sein, und es würde sich ja 
sonst auch der Magnetismus als „einseitiger Ausschlag oder Spannungs- 
lage“, als „einseitig fixirte Schwingung“ nicht von der Elektricität unter- 
scheiden, u. 8. f. u. s. f., wie früher. Ebenso wenig befriedigt der längere 
Zusatz auf S. 65; es wird hier das Gesetz, dass sich parallele Ströme an- 
ziehen, entgegengesetzte abstossen, zwar erwähnt, aber nicht aus den auf- 
gestellten Erklärungen hergeleitet und entwickelt, und nun wird 
weiter daraus geschlossen, dass ‚darin das Bestreben der Materie liege, 
unter allen Umständen Einheit zu bewahren oder zu erlangen; denn bei 
gleichgerichteten Strömen (Anziehung) haben die Molekel der beiden ein- 
ander anziehenden Körper bereits eine gleiche Lagerung, und bei ent- 
gegengesetzten Strömen (Abstossung) wollen sie eine gleiche erlangen“. 
Warum stossen sich denn da gleichnamige Elektricitäten oder gleichnamige 
Maguetpole ab? 


4. Spannungselektricität (S. 66— 71). 


Bei der Spannungselektricität ist der Zustand „vollkommen der- 
selbe, wie beim Magnetismus“, Die mancherlei kleinen Unterschiede 
zwischen Magnetismus und Spannungselektricität, z. B. die auf Seite 68 
und 77 erwähnten, sind ja nicht wesentlich, sind ganz untergeordnet. „Der 
Nordpol, d. b. der nach Norden gerichtete Pol eines Magnetes verhält sich 
wie positive, der Südpol wie negative Elektricität.“ Daher „gehen auch 
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elektrische Spannungserscheinungen leichter in der Wärme vor, weil da 
die Massentheilchen wegenihrer doppelseitigen Schwingun- 
gen mit zunehmender [?] Elongation schon gelockert sind und 
nun durch einseitige [?] Reibung leicht die einseitig fixirte 
Lage annehmen. Und bereits elektrisches Glas oder Siegellack wird 
bei der Erwärmung unelektrisch, weil die [erst jetzt?] eintretenden 
Wärmeschwingungen die fixirte Spannungslage nicht dul- 
den, indem sie vollständige Oscillationen erzwingen. Da Wärme vor- 
handenen Magnetismus auch schwächt, so ist dies ein neuer Beweis dafür, 
dass Spannungselektricität und Magnetismus wesentlich dasselbe sind“. 
Bei einer solchen Beweisführung lassen sich mit Leichtigkeit noch ganz 
andere Dinge beweisen! 


5. Erklärung aller übrigen Thatsachen aus den entwickel- 
ten Ansichten (S. 72 — 90). 


Diese Partie ist am reichhaltigsten erweitert worden, freilich sind die 
Zusitze meist keine Verbesserungen. Als Beleg dafür nur zwei Beispiele; 
Seite 72: „Bei dem Schalle, dem Lichte und der strahlenden Wärme sind 
die Schwingungen fortschreitende, daher ist in dem fortpflanzenden 
Medium ein Widerstand vorhanden, es entstehen Maxima und Minima der 
Verdichtung und die Fortpflanzung ist eine allmälig e; bei dem Mag- 
netismus und der Elektricität sind stehende Schwingungen der Molekel 
um ihre Schwerpunkte ohne fortschreitende Verdichtung und 
Verdünnung, daher ist der Widerstand unendlich klein und dis Schwin- 
gungen müssen sich in einem Körper, welcher ein ununterbrochenes Ganze 
bildet, fast momentan fortpflanzen“. Seite 76: „An dem positiven Pole, 
an welchem sich der negative Sauerstoff bildet (mit viel Leuchtkraft und 
wenig Wärme), erscheint zuerst dunkle Wärme mit ihren weiten Oscilla- 
tionen; an dem negativen Pole, an welchem sich der positive Wasserstoff 
erzeugt (mit wenig Leuchtkraft und viel Wärme), erscheint zuerst Licht, 
unabhängig von Verbrennung“. Aehnlich steht es um die anderen Zu- 
sätze, namentlich um den „kühnen Schluss auf die Rotation der Himmels- 
körper“ (S. 81) und um die Erklärung der chemischen Vorgänge, für 
welche der „im gewöhnlichen Zustande indifferente [I] Sauerstoff“ als 
Beispiel gewählt wird. Aber auch das Alte enthält noch manche unbe- 
gründete und willkürliche Behauptung, z. B. Seite 88: „Während die 
Wärmeschwingungen die ganze Masse eines Körpers bis in sein Inneres 
ergreifen, da die Molekel mit ihren Gleichgewichtspunkten schwingen und 
dadurch die Ausdehnung des Körpers bewirken, können die elektrischen 
und magnetischen Erscheinungen nur an der Oberfläche des Körpers zur 
Wahrnehmung und Wirkung gelangen, weil die Schwingungen nur um die 
Gleichgewichtspunkte geschehen, also eine Ausdehnung des Körpers nicht 
bewirken können.“ 
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Der gegebene Ueberblick zeigt, dass die in Rede stehende Schrift in 
zwei Theile zerfällt: im ersten Theile (S. 8—39) wird auf die Nothwendig- 
keit hingewiesen, die dualistische Ansicht von der Materialität der Wärme, 
des Magnetismus und der Elektricität zu verlassen und dieselben ebenso 
wie Licht und Schall als Molekularbewegungen zu betrachten; im zweiten 
Theile (S. 39—91) werden Voraussetzungen über die Form und Art dieser 
Molekularbewegungen gemacht, wird eine Theorie der Elektricität 
und des Magnetismus gegeben und versucht, aus dieser die elektri- 
schen und magnetischen Erscheinungen zu erklären. Wenn auch im In- 
halte des ersten Theiles in formeller und materieller Hinsicht Manches aus- 
zusetzen war, so ist doch nicht nur die stellenweise Mangelhaftigkeit der 
dualistischen Theorie kaum hinwegzuleugnen, sondern es ist auch höchst 
wahrscheinlich, dass auch Wärme, Elektricität und Magnetismus nur Be- 
wegungszustände sind, dass dieselbe Theorie, welche sich beim Lichte 
und bei der Wärme so brauchbar erwiesen hat, sich mit gleichem Erfolge 
auch auf die Elektricität und den Magnetismus wird anwenden lassen. Im 
zweiten Theile dagegen: 


a. fehlen klare und bestimmte Erklärungen der als Wärme, Elektri- 
citit und Magnetismus zu betrachtenden Schwingungen; 


b. sind mehrere von den als Beweis für die Richtigkeit der gegebenen 
Hypothesen über die Art jener Schwingungen aufgeführten Erscheinungen 
nicht richtig aufgefasst, oder ganz willkürlich gedeutet, oder doch wenig- 
stens nicht entscheidend; 


c. sind mehrfach Widersprüche vorhanden, welche die an sich schon 
verwickelte Hypothese noch verdächtiger machen. So wird namentlich 
auch dem Aether eine sonderbare Rolle zugetheilt; man hat zwar ,,nicht 
nothwendig, seine Zuflucht zu ätherischen Wärmesphären zu nehmen“ 
(S. 39), vielmehr sollen Wärme, Elektricität und Magnetismus nur Schwin- 
gungen der Körpertheilchen sein; dennoch wird „der universelle und des- 
halb eigenschaftslose, unverkennbare, Alles durchdringende und daher un- 
wägbare oder schwerelose Aether, von dessen Dasein vorzüglich die Ko- 
meten und die Erscheinungen des Lichtes ein absolut sicheres Zeugniss 
geben“ (S. 2), dessen „unendlich zarte, im indifferenten Gleichgewichte 
befindliche und kugelförmige Atome absolut elastisch sind und einander 
abstossen“ (S. 18), als Fortpflanzungsmittel für jene Schwingungen zuge- 
lassen (S. 34), ja er ist als solches gar nicht zu entbehren, und zwar nicht 
blos beim Lichte, sondern wegen der Drehung der Polarisationsebene auch 
bei Elektricität und Magnetismus (S. 65), bei denen er „die Wirkung auf 
die Ferne vermittelt“; 

d. ist die Erklärung der Erscheinungen aus den aufgestellten Ansich- 
ten in vielen Fällen gezwungen und gesucht, zum Theil sogar ganz und 
gar unzulässig, weil völlig willkürlich, unbegründet oder unnatürlich; 
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überdies fehlt noch so manche Erklärung gänzlich, z, B. die der elektri- 
schen und magnetischen Influenz. 

Daher kann der in der vorliegenden dritten Auflage erweiterte Ver- 
such nach meinem Erachten noch nicht als gelungen bezeichnet werden, 
er kann noch ebenso wenig wie in der zweiten Auflage auf allgemeine An- 
nahme Anspruch machen, er ist noch keine vollkommene, abgeschlossene 
oder fertige Theorie. Das scheint Herr Spiller auch selbst gefühlt zu 
haben, da er in den Schlusszeilen äussert, dass diese Betrachtungen einer 
schärferen, mathematisch- analytischen Untersuchung fähig seien, dass 
ihm aber zu dem weiteren Ausbau die nöthige Zeit gefehlt habe. Ich kann 
nur meine bereits früher ausgesprochene Ansicht wiederholen: wir sind 
eben kaum mit der Vorfrage fertig, die eigentliche Arbeit, die Hauptunter- 
suchung über die Natur der Schwingungen beginnt erst. Aus diesem 
Grunde und nicht wegen der vermeintlichen „Stützung auf unleugbare 
Thatsachen“ ist auch eine directe „Widerlegung“ nicht gut möglich. Wenn 
aber im Vorstelienden so viele Einwände gegen die von Herrn Spiller vor- 
getragene Hypothese erhoben wurden, so möge daraus nicht gefolgert wer- 
den, dass ich dadurch zugleich die dualistische Theorie gegen diesen neuen 
Angriff habe in Schutz nehmen und vertheidigen wollen; vielmehr hoffe 
ich durch den Hinweis auf die noch vorhandenen Mängel und Schwierig- 
keiten einen Anlass zur Beseitigung derselben gegeben zu haben, und auch 
ich würde mich herzlich freuen, wenn es Herrn Spiller gelänge, in einer 
vierten Auflage, bei einer noch zweckmässigeren Anordnung des Stoffes, 
eine Theorie des Magnetismus und der Elektricität aufzustellen, gegen 
welche gar nichts einzuwenden, an der gar nichts auszusetzen wäre. 

Chemnitz, im Juli 1861. Dr. ZETZSCHE. 


— — —— — —äůꝓ 


Die Elemente der Trigonometrie. Von Dr. Zerzscue. Altenburg 1861. 
Zur Vermeidung etwaiger Missdeutungen sehe ich mich zu der Er- 
klärung genöthigt, dass die von Herrn Dr. Hoffmann verfasste und auf 
Seite 90 der vorigen Literaturzeitung abgedruckte Recension der obigen 
Schrift während meiner Abwesenheit ohne mein Vorwissen aufgenommen 
worden ist und dass ich mit deren Inhalte nicht einverstanden bin. 
SCHLÖMILCH. 


Das Prismatoid. Von Professor Dr. Wırrsteın. Hannover 1800. 

Es scheint nicht allgemein bekannt zu sein, dass Alles, was in der 
vorliegenden Abhandlung steht, längst mehrfach publicirt und in elemen- 
taren Compendien zu finden ist; ein Hinweis auf die früheren Autoren 
möchte daher wohl angemessen sein. 

Die in Rede stehenden Eigenschaften sind vor langer Zeit von Herrn 
Director August in einer Programmabhandlung, wenn ich nicht irre, ele- 


112 Literaturzeitung. 


PP 2. .—'u . PP PLP LL PLP PLP PP BLL DD — —— I SLR FA SB IL. BP POIL — .... 
H 


mentar bewiesen und in dessen Lehrbuch der Mathematik fiir den 
höheren Schulunterricht, dritter Cursus, Stereometrie, in einem be- 
sonderen Abschnitte „von den Trapezoidalkörpern oder Körperstumpfen“ 
ausführlich entwickelt worden. Die Formel für den Inhalt des Trapezoidal- 
körpers findet man dort auch zur Inhaltsbestimmung der Kugel und des 
Paraboloides angewendet. Von einer Bereicherung der Elementargeome- 
trie durch die Abhandlung des Herrn Prof. Wittstein kann daher nicht 
füglich die Rede sein. Ausserdem möge man noch vergleichen die Ab- 
handlungen von Steiner in Crelle’s Journal, Bd. XXIII, S. 275 und von 
Brix, ibidem Bd. XXV, S. 129. 
(Briefliche Mittheilung von Dr. Jochmann in Berlin.) 


-~ 


Lehrbuch der Physik für die unteren Klassen der Gymnasien und Real- 
schulen. Von 8. Susıc, Doctor der Philosophie, Magister der 
freien Künste und Professor der Physik. Mit Vorbehalt des 
Uebersetzungsrechtes. Pest 1861, Verlag von Gustav Heckenast. 

Die Vorrede beginnt mit folgenden, die Erwartung spannenden Wor- 

ten: „Entsprechend dem Bedürfniss der studirenden Jugend, welches im 

Beginne des Studiums der Physik die möglichste Einfachheit, Klarheit 

und verstandesgemässe Darlegung der Sätze der Experimentalphysik for- 

dert, übergebe ich hiermit eine auf Experiment und Erfahrung gegründete 

Lehre der wichtigsten Sätze der Physik den Schülern der Untergymnasien 

und Unterrealschulen, sowie sie sich seit mehreren Jahren selbst dort er- 

probt, wo die Schüler mit den grössten Sprachschwierigkeiten zu kämpfen 
hatten.“ Der Verfasser spricht ferner in der Vorrede die sehr richtige 

Ansicht aus, dass ihm diejenige Methode am zweckmässigsten erscheine, 

welche der Jugend zuerst die Gegenstände und Ereignisse vorführt und 

sie im Angesichte derselben leitet, darüber nachzudenken. Ingleichen 
empfiehlt er, die Jugend frühzeitig zum eignen Experimentiren anzuregen. 

Nach der Durchlesung der Vorrede, welehe noch viele andere nützliche 

Gedanken enthält, ging ich an diejenige des Werkes selbst und berichte 

hier über den Eindruck, den diese auf mich gemacht hat. Die Menge des 

Stoffes wird zunächst durch den Zweck des Buches bestimmt und kana 

man nach diesem ein Eingehen in.die Polarisation, Interferenz, Beugung, 

Doppelbrechung des Lichtes nicht erwarten, dass aber unter den behandel- 

ten Thatsachen die Geschwindigkeit des Lichtes mit keiner Silbe erwähnt 

worden ist, muss als ein Mangel des Buches erscheinen und in lebhaftes 

Erstaunen setzen, umsomehr, als über die Beobachtungen der Verfinste- 

rung der Jupiterstrabanten so leicht zu referiren ist und hieran leicht ge- 

zeigt werden kann, dass das Licht zu seiner Bewegung Zeit braucht. Der 

Herr Verfasser setzt, wie ınan z. B. an der Abhandlung über die Schraube 

bemerkt, die Kenntniss der Stereometri voraus, man muss sich aber nur 
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wundern, dass er diese Wissenschaft so schlecht bei seinen Demonstratio- 
nen benutzt; so z. B. ist bei den Spiegeln und Linsen der Weg der Licht- 
strahlen an einem Durchschnitte des Apparates erläutert, ohne nur zu 
sagen, dass es ein Durchschnitt ist, mit dem man es zu thun hat; der 
Durchschnitt wird ohne Weiteres Spiegel oder Linse genannt. Der Herr 
Verfasser hätte dem Schüler nicht zumuthen sollen, dergleichen Lücken 
in der Deduction zu ergänzen; wo bei der Beschreibung, wie man sieht, 
eine gewisse mathematische Vorbildung vorausgesetzt wird, sollte sich der 
Lehrer vor seinen Schülern keine dergleichen Blössen geben; setzt er aber 
die stereometrischen Begriffe nicht voraus, s6 sollte er dieselben im Texte 
nachholen oder ganz auf ein solches Werk verzichten, denn mit den un- 
klaren Vorstellungen und Begriffen des gewöhnlichen Lebens lässt sich 
doch einmal in der Wissenschaft nicht arbeiten. Was nun den Ausdruck 
der physikalischen Gesetzmässigkeiten durch die Sprache anbelangt, so 
hat der Verfasser gerade hier sehr häufig den groben Fehler begangen, 
nicht deutlich zu sein, ja den Sinn des Gesetzes sogar gänzlich durch seine 
Ausdrucksweise zu entstellen. Als Beleg hierzu diene folgender Aus- 
spruch (S. 139): „Bleibt die Temperatur der Luft ungeändert, so ist ihre 
Expansivkraft desto grösser, je mehr sie zusammengedrückt wird. Dieser 
unter dem Namen des Mariotte'schen Gesetzes bekannte Satz“ etc. Na- 
mentlich der mechanische Theil leidet an Undeutlichkeiten, indem daselbst 
bei allen Sätzen, die sich auf die Einwirkung auf einen Punkt beziehen, 
ohne Weiteres von der Einwirkung auf einen Körper gesprochen wird, 
während doch ein Punkt gemeint ist. Ebenso macht es auf den Leser einen 
widerwärtigen Eindruck und gewährt dem Schüler keine wissenschaftliche 
Anregung, dass sie überall schlechte und undeutliche Definitionen finden, 
mit denen sich nicht arbeiten lässt; z. B. S. 184: „Die Senkung oder Nei- 
gung unter den Horizont heisst Inclination“, wobei man nicht erfährt, 
‘welche Linie sich zum Horizont neigt und dass die magnetische Achse der 
Nadel sich im magnetischen Meridian befinden ınuss; ferner S. 236: „Be- 
findet sich die Sonne hinter einer dunkeln Wolke, welche einen Riss hat, 
so sehen wir das Licht der Sonne strahlenartig hervortreten. Eine solche 
Lichtlinie wollen wir Lichtstrahl nennen“; desgleichen S. 176: „Die zwei 
Punkta.der stärksten Kraft eines Magnetes nennt man Magnetpole oder 
kurz Pole!“ Auch die wenigen Beispiele sind, wie die Definitionen, nicht 
frei von Undeutlichkeit und Unrichtigkeit; so findet sich Seite 96 folgende 
Stelle: „Bewegt eine Kraft einen Körper, so arbeitet sie. Die auf eine 
Secunde entfallende Arbeit einer Kraft nennt man Arbeitskraft 1. das 
Maass momentaner Kräfte. Ein Stoss, welcher einem Körper von 40 Pfund 
die Geschwindigkeit von 5 Fuss giebt, hat eine Arbeitskraft von 40><5 
Fusspfund. Man bekommt also die Arbeitskraft eines gleichförmig beweg- 
ten Körpers, wenn man sein Gewicht mit seiner Geschwindigkeit multipli- 
cirt“. Ich konnte mich bei Durchlesung des Buches des Gedankens nicht 
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erwehren, dass der Verfasser über viele wissenschaftliche Gegenstände 
selbst gänzlich im Unklaren sei, wofür schon die oben angeführte Stelle 
über das Mariotte'sche Gesetz Zeugniss ablegt. Hierher gehört aueh noch 
die Stelle (S. 129): „Stabiles Schwimmen. Damit ein schwimmender Kör- 
per vor dem Umschnappen sicher sei, muss sein Schwerpunkt tiefer lie- 
gen, als der Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeit.“ Es ist allerdings 
richtig, dass der Körper dann allemal stabil schwimmt, allein er kann auch 
stabil schwimmen, wenn sein Schwerpunkt über dem der verdrängten 
Flüssigkeit liegt, freilich lässt sich aber die Bedingung, unter welcher dies 
geschieht, nicht elementar ausdrücken. Wie nun die Auswahl der physi- 
kalischen Gesetze eine mangelhafte ist und wie diese selbstoft unrichtig, 
oft undeutlich ausgesprochen sind, so ist auch die Lehrmethode, wodurch 
doch der Zusammenhang unter den Erscheinungen und Gesetzen gezeigt 
werden soll, fast überall mangelhaft. Ein komisches Beispiel der Demon- 
stration des Herrn Verfassers liefert unter Anderem Seite 20: „Aus der 
Figur 13 wird ersichtlich, dass horizontal liegende, am Ende, in der Mitte 
oder in ihrer ganzen Länge belastete Körper mit ihrer relativen Festigkeit 
wirken.“ Bisweilen ist die Herleitung ganz weggelassen und der Herr 
Verfasser hilft sich mit einem „die Erfahrung zeigt, dass“ etc., oder wie 
Seite 238, wo ohne vorhergegangene Definition von Beleuchtungskraft ge- 
sagt wird: „Das Gesetz für die Abnahme der Beleuchtungskraft in die 
Ferne heisst: die Beleuchtungskraft nimmt mit der Entfernung im qua- 
dratischen Verhältnisse ab.“ — Das Vorhergehende zeigt, dass der Herr 
Verfasser den Zweck seines Buches durch seine mangelhafte Darstellung 
gänzlich verfehlt hat; am ganzen Buche ist nichts, als Papier und Druck 
gut; auch Wahl und Entwurf der zahlreichen Holzschnitte, sowie deren 
Ausführung ist misslungen zu nennen. Wir sprechen noch am Schlusse 
unser Bedauern gegen die Verlagshandlung aus, dass dieselbe eine litera- 
rische Arbeit unterstützt hat, die so wenig „Klarheit und verstandesge- 
“mässe Darlegung der Sätze der Experimentalphysik“ zeigt, dass sie nicht 
zum physikalischen Unterrichte empfohlen werden kann. 
| Dr. KABL. 
Handbuch der Kugelfunctionen. Von Dr. E. HEINE, ordentlicher Pgeéessor 
an der Universität Halle. Berlin, Druck und Verlag von 
G. Reimer. 

Die wichtige Rolle, welche die Kugelfunctionen in der Theorie der 
Anziehung und in der Wärmelehre spielen, hat bekanntlich eine sehr 
grosse Anzahl von Arbeiten über jene Functionen hervorgerufen, wie 
schon die Namen Legendre, Laplace, Ivory, Gauss, Dirichlet, Jacobi, 
Bonnet, Borchardt, Neumann, Christoffel, Bertram, Liouville, Hansen, 
Scheibner etc. hinreichend beweisen. Je schwieriger hierdurch ein nur 
einigermaassen vollständiger Ueberblick geworden ist, um so freudiger 
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wird man das Erscheinen einer Arbeit begrüssen, über deren Zweck sich 
das Vorwort in folgenden Worten ausspricht: „Sie soll den Anfänger in 
die Theorie der Kugelfunctionen, welche gegenwärtig durch wichtige 
Werke über Physik und Astronomie ein Interesse auch für weitere Kreise 
erhalten hat, einführen und ihm als Lehrbuch dienen. Andererseits soll 
sie Demjenigen, welcher die Elemente bereits kennt, eine systematische 
Darstellung der hierher gehörigen Untersuchungen bis auf die neueste Zeit 
liefern, ihm eine Sammlung der Formeln geben, welche bei dem jetzigen 
Stande der Lehre als die wesentlichsten angesehen werden müssen, und 
hm die Quellen bezeichnen, aus denen geschöpft wurde.“ Nach genauer 
„Ansicht des Werkes kann Referent bezeugen, dass dieser Doppelzweck 
vollständig erreicht worden ist, und dass die Klarheit der Darstellung so- 
wie die Reichhaltigkeit des Gegebenen eine gleich- rühmliche Anerkennung 
verdienen. Der Verfasser liefert übrigens noch mehr, als die Vorrede sagt, 
und zwar in doppelter Beziehung. Man findet nämlich ausser den Arbeiten 
Anderer nicht wenige dem Verfasser eigenthümliche Untersuchungen, fer- 
ner beschränkt sich das Werk keineswegs auf die Theorie der Kugel- 
functionen, sondern enthält auch Anwendungen derselben namentlich 
auf die mechanischen Quadraturen (u. A. nach der Gauss'schen Methode) 


und auf die Berechnung der Potentiale von Kugeln oder Ellipsoiden. 
S SCHLÖMILCH. 
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| 28 Ngr. 

Atlas des gestirnten Himmels, f. d. Anf. des Jahres 1855 entworfen 
auf der königl. Sternwarte zu Bonn. 7. Lief. Bonn, Marcus. 3 Thlr. 

Hartwia, E. W., Ueber die Berechnung der Auf- und Unter- 
gänge der Sterne. Nebst einigen Hilfstafeln. Schwerin, Hilde- 
brand. 12% Ner. 

Neumann, C., Lösung des allgemeinen Problems über den sta- 
tionären Temperaturzustand einer homogenen Kugel 
‘ohne Hilfe von Reihenentwickelungen, nebst einigen Sätzen 
zur Theorie der Anziehung. Halle, Schmidt's Verlagshandl. 6 Ngr. 

HAN ck EL., H., Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der 
Flüssigkeiten. Gekrönte Preisschrift. Göttingen. Leipzig, Abel. 

i % Thir. 

Scumipt, G., Theorie der Dampfmaschinen. Freiberg, Engelhardt. 

1% Thlr. 

Taschenbuch des Ingenieurs. Herausgegeben von dem Verein ,,die 
Hütte“. 4. Aufl. 1. Hälfte. Berlin, Ernst & Korn. pro compl. 1% Thlr. 

Karsten, H., Lehrbuch der Krystallographie. Leipzig, Voss. 


2 Thir. 

| Physik. 
Encyclopädie der Physik, bearb. von Brix, DECHER etc. Herausgeg, 
von KARSTEN. 10. Lief. Leipzig, Voss. 2% Thir. 
Mout, Tu., Wandkarten zur physikalischen Erdbeschreibung. 
2. Aufl. Stuttgart, Nitzschke’s Verlag. 1 Thlr. 6 Ngr. 
Heussi, J., Die Experimentalphysik. 1. Curs.: Kenntniss der Phä- 
nomene. 8. Aufl. Berlin, Duncker & Humblot. 12 Thlr. 


Rosgıpa, C., Erklärung der Lufterscheinungen aus den Grund- 
zügen einer naturgemässen Atomistik. 2. Heft. Klagenfurt, 
Leon in Comm. 9 Ngr. 

Meyerstein, M., Das Spectrometer. Ein neues Instrument zur Be- 
stimmung der Brechungs und Zerstreuungsverhältnisse verschiedener 
Medien, sowie zum Gebrauche bei allen goniometrischen Messungen. 
Göttingen, Deuerlich’sche Buchh. 8 Ngr. 

REDTENBACHER, F., Die anfänglichen und gegenwärtigen Er- 
wärmungszustände der Weltkörper. Mannheim, Bassermann. 

4 Ngr. 
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SAALSCHÜTZ, L., De non periodica mutatione caloris lerrae, Dissert. 
inaug. Königsberg, Schubert & Seidel. 3 Ngr. 
BRZ OI D, W. v., Ueber die physikalische Bedeutung der Poten- 
tialfunction in der Elektrieitätslehre. München, liter.-artist. 
Anstalt in Comm. 8 Ngr. 
WIEDEMANN, G., Die Lehre vom Galvanismus und Elektromag- 
netismus. 2. Bd. And. u. dr. Th.: Die Wirkungen des galvanischen 
Stromes in die Ferne. 1. Abth. Braunschweig, Vieweg. 2½ Thlr. 
M’Leop, W., Physical atlas of Great Britain. London, Longman. 
. 7 Sh. 6 d. 

CAPELLI, G., Osservazioni meleorologiche eseguite nella R. specola 
astronomica di Milano negli anni 1858 —1859. Milano. 20 fres. 


232. 
233. 
234. 
230. 


238. 
237. 


238. 
239. 


240. 


Mathematisches Abhandlungsregister. 


— — o 


1860. 
Zweite Hälfte: 1. Juli bis 31. December. 


A. 


Abel'sche Function. 
Sur l'intégration de différentielles irrativnelles. Tehebichef. Compt. rend. LI, 46. 


Aberration. s 
Ucber die Aherration des Lichtes. Hoek. Astr. Nachr. LIV, 145. 


Aerodynamik. 

Ein Beitrag zur Mechanik der Gase. Schmidt. Wien. Akad. Ber. XXXIX, 41. 

Ulustrations of the dynamical theory of gases. Maxwell. Phil, Mag. XX, 21. 
[Vergl. No. 2.] l 

On the velocity of sound. Earnshaw. Phil. Mag. XX, 37, 186. 

Ueber die Aenderung des Tones und der Farbe durch Bewegung. Mach. Wien. 
Akad. Ber. XXXXI, 543. 

Analytische Geometrie der Ebene. 

Das umgekehrte Problem der Brennlinien. Strauch. Wien. Akad. Ber. 
XXXVIII, 861. ` 

Das Problem des Pappus und die Gesetze der Doppelschnittsverhiiltnisse bei 
Curven höherer Ordnung und Classen. Fiedler. Zeitschr. Math. Phys. 
V, 377. 


, Vergl. Ellipse, Gleichungen 325, Kegelschnitte, Kreis, Kriimmungshalbmesser. 


Analytische Geometrie des Raumes. 
Merkwiirdige Erweiterung der Formeln der ebenen Trigonometrie auf ein Sy- 


stem von drei sich nicht schneidenden Geraden im Raume. Grunert. 
Grun. Archiv XXXV, I. 


. Théorie générale des systèmes de rayons rectilignes. Kummer. N. ann. math. 


XIX, 362. [vergl. Bd. V, No. 260.) 


2. Des coordonnés curvilignes se coupant sous un an angle quelconque. Aoust. Crelle 


LVIII, 352. 


. Des coordonnés paraboliques et de leur application à la géométrie des paraboloides. 


Valson. N., ann. math XIX, 29S. 


. Ueber die Umbüllungslinien der Pollinien einer Curve und deren inverse Linie. 


Hoppe. Crelle LVIII, 374. 


. Sur les surfaces polaires d'un point d'une surfaces algébrique prises par rapport à 


celle surface. Dewulf. N ann. math. XIX, 431. 


On the cubic centres of a line with respect to three lines and a line. Cayley. Phil. 


Mag. XX, 418. 


. Eine Notiz über Wendelinien. Bacaloglo. Grun. Archiv XXXV, 40. 
. Ueber Fusspunktcurven und Fusspunktilichen. Bacaloglo. Grun. Archiv 


XXXV,41. 


. Sur une cubique gauche. Cremona. N. ann. math, XIX, 356. 
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250. Sur quelques relations géométriques entre l'hélice et la cycloide. Dunesme. Compl. 
rend. LI, 890. 
Vergl. Loxodrome, Oberflichen, Oberflächen zweiter Orduung, Paraboloid, 
Sphärik, Wellenfläche. 


E Arithmetische Reihe. 
Vergl. Progression. i 
Astronomie. 


251. Mémoire sur le mouvement des noeuds de la lune. Lesptault. Compt. rend. LI, 727. 
252. Calcul des deux inégalités lunaires å longues périodes decouvertes par M. Hansen et 
dues å l'action perturbutrice de Venus. Delaunay. Compt rend. LI, 695, 735, 
783. — Le Verrier. ibid. 703, 740, 788. — Pontecoulant. ibid. 958. 
Note sur les inégalités lunaires à longues périodes dues à l'action perturbatrice de 
Venus. Delaunay. Astr. Nachr, LIV, 273. 
254. Sur la determination du coefficient de l'équation séculaire de lulune. Pontécoulant, 
Compt rend. LI, 134. — Delaunay, ibid. 154. [Vergl. No. 22.] 
255. Ueber die Genanigkcit der Beobachtungen der Rectascensionen bei Anwendung 
chronographischer Apparate. Pape. Astr. Nachr. LIV, 177. 
256. Neue Methode, die Biegung eines Kreisfernrohres zu ermitteln. Kayser. 
Astr. Nachr. LIV, 227. 
257. Quelques mots sur les queues des comètes. Bredichin. Astr. Nachr. LIV, 289. 
Vergl. Aberration, Refraction. 


253 


Attraction. 
Bemerkung zu einer Stelle der Mécanique céleste. Murmann. Zeitschr. Math. 
Phys. V, 438. 
259. Ueber die Anziehung einer mit Masse belegten abwickelbaren Fäche auf einen 
materiellen Punkt. Mehler. Crelle LVIII, 240. 
260. On u theorem relating to the attruction of the ellipse. Duhlander. Phi. Mag. 
XX, 125. 
Vergl. Potential. 


258 


Bernoulli’sche Zahlen. 
261. Einige Beiträge zur Theorie der Bernoulli'schen Zahlen und der Secanten- Coef- 
ficienten. G. F. Meyer. Grun. Archiv XXXV, 149. 
262. Von einigen Summen und Differenzenformeln und den Bernoulli'schen Zahlen. 
Bauer. Crelle LVIII, 202. 
Bestimmte Integrale. 


263. Sur le calcul inverse des intégrales définies. Rouché. Compt. rend. LI, 126. 
264. Ueber den Integralsinus und Integralcosinus. Schlömilch,. Zeitschr. Math. 
Phys. V, 294. 


265. Ueber das bestimmte integral fr 
Phys. V, 286. 


ee dx. Schlömilch. Zeitschr. Mathem. 


> 
dk P 
266. Ueber das bestimmte Integral f (a - ern) xm—1 dx. Bacaloglo. Grun. 
Archiv XXXV, 70. x 


207. Inteyralia quaedam definita. Lindman. Grun. Archiv XXXV, 475. 
Vergl. Abel’sche Function, Elliptische Functionen, Niherungswerth, Zahlen- 
theorie 409. 


| Brennlinien. 
Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 238. 
, C. 
) Cartographie. 


268. Sur les cartes géugraphiques. Tissot. Compt rend. LI, 964. 
269. Definition des modes de représentation de ourtes géographiques. Tissot. N. ana. 
math. XIX, 457. 
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270. Trace des curtes géographiques. Tehebichef. N. ann. math, XIX. Bulletin de 


bibl. 49. 
Combinatorik, 


271. Sur une série ordonnée d'après des nombre de combinaisons avec et sans répétition. 
De Virieu. N. ann. math. XIX, 397. 
272. Sur une série combinatoire. De Verieu. N. ann. math. XIX, 398. 
Cubische Formen. 
273. On a relation between two ternary cubic forms. Cayley. Phil. Mug. XX, 512. 


D. 
Determinanten. 


274. Multiplication des déterminants. Souillart. N. ann. math. XIX, 320. 
Vergl. Näherungswerth 361. 


Determinanten in geometrischer Anwendung. 

275. Equation des rapports anharmoniques correspondant aux racines d’une équation du 
quatrième degré. Painvain. N. ann. math. XIX, 407. 

276. Ueber dle Wendetangenten der Curven dritter Ordnung. Clebsch. Crelle 
LVIII, 229. | 

277. Ueber eine Classe von Eliminationsproblemen und über einige Punkte der Theo- 
rie der Polaren. Clebsch. Crelle LVIII, 273. 

278. Die Beziehung zwischen den Halbmessern von vier sich gegenseitig berühren- 
den Kreisen, sowie von fünf derartigen Kugeln. C. W. Baur. Zeitschr. 
Math. Phys. V, 365. V. ann. math. XIX, 440. 

Vergl. Oberfliichen zweiter Ordnung 366. 
Differentialgleichungen. 

279. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen. Weiler. Grun. Archiv 
XXXV, 410. 

280. Die Integration der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Schlö- 
milch Zeitschr. Math. Phys. V, 323. 

281. Ueber totale und partielle Differentialgleichungen. Natani. Crelle LVIII, 301. 

282. Integration einiger partiellen Differentialgleichungen. Steen. Zeitschr. Math. 
Phys. V, 427. [Vergl. No. 6.] 

283. Ueber die partielle Differentialgleichung 


Oz Oz az 02z\? ` 
tt] 
dë Oy Oy Ox 
Hoppe. Crelle LVIII, 369. [Vergl. No. 41.] 
284. IIlustrutions of symmetrical integration. Carmichael. Phil. Mug. XX, 348. 


Differenzenrechnung. 
: Vergl. Bernoulli’sche Zahlen 262, Combinatorik 271. 


Elasticitat. 
285. Mémoire sur la théorie de Vélasticité des corps homogènes d élasticité constante. 
Lorenz. Crelle LVIII, 329. 


Elektrodynamik. 
286. Die Fundamente der Elektrodynamik. Kahl. Zeitschr Math. Phys. V, 253, 305. 
l Elimination. 
Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 277, homogene Functionen. 
Ellipse. 
287. Ueber die grössten Dreiecke, die sich über eine gegebene Gerade einer Ellipse 
oder Hyperbel einschreiben lassen. 8. Spitzer. Zeitschr. Math. Phys. 
V, 364. 
288. Theorcmes relatifs aux normales d'une ellipse. Prat. N. ann. math. XIX, 235. 
Vergl. Attraction 260. 
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289. 
290. 


291. 


295. 


296. 
297. 


298. 
299. 


300. 


301. 


302. 
303. 
304. 
305. 
306. 
307. 


308. 
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Elliptische Functionen. 


Entwurf einer neuen Theorie der elliptischen Integrale. Weiler. Grun. Archiv 
XXXV, 408. 

Ueber Modulargleichungen der elliptischen Functionen. Schröter. Crelle 
LVIII, 378. 


F. 


Foucault'scher Pendel versuch. 


Nouvel examen de la question relative aux oscillations tournantes du pendule à libre 
suspension en ayant égard à l'influeuce de la rotation de lu terre. Poncelet. 
Compt, rend. LI, 467, 511. 


Fanctionalgleichang. 
Vergl. Kräfteparallelogramm. 
Functionen. 


. Beiträge zur Theorie derjenigen Functionen, welche die Verallgemeinerung der 


hyperbolischen und cyclischen Cosinus und Sinus darstellen. Hellwig. 
Grun. Archiv XXXV, 186. 


. Entwicklung einer Function der vierten Rechnungsstufe in eine Reihe Paug- 


ger. Grun. Archiv XXXV, 21. 


. Solution de questions de l'algébre Bertrand. Muthieu. N. ann. math. XIX, 371. 


Vergl. Abel’sche Functionen, Elliptische Functionen, Potential. 
Fusspunktlinien. 
Vergl. Analytische Geometrie des Raumes 248. 


G. 


Geodäsie. 

Untersuchungen über die Pothenot'sche Aufgabe, falls solche auf den Raum aus- 
gedehnt wird. Plath. Grun. Archiv XXXV, 241. 

Ueber einige geodätische Formeln, v. Andrä. Astr. Nachr. LIII, 369. 

Die Zahlenformel für den mittleren Krümmungshalbmesser des Erdsphäroids. 
Andres. Grun. Archiv XXXV, 72. 

Methode des azimuts correspondants. Radau. Astr. Nachr. LIII, 145. 

Sur un moyen de trouver la longitude sans chronomètre. Radau. Astr. Nachr. 
LIV, 345. 

Geometrie (descriptive). 

Sur les seconds points d’intersections des normales d'une cône de révolution passant 

par une première section conique. Kessler. N. ann. math. XIX, 436. 
Vergl. Krystallographie 349. 


Geometrie (höhere). 
Propriétés relatives au déplacement fini quelconque dans l'espace d’une figure de forme 
invariable, Chasles. Compt, rend. LI, 855, 905. E 
Vergl. Kegelschnitte 342. | 


| Geometrische Reihe. 
Vergl. Progression. 
Geschichte der Mathematik. 


Question des porismes. Breton (de Champ). Compt. rend. LI, 1034. — 
Chasles. ibid. 1043. 

Sur Cage de Zenodore. Cantor. Compt. rend. LT, 630. 

Epitaphe de Diophante. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 71. 

Les mathématiciens des Romains. Weidler. N. ann. math. XIX, Bulletin de 
bibl. 85. 

Jobst Burgi et les logarithmes. Matzka. N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 62. 
[Vergl. No. 94.] 

Nouvelles remarques sur l'interprétation dun passage de Descartes. Valat. Compt. 
rend. LI, 1031. [Vergl. No. 93.] 

Généalogie de Viete. Filleau de la Touche. N. ann. math. XIX. Bulletin de 
bibl. 73. 


309. 


310. 
311. 
312. 


313. 
314. 


315. 
316. 


317. 


318. 


319, 
320. 
321. 
322. 


323. 


324. 
325. 


326. 


327. 


333. 
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Ueber die Definitionen des Leibnitz. Trendelenburg. Berl. Akad. Ber. 
1860, 374. — N. ann. math. XIX. Bulletin de bibl. 87. 

Jucques Charles le géomètre. Bienayme. N. ann, math. XIX. Bulletin de bibl. 90. 

Ueber den Namen Theodolit. Hunaeus. Grun. Archiv. XXXV, 240. 

Sur une uncienne determination du nombre absolu des vibrations du diapason. Govt. 
Compt. rend LI, 450. 

Sur le premier exemplaire de l'édition stéréots ype des tables de logarithnes de Lalande. 
Fournerat. AN. ann math. XIX. Bulletin de bibl. 83. 

Usage du Souman- pan des Chinois. D'Escayrac de Luulure. Compt. rend. LI, 
88. — Poncelet. ibid. 109. 

Ueber Sonnentinsternisse. Encke. Berl. Akad. Ber. 1860, 505. 

Ueber die Sonnenfinsterniss vom 18. Juli 1860. Bremiker. Berl. Akad. Ber. 
1860, 693. 

Beiträge zur Geschichte der Fortschritte in der elektrischen Telegraphie. 
Zetzsche. Zeitschr. Math. Phys. V, 395. [Vergl. No. 103.] 


Gleichungen. 
Sketch of a theory of transcendental roots. Cockle. Phi. Mag. XX, 145, 369. 
Exercises sur les équations numériques. Bellavitis N. ann. math. XIX, 343. 
Notes sur la transformation de Tschirnhausen. Cayley. Crelle LVIII, 259, 263. 
On a problem of double partitions. Cayley. Phil. Mag. XX, 331. 


Sur une équation de degré quelconque mais d'une certaine forme. De Virien. N. ann. 
math, XIX, 389. 


a 1 H 
L'équation xe 2 (x =) =b a deux racines égales si v < 90°, a = sin y et 
b = tang 2 : e cos M ou b = cotang 2 . e eos hb. Gressier. N. ann. math. 


XIX. 230. 
On a system of algebraic equations. Cayley. Phil. Mag. XX, 341. 
Sur la résolution numérique de deux équations du second degré. Abel Transon. 
N. ann, muth. XIX, 414. 
Ueber die merkwiirdigen Eigenschaften von drei simultanen Gleichungen. Un- 
ferdinger. Grun. Archiv XXXV, 32. 
Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 275, 277. 


H. 
Homogene Functionen. 


Ueber eine symbolische Darstellungsweise algebraischer Formen und über die 
davon zu machende Anwendung auf Probleme der Elimination. Clebsch. 
Berl. Akad. Ber. 1860, 536. 


Hydrodynamik. 


. Untersuchungen über ein Problem der Hydrodynamik. Lejeune- Dirichlet. 


Crelle LVIII, 181. — Dedekind. ibid. 217. 
Ueber ein neues Gesetz der lebendigen Kräfte in bewegten Flüssigkeiten. 
Stefan. Wien. Akad. Ber. XXXVII, 420. 


Ueber Reibung tropfbarer Flüssigkeiten. Helmholtz und v. Piotrowski. 


Wien. Akad. Ber, XXXX, 607. 


. On a new species of figures of equilibrium for revolving fluids, the particles of which 


attract one another according to Newton's theory. Dahlander. Phi. Mag. 
AX, 119. 


2. On the form assumed hy a fluid shell revolving freely within a hollow spheroid. Dah- 


lander. Phil. Mag. XX, 426. 
On the form of satellites revolving at small distances from their primaries, Vaughan, 
Phil. Mug. XX, 409. 


Hyperbel. 
Vergl. Ellipse 287, Sphärik. 


| 
Imaginäres. 


Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. Marie. Journ. Mathém. 
XXV. 393, 457. [Vergl. No. 129.) ; n 
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dengen, 


335. Ueber die geometrische Darstellung der Werthe einer Potenz mit complexer 
Basis und complexem Exponenten. Durége. Zeitschr. Math. Phys. V, 315. 


Interpolation. 
336. Sur las formules d'interpolution de Lagrange et de Newton. Abel Transon. 
N. ann. math. XIX, 248. [Vergl. Bd. V, No. 112.] 
Vergl. Methode der kleinsten Quadrate, 


Irrationalgrössen. 

337. Ueber das Rationalmachen der Nenner der Brüche. Zehfuss. Grun. Archiv 
XXXV, 117. [Vergl. No. 130.) 

338. Die Lösung der Fermat'schen Aufgahe: Wegschaffung der Wurzelgrössen aus 
alg braischen Ausdrücken, in welchen solche als Summanden vorkommen. 
Lehmann: Auszug aus einer Abhandlung von A. v. d. Schulenburg. 
Grun. Archiv XX XV, 207. 

339. Etant donné a, +V apt Va, +... + Va = P, changeaut dans ce polynôme n° signes 
et désignant le noweau polynôme par Q, combien PQ renferme -t- il de quan- 
tités irrationelles. Kessler. N. ann. math. XIX, 436. 

Vergl. Nüherungswerth. 


| K. 
Kegelschnitte. 
340. Sur le triangle conjugué a une conique. Salmon. N. ann. math. XIX, 345. 
341. Lieu des poles des cordes, qui dans les courbes du second degré joignent les pieds des 
normales d ces courbes menées d'un point de la développée. Desboves. N. ann. 
math, XIX, 253. 
342. Lieu d'un point tel que les quatre tangentes menées de ce point à deux coniques for 
ment un faisceau harmonique. De Jonquières. 
Vergl. Ellipse, Geometrie (descriptive), Men bi 324, Kreis, Parabel, 
Sphärik 392. 
Kettenbrüche. 
313. Zusammenhang unter den Coefficienten zweier gleichen Kettenbrüche von ver- 
schiedener Form. Heilermann. Zeitschr. Math. Phys. V, 362. 
Vergl. Abel'sche Function. | | 


Kräfteparallelogramm. 


344. Ueber den Satz vom Parallelogramm der Kräfte. Schlömilch. Zeitschr. 
Math. Phys. V, 435. 


Kreis. 


345. Ueber die Aufgabe, einen Kreis zu beschreiben, welcher drei gegebene Kreise 
berührt. Kerz. Grun. Archiv XXXV, 121. 


Kreistheilung. 


346. Sur les diviseurs de certaines formes de nombres qui résultent de la théorie de la divi- 
sion du cercle, Kummer. Journ. Mathém. A AH, 309. 


Krümmungshalbmesser. 


347. Trouver l'équation de la courbe telle, que ses rayons de courbure soient vus d’un point . 


donné sous un angle donné. Lecocq N ann. math. XIX, 285. 


Krystallographie. 
348. Ucber das Gesetz der rationalen Verhiiltnisse der Tangenten tautozonaler Kry- 
stallkanten. v. Lang. Wien. Akad. Ber. XXXXI, 525. 
349. Ueber die directe Construction der schiefachsigen Krystallgestalten aus den 
Kantenwinkeln. Niemtschik. Wien. Akad. Ber. XXXXI, 535. 


L. 


' Loxodrome. 


350. Ueber Loxodromen auf a Junge. Zeitschr. Math. Phys. 
¥, 296. 


e 
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M. 
Maxima und Minima. 
351. Beitriige zur Lehre von Maximum und Minimum. Brenner. Grun. Archiv 
XXXV, 157. 
392. Solutio problematis geometrici. Lindman. Grun. Archiv XXXV, 481. 
353. Sur le point d'une tangente à la courbe ym == F (x) qui satisfait à la condition de ren- 
dre F. (x) un maximum ou un minimum. Kessler. N. ann. math, XIX, 433. 
Vergl. Ellipse 287, Parabel. 


Mechanik. 

354. Bemerkungen über Lagrange’s analytische Mechanik. Bley. Grun. Archiv 
XXXV, 275. 

355. Mémoire sur la rolalion d'un corps solide autour de son centre de gr emite Lafon. 
Compt rend. LI, 724. 

356. Mouvement du pendule: Fink. N. ann. math. XIX, 449. 

357. Mechanische Aufgabe. Kahl. Zeitschr. Math. Phys. V, 298. 

358. On the pressure of earth on revelment walls. Sylvester. Phil. Mag. XX, 489. 

259. Mémoire sur le spiral réglunt des chronometres et des montres. Phillips. Journ. 
Mathém. XXV, 313. 

Vergl. Aerodynamik, Astronomie, Attraction, Elasticität, Elektrodynamik, 

Foucault’scher Pendelversuch, Hydrodynamik, Kräfteparallelogramm, Plani- 
metrie 373, Wiirmethcorie. 


Mothode der kleinsten Quadrate. 


360. Ueber Interpolation nach der Methode der kleinsten Quadrate. Borchardt. 
Crelle LVIII, 270. 


Näherungsworth. 
361. On Poncelet's upproximate linear valuation of surd forms. Sylvester. Phil. Mag. 
XX, 203, 307, 525. 
362. On 5 to the integrals oft irrational functions by means of rational substitu- 
tions. Merrifield. Phil. Mag. XX, 446. 


Oberflächen. 
363. Ueber Prof. A. Müller's Discussionsmethode der algebraischen Flächen höherer 
Ordnungen. Petzval. Wien. Akad. Ber. XXXXI, 735. 
364. Untersuchungen über einige Arten von Flächen. Boeklen. Grun. Archiv 
XXXV, 93. 
Vergl. Attraction 259, Hydrodynamik 331, 332, 333, Loxodrome, Wellenfläche. 


Oberflächen zweiter Ordnung. 

365. Sur les lignes de courbure des aurfaces du second ordre Aoust. Compt. rend. LI, 640. 

366. Propriétés des tetraedres conjugués dans les surfaces du second degré. Puinvin. 
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